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Organisatorisches

Inhalt der Vorlesung: Kérpertheorie

Ziel: Bestimmung aller Kérper

e Idee: kleinste Korper — Korpererweiterungen

Anwendungen:

1. Lésung z.B. der Gleichung 2?4+ pr+q = 0= 215 = —544/ pzz —q
(in Q, R, C); Gibt es dhnliche Formeln fiir "+ ...+ a1 - x4+ a9 = 07

Ja, falls n <4 (1545 CARDANO: Ars Magna), 1826 hat ABEL in
,Crelle J. f. d. r. u. a. Mathematik 1 gezeigt, dak dies fiir n =5
nicht gelingt. GALOIS zeigte dies 1832 fiir n > 5.

2. Sind gewisse Konstruktionen mit Zirkel und Lineal méglich (Kubus
mit doppeltem Volumen, Dreiteilung eines Winkels, 17-Eck)?

e Literatur!:

— E. ARTIN: Galoissche Theorie, Teubner, Leipzig 1965

— G. FIsCHER, R. SACHER: Einfiihrung in die Algebra, Teubner
1974

— B. HORNFECK: Algebra, 3. Auflage, deGruyter 1976
— I. M. IsAAcs: Algebra - a produate course, Brooks/Cole 1993

— N. JACOBSEN: Lecutres in abstract algebra III, von Norstrand
1964 bzw. Springer 1975

— N. JACOBSEN: Basic Algebra I, Freeman 1974
— O. KORNER: Algebra, 2. Auflage, Aula 1990
— S. LANG: Algebra, Addison-Wesley 1965

— F. LORENZ: Einfiihrung in die Algebra I, BI Wissenschatfverlag
1987

— I. STEWARD: Galois Theory, 2. Auflage, Chapman and Hall 1989

— B. L. v. . WAERDEN: Algebra I (+ II), original Springer 1930,
9. Auflage 1993

! Man muf sich schon anstrengen, um ein schlechtes Buch iiber dieses Thema zu
schreiben.”



1 Grundlagen

1.1 Teilringe von Korpern
1.1.1 Ringe und Teilringe

DEFINITIONEN:

e Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen + und - heifst Ring,
falls gilt:
1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
2. (ab)c = a(be) fir alle a,b,c € R
3. (a+0b)c=ac+bcund a(b+ c) = ab+ ac fiir alle a,b,c € R

e Der Ring R heifst

— kommutativ, wenn ab = ba fiir alle a,b € R

— Ring mit Eins, wenn I € R\ {0} existiert mit Ja = al = a fiir
allea € R

— Schiefkérper, wenn (R \ {0}, -) eine Gruppe ist
— Kdrper, wenn (R \ {0}, ) eine abelsche Gruppe ist
e Die Teilmenge T des Ringes R heift ein Teilring (Teilkorper) von R,

wenn 7" mit den Einschréankungen der auf R erklarten Verkniipfungen
+, - ein Ring (Korper) ist.

Es ergeben sich folgende Mo6glichkeiten:
— Teilring eines Ringes, z.B. 27Z von Z (schreibe 2Z < 7Z)
— Teilring eines Korpers, z.B. Z von Q

— Teilkérper eines Ringes, z.B. R von R x R oder R von R]z]
— Teilkorper eines Korpers, z.B. Q von R (schreibe Q < R)

LEMMA: Sei R ein Ring, T' C R. T ist ein Teilring von R genau dann, wenn
1. T # () und
2.a,beT=a—-beT,a-beT




1.1.2 Nullteiler, Integritatsbereiche

DEFINITIONEN:

e Ein Element a € R mit a # 0 heifst Nullteiler, wenn es ein b € R\ {0}
gibt, so dafs a - b = 0 ist.

Ist R ein Teilring des Korpers K und a € R mit a # 0, so folgt aus
a-b=0wegen a~' € K, dak 0 = a~'(ab) = b. Insbesondere hat R keine
Nullteiler.

e Ein kommutativer Ring ohne Nullteiler heifst Integritdtsbereich.

‘ LEMMA: Jeder Teilring eines Korpers ist ein Integritatsbereich. ‘

1.1.3 Quotientenkorper

DEFINITION: Sei R ein Integritatsbereich ungleich Null. Der Koérper @ ist
ein Quotientenkdrper von R, wenn gilt:

1. R ist ein Teilring von )
2. Zu jedem a € @ existieren r,s € R mit a =7 - s~ (mit s7! € Q)
BEISPIELE:

e Q ist Quotientenkorper von Z und auch von 27, R ist kein Quotienten-
korper

e Sei K Korper, dann ist K (z) (Korper der rationalen Funktionen) Quo-
tientenkorper von K|[z]

’SATZ: Jeder Integritdatsbereich R # 0 besitzt einen Quotientenkorper. ‘

’KOROLLAR: Die Integritéatsbereiche sind genau die Teilringe von Kérpern.‘

BEWEIS: Sei M :={(r,s)| r,s € Rmit s # 0} = R x (R \ {0}). Definiere

nun (71, 81) ~ (rg, S3) < 1189 = rasy.
1. Behauptung: ~ ist eine Aquivalenzrelation. Beweis:

o Reflexivitét: Aus rs = rs folgt (r,s) ~ (1, s).

e Symmetrie: Aus (ry,s1) ~ (r2,ss) folgt 1185 = res; und damit
(7‘2,32) ~ (7"1,31)~



e Transitivitdt: Sei (r1,s1) ~ (72, s2) und (rq, s2) ~ (rs, s3), dann
gilt 7189 = 1981 und 1983 = r38.. Es folgt:
komm.
18283 = 28183 = T25381 = I'3525]

Damit gilt:

Ring
O — 7189283 — TI'3S281 = (7’183 — 7“381)82
Da sy # 0 ist folgt mit der Nullteilerfreiheit:
ris3 — 1351 = 0= (11, 81) ~ (73, 83)
Die Aquivalenzklasse zu (r, s) sei mit = bezeichnet, sei K die Menge der
Aquivalenzklassen. Definiere nun
(&1 9 T1S2 + 198 T T2 r17ro
—Pp—=——" und —o—:=—=
S1 52 5182 S1 82 5182
2. Behauptung: (K, ®, o) ist ein Korper. Beweis:

(a) Die Definitionen sind unabhéngig von den gewéhlten Reprisentan-
ten: Sei (11, 81) ~ (ug,v1) und (79, s2) ~ (uz,v2), d.h. riv; = sjuy
und r9v9 = Sous. Dann gilt:

(1189 +T251)V1ve = T18U1Us + T2S101V2
= S1U1S2V2 + SoU2S1Vq
8182(U1U2 + Ug’Ul)
= (1182 + 1281, 8182) ~ (u1vg + ugvy, v10s)
= @ wohldefiniert
und rrovive = S1U1SoUs

:>(7’17”2,3152) ~ (U1U2>’01U2)

= o wohldefiniert
(b) Distributivgesetz:
I8 T9 T3 7189 + 1981 T3
j— @ i o — — - = 0o —
S1 S9 S3 5152 53

18273 + 1285173

515253
r o rs ry T3 rirs rar3
— 0 — EB — 0 — - -
51 83 S 83 5153 5253
71738283 + I'2T'351S3

51535253
83(’/’1827“3 + 7’281T2)

53(518253)




(c) (K,®) ist abelsche Gruppe: Da R # 0, existiert a € R mit a # 0.
Dieses sei fest gewahlt. Dann ist g das Nullelement:

r 0 m+307

T
S a S S

Invers gegeniiber & zu % ist =*:
r —r rs—rs 0 0
95 T T2 T e
(d) (K \ {0}, 0) ist eine Gruppe: Einselement:
r oa ra T

— 00— = — = —

S a Sa S

ISHIS]

Inverses zu = ist ¢ (wobei ja = # 2):
S T S a

r s rs

— 00— = — = —
s T ST a
ra

3. Behauptung: Die Abbildung o : R — K mit r — % ist ein Monomor-
phismus. Somit ist R := {r° | r € R} ist zu R isomorpher Teilring
von K. Beweis:

(a) Injektivitit:
ra  sa 1it.f.
7"":3":>—:—=>ra2:sa2=>(r—s)a2:0m:>f r=s
a a

(b) Homomorphieeigenschaften beziiglich @:

o o Ta_sa ra*+sa®> (r+s)aoca (r+s)a i
a a a aoa a

(c) Homomorphieeigenschaften beziiglich o:
2
ra sa  rsa rsa
708" =—o0—=—=— =(rs)7
a a a a

4. Behauptung: © € K = = =170 (s7)"" Beweis:
ra a raa 1
TUO(SU)—IZ_O_:_:_
a sa asa s

5. Behauptung: R ist ein Teilring von Q). Beweis: Wende (1.1.4) an auf
0c: R — K = S. Dann existiert ein Ring 7" und ein Isomorphismus
7:85 — T mit r°7 = r fiir alle r € R. Dann ist T ein Kérper und R ein
Teilring von T'.

6. Behauptung: Zu jedem a € @ existieren r,s € R mit a = r - s~ ! (mit

st € Q). Beweis: Zu jedem x € T existiert L € K mit

T = <f) (i_) (,',,0' o (80)—1)7 — o7, (SUT)—l —r. 8_1
S



1.1.4 Einbettungssatz

SATZ: Sei o ein Monomorphismus des Ringes R in den Ring S. Dann existiert
ein Ring 7" und ein Isomorphismus 7 : S — 7" mit folgenden Eigenschaften:

1. R ist ein Teilring von 7" und

2. r°T =rfiraller € R

HILFSSATZ:
Satz: Zu jeder Menge M existiert eine disjunkte gleichméchtige Menge.

Beweis: Sei N = P(M) die Potenzmenge von M und fiir jedes n € N sei
(M,n) :={(m,n) | m € M}. Offenbar sind alle (M,n) zu M gleichméchtig,
denn ¢ : M — (M, n) mit m — (m,n) ist bijektiv. Existiert nun n € N mit
M N (M,n) =10, so ist die Behauptung bewiesen.

Angenommen, es existiert kein solches n, d.h. M N (M, n) #  fir alle n € N.
Definiere dann die Abbildung

{m} falls m¢ (M,n)¥VneN

@:M—>Nm1tm»—>{ n falls me (M,n)fireinn e N

Dabei ist der zweite Fall (m¥ = n) wohldefiniert, da fiir ny # ng aus N
offenbar (M, n1) N (M, ng) = 0 ist, also m in genau einem (M, n) liegt. Fiir
jedes n € N existiert nach Annahme ein m € M N (M, n) mit m¥ = n. Also
ist ¢ surjektiv. Dies ist ein Widerspruch, da keine surjektive Abbildung von
einer Menge in ihre Potenzmenge existiert?.

BEWEIS: Nach Hilfssatz existiert eine zu R U S gleichméchtige disjunkte
Menge. Insbesondere existiert eine Menge U disjunkt zu R U S und eine
Bijektion ¢ : S\ R — U. Sei nun T'= RUU und
_ x¥  falls xe€ S\ R’
T.S—>Tm1t:c»—>{ 2o falls x € R
Dann ist 7 bijektiv. Fiir a,b € S sei a” ®b™ := (a+b)" und a”" o b” = (a - b)".
Dann ist (7', ®, o) ein Ring und offenbar 7 ein Isomorphismus. Fiir r € R ist
7 = (r°)°"" = r. Da 7 ein Isomorphismus ist, ist (R’)" ein Teilring von 7.

1.1.5 Eindeutigkeit des Quotientenkorpers

SATZ: Seien R und R, Integritéitsbereiche ungleich Null und sei o : Ry — Rs
ein Isomorphismus. Sind (); und Q)3 Quotientenkorper von Ry bzw. Rs, so
existiert ein Isomorphismus & : @ — (o mit r° = r° fiir alle r € R;.

Zsiche Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001/2002, 1.3.4



BEWEIS: Jedes x € Q; 1dkt sich schreiben als x = £ mit r, s € R;. Definiere:

g

6:@1—>Q2mitib—>r—(r,seRi,s#O)
S 59

Dann ist & wohldefiniert (,=“) und injektiv (,,<"), da fir r;, s; € R; gilt:

(o o
o _Tr

8] T2 isom. o o o .o
— = = & 1S9 =1es) <= 1755 = (1182)0 = (r381)0 = ris] & i
1 2

51 59

Da )2 Quotientenkorper von R, ist, ist ¢ surjektiv.

o o
71 T2 T1S2 + 251
— 4 = — s s -
51 52 5182
(7’182 + 7"281)0

(5152)°
g .0 o .0 g (o
TiS; +7Tes 1 L2

O -0 (o} o
5152 81 ED)

Zudem stimmt ¢ mit o iiberein®: sei @ € R\ {0}. Fiir r € R ist dann

> ra\° ra)’ r°a’
ra:< > _ (ra)” _ _ o
a’ a’

a

KOROLLAR: Fiir Ry = Ry = R und o = id erhalten wir: Je zwei Quoti-
entenkorper des Integritdatsbereiches R # 0 sind tiber R isomorph, d.h. es
existiert ein Isomorphismus o zwischen ihnen mit r” = r fiir alle r € R.

1.1.6 Quotientenkorper als Teilkorper

SATZ: Ist R # 0 Teilring eines Korpers K, so enthélt K einen Quotienten-
kérper von R als Teilkorper.

BEWEIS: Definiere folgende Menge:

Q::{E‘T,SER,S%O}QK

Wir zeigen zunéchst: @ < K.
e Null: Offensichtlich ist 0 € Q)

e Eins: 2=1€Q

3Diese Vorlesung hat Mike Aizatulin geTEXt, vielen Dank!
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T T T182—T2S8
o L _ T2 _ ms2-rasi ¢ ()
S1 S92 S182

° g #0= f €qQ
Zu zeigen bleibt nach (1.1.3): R ist ein Teilring von Q. Es gilt R C @, da zu
r € Rimmer r = € Q ist, d.h. R ist Teilring von Q.
1.1.7 Ideale, Faktorringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins (vieles geht auch ohne Eins).

DEFINITION: Eine Teilmenge I C R heisst Ideal (in Zeichen I < R), wenn
gilt:

e (I,+) ist eine Untergruppe von (R, +) (d.h. I #0;a,b € I = a—be )

eaclreR=are€l,dh IR C I (bei einem Ring mit Eins auch
IR=1)

BEMERKUNGEN:?

1. Ideale sind spezielle Teilringe, aber z.B. Z ist nur Teilring und kein Ideal

von Q.

2. Beispiele von Idealen sind 0, R, fir a € R ist Ra = {ra | r € R} das
kleinste Ideal, das a enthélt. Das ist aber falsch, falls der Ring keine
Eins hat, z.B. R = 2Z,a = 2, Ra = 4Z damit a ¢ Ra

3. In Z haben alle Ideale die Gestalt nZ = {nz | z € Z} fiir ein n € Ny.

4. Sind I, J1deale,soauch I+ J={a+blac€l,be J}

SATZ: Sei I ein Ideal von R. Dann ist die Menge R/I = {r+1 | r € R} der
Restklassen von (R, +) nach (I, +) zusammen mit den Verkiipfungen

(r+1)® (s+1):=(r+s)+1
und (r+1)o (s+1) :=rs+1

ein Ring mit Eins (wobei 1 = 1+1), der Faktorring von R nach I. Zudem ist
folgende Abbildung o ein Epimorphismus von R nach R/I mit ist Kern o = I:

0:R— R/Imit g:r+— r+1

Die Abbildung ¢ heisst der natiirliche Homomorphismus von R auf R/I.°

4siche Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001/2002, 6
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1.1.8 Homomorphiesatz

Seien R, S kommutative Ringe mit Eins, o : R — S ein Homomorphismus.°

BEMERKUNGEN:”
e Aus I < R folgt I 9 R° (nicht unbedingt 77 < 5)

e Aus J < S (oder J S R) folgt o™ (J)={x e R| 2° € J} <R.

e Insbesondere ist Kerno={r € R| 2 =0} =0 '(0) < R

SATZ: Sei I = Kerno. Dann ist ¢ = po 7, wobei ¢ der natiirliche Homomor-
phismus von R auf R/I ist und folgende Abbildung ein Monomorphismus
ist (d.h. 7 ist injektiv):

7:R/I — Smitr+1— 1?7

Insbesondere ist R « R/1.
BEWEIS: Da r? = (r+1)7 fiir r € R, ist offenbar ¢ = p o 7, falls 7 eine
Abbildung ist. Fiir r, s € R gilt

rf=s" & 0=1r"—s" "L (r—5)°

K Kl.
gr—sEKerna:I@) r4+1 =s+1

Von rechts nach links gelesen: T ist wohldefiniert. Von links nach rechts: Ist
(r+1)" = (s+1)7, d.h. 77 = 57, so folgt r+1 = s+1, d.h. 7 ist injektiv.

Ferner gilt fiir die Addition (und analog mit Multiplikation):
((r+D) + (s+D)" = ((r+s) + )" = (r+5)7 =17 + 57 = (r+1)" + (s+1)

Somit ist 7 ein Monomorphismus. Als Abbildung von R/I — R’ betrachtet
ist 7 ein Isomorphismus.

7ZUsATZ: Die Ideale von R’ sind genau die H° mit [ C H < R, wobei
I=Kemo. Ist M:={H| ICH<R}und N :={J| J <R}, soist

g: M — N mit H— H°

eine Bijektion mit
H, C H, <= HY C HJ (%)

6d.h. (a+b)7 = a° + b und (ab)® = a’b? fiir alle a,b € R
siche Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001,/2002, 7
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BEWEIS: Die Eigenschaft (%) ist trivial. Nach obiger Bemerkung ist & wohl-
definiert, wir definieren die Umkehrabbildung

o N — Mmit J — o '(J)
Offenbar ist dann I = o~1(0) C o7 '(J).
Wir zeigen: 0* o ¢ = idyy und 6 o 0* = idy (also & bijektiv):
1. Ist J € N, d.h J < R?, so gilt
T = (0 () ={t" | tea ()} =
(da J C R)
2. Ist Je M, dh. I C H<R, so gilt
H°* =0 '(H°) 2> H
Sei x € 07 '(H?), dann

dh € H mit h? = a°
=0=12—h? = (z—h)’
=r—heKemo=ICHundz=(x—h)+heH
=0 '(H)=H

KOROLLAR: Sei I < R. Die Ideale von R/I sind genau die Ideale H/I =
(h+l|heHYmit [CH<R

BEWEIS: Wende Zusatz an auf o - den natiirlichen Homomorphismus und
beachte, dass H? = {h®| he H} ={h+1 | he H} = H/I

1.1.9 Primideale

Sei R ein kommutativer Ring (mit Eins) und sei / < R.

DEFINITION: [ ist ein Primideal, wenn fiir alle a,b € R gilt: ab € [ = a €
I oder b € I. In jedem Fall ist R ein Primideal.

BEISPIEL: R = Z. Fiir n € Ny gilt: nZ ist Primideal genau dann, wenn n
eine Primzahl oder 1 oder 0 ist.

BEWEIS:

,=" Sei n > 1. Wére n echt zerlegbar, n = nins mit n; < n,n; € N, so ware
ning € nZ, aber ny ¢ nZ und ny ¢ nZ . Also ist n Primzahl.
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,<=" Sein € Pund ab € nZ, d.h. ab = nm mit m € Z, dann folgt

n|abgm>n|a\/n|b:>a€nZ\/b€nZ

SATZ: R/I ist ein Integrititsbereich genau dann, wenn / Primideal ist.

BEWEIS:
»,=" Sei R/I Integrititsbereich, seien a,b € R und ab € I. Dann gilt im R/I:

nullt

O=ab+1=(a+I)(b+]) = a+I=0V b+1=0
Daraus folgt, dafs a € I oder b € I gilt.
»<=" Sei I Primideal. Seien a+1,b+1 € R/I mit 0 = (a+1)(b+1) = ab+1.
Dann ist also ab € I, damit a € I oder b € I, also a+1 = 0 oder b+1 =0
1.1.10 maximale Ideale

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und sei I < R.

DEFINITION: [ ist ein mazimales Ideal, wenn [ # Rund I C H < R =
(H=1)V(H=R).

SATZ: R/I ist ein Korper genau dann, wenn / ein maximales Ideal in R ist.

HILFSSATZ:

Satz: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. R ist Kérper genau dann, wenn
R genau zwei Ideale hat (0, R).

Beweis:

»=° R #0,d.h. 0 und R sind bereits zwei Ideale. Sei also 0 # I < R, dann
existier a € I mit a # 0. Fiir beliebiges 7 € R ist dann r = (ra=1)a € I,
also ist I = R.

»<=* R +# 0, und 0, R sind die einzigen Ideale. Zu zeigen: Inverses Element.
Sei 0 # a € R. Dann ist a € Ra < R, also ist Ra = R. Damit existiert
b € R mit ba = 1, also hat a ein Inverses, d.h. R ist Korper.

BEWEIS: R/I ist nach Hilfssatz genau dann ein Kérper, wenn R/I genau
zwei Ideale hat. Nach Korollar (1.1.8) ist dies dquivalent dazu, daf I und R
die einzigen Ideale oberhalb I und I # R ist. Damit ist I maximales Ideal.

’KOROLLAR: Wenn [ ein maximales Ideal ist, ist / Primideal. ‘

BEWEIS: mit (1.1.9) und (1.1.10), die Umkehrung gilt nicht immer (aber
oft!).
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1.1.11 Primkorper

DEFINITION: Ein Korper, der keinen echten Teilkorper besitzt, heifst Prim-
korper

BEISPIELE:

1. Q ist ein Primkorper. Beweis: Sei T' < Q, also T' # 0, damit existiert
t e T\ {0}, alsoist 1 =% € T. Damit ist auch n-1 € T (also NC T),
ebenso die inversen —n € T' (also Z C T'), dann sind jedoch auch alle
L ¢ T (mit m # 0, also Q C T'), damit ist 7' = Q.

2. Zp = Z/pZ = GF(p) mit p Primzahl ist ein Primkoérper. Beweis: Sei
T <Z/pZ, also T # 0, damit existiert ¢t € T'\ {0}, also ist 1 + pZ € T.
Damit ist auch n- (14 pZ) € T, also T' = Z/pZ

LEMMA: Jeder Kérper K enthélt genau einen Primkorper P = (), <x T als
Teilkorper.

BEwWEIS: Offenbar ist P < K. Ist S < P, so ist S < K. Dann ist
P = ngK T < S, alsoist P=S. Also ist P Primkorper. Ware () < K ein
weiterer Primkérper, dann ist P =\, T < Q, also P = Q.

SATZ: Jeder Primkorper ist entweder zu Q oder zu einem GF(p) = Z/pZ
mit p € P isomorph.

BEWEIS: Sei K ein Primkérper, 1 € K und sei® 0 : Z — K mit o : n v+ n-1.
Offenbar gilt:

m+m)?=m+m)-1 = n-14+m-1=n"+m’
und (n-m)’=(n-m)-1> = (n-1)-(m-1)=n"-m°
Damit ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Somit ist R := Z ein Teilring des
Korpers K und R # 0, da 1 € R. Mit (1.1.2) ist R ein Integritdtsbereich.
Nach Homomorphiesatz (1.1.8) ist R = Z° ~ Z/ Kerno. Nach (1.1.9) Kern o

ein Primideal, nach Beispiel in (1.1.9) ist also Kern o = pZ fiir ein p € P oder
Kerno = 0.

1. Fall: Kerno = pZ mit p € P. Dann ist R ~ Z/pZ = GF(p), also
Teilkorper von K. Da K ein Primkorper ist, folgt: R = K.

2. Fall: Kerno = 0. Dann ist R ~ Z/ Kerno = Z. Nach (1.1.6) enthdlt K
einen Quotientenkorper @) von R als Teilkérper. Nach Satz (1.1.5) ist @
isomorph zum Quotientenkorper von Z, also @) >~ Q. Da K Primkorper
ist, ist K =Q ~ Q.

8siche Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001,/2002, 1.5.3 und 1.6.1
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1.1.12 Die Charakteristik eines Korpers
Sei K ein Korper, sei P der in K enthaltene Primkorper.

DEFINITION: Die Charakteristik eines Korpers sei definiert als

p falls P~7Z/pZ

CharK::{ 0 falls P~Q

BEMERKUNG:
1. Die alte Definition® besagt dasselbe:

Ofallsn-1#40VneZz

charK::{ min{n € N| n-1=0} sonst

2. K < L = char K = char L, Beweis: P ist auch Primkorper von L.

1.2 Teilbarkeitstheorie in Ringen

Teilbarkeit in Z: Es gilt a | b < 3 ¢ € Z mit ac = b < aZ 2 bZ; jede Zahl
n € Z\{0,1} hat vier ,triviale* Teiler £n und +1; eine Primzahl hat nur diese
vier Teiler, jede Zahl hat eine eindeutige Primfaktorzerlegung n = ep{* - - - p&

mit € = £1, p; € P und o; € Ny eindeutig bestimmt.

Frage: Geht das in beliebigen Ringen? Antwort: Natriirlich nicht, man

braucht verniinftige Eigenschaften von R:

¢ Kommutativitit, falls nicht: Beispielsweise

(o0) (o) =(a0)

¢ Ring mit Eins, falls nicht: Bei R = 2Z ist die eindeutige Primfaktor-

zerlegung nicht moglich: 12 = (-2) - (—6) =2-6

e Nullteilerfreiheit, falls nicht: keine eindeutige Primfaktorzerlegung,

beispielsweise in Z/67Z gilt:

(3+ 6Z)(2 + 6Z) = 6 + 6Z = 0 aber (3 + 67Z) - (3 + 6Z) = (3 + 67)

9siehe Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001,/2002, 1.6.3
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1.2.1 Teiler, Assoziierte, Einheiten
Sei R ein Integritatsbereich mit Eins und a,b € R\ {0}.
DEFINITIONEN:

1. Teiler: a | b <= Jce Rmitac=b 2 Ra D Rb

s.oben

2. assoziiert: a ~ b <= (a | b) A (b | a) <= Ra = Rb (wobei ~ eine
Aquivalenzrelation ist)

3. a Einheit <= Jd € Rmitad =1<=a|1l

SATZ:
1. Die Einheiten von R bilden eine Gruppe (E(R), ).
2. a ist Einheit genau dann, wenn Ra = R.
3. a~bund ac=b= c € E(R)

4. a~b< Je€ E(R)mitae=b<« J¢€ € E(R) mit a = be/

BEWEIS:

1. Seien e,¢’ € E(R). Dann existieren f, f' mit ef = 1 = ¢/f’. Dann ist
ee’ff'=1-1=1, also ist e¢’ eine Einheit. Damit ist 1 € E(R), das
inverse Element ist vorhanden (ef = 1 = f = e~! Gruppe).

2., =2“a€ E(R)= I fmitaf =1.Firre Ristr=r-1=r-a-f € Ra,
damit ist R C Ra.

s Ra=R= 3be€ Rmitba =1=a€ E(R)

3. Sei a ~ b. Dann existiert ¢ € R mit ac = b und es existiert d € R mit
bd = a. Daraus folgt: a = bd = acd = a(l —cd) =0=1—-cd=0=
cd =1

4. =" siche (3)

,<="* Sei also e € F(R) mit ae = b (also a | b). Es existiert ¢’ mit ee’ = 1,
daraus folgt a =a-1=a-e-e =be', damit ist b | a, also a ~ b

BEISPIELE:
1. R=Z:esist E(Z)={1,—1} und es gilt a ~ b < b = +a.
2. K Korper: a | b gilt immer, da b = a(a™'b), damit ist F(K) = K \ {0}
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3. K[z] = R mit K Korper: Einheiten sind Polynome vom Grad 0, also
E(K]z]) = K\ {0}, Beweis: Aus f - g =1 folgt, da grad f + grad g =
grad 1 = 0, also ist grad f = 0, damit f € K \ {0}

1.2.2 Primelemente und unzerlegbare Elemente

Sei R Integritétsbereich mit Eins.
DEFINITION: Sei p € R mit p ¢ E(R)U{0}.

1. p heifst Primelement von R, wenn fiir alle a,b € R gilt:
plab=(p[a)V(p|b)

2. p heilt unzerlegbar'®, wenn fiir alle a,b € R gilt:
p=ab= (a € E(R))V (b€ E(R))
Die Menge der unzerlegbaren Elemente heifst U(R).

3. p heifst zerlegbar genau dann, wenn p nicht unzerlegbar heifst. Die Menge
der zerlegbaren Elemente heifit Z(R).

BEMERKUNG:
R={0}wE(R)WU(R)W Z(R)

SATZ: Seip € R\ (E(R) U {0}). Dann gilt:

1. p Primelement = p unzerlegbar
2. p Primelement < Rp Primideal

3. p unzerlegbar < Es existiert kein Element a € R mit Rp C Ra C R

BEWEIS:

1. Sei p Primelement und a,b € R mit p = ab = p- 1. Also ist p | ab, damit
gilt nach Definition p | a oder p | b. Ist p | a, so existiert ¢ € R mit
p-c=a,alsop=a-b=p-c-b. Damit folgt 1 = cb, damit ist b € E(R).
Ist p | b, so folgt a € E(R).

2. p | x genau dann, wenn = € Rp. Mit ab € Rp folgt a € Rp oder b € Rp.

10zum Teil als irreduzibel bezeichnet
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3.,= Seia € R mit Rp C Ra C R. Dann existiert b € R mit p = ab.
Daraus folgt a € E(R) (hier folgt Ra = R nach (1.2.1) 2.) oder
b € E(R) (hier folgt p ~ a und Rp = Ra nach (1.2.1) 4.).
,<"* Seien a,b € R mit p = ab. Dann folgt Rp C Ra. Dann folgt
Ra = R oder Ra = Rp. Damit ist entweder a € F(R) (mit (1.2.1)
2.) oder a ~ p und damit b € E(R) (mit (1.2.1) 3.). Damit ist p
unzerlegbar.

1.2.3 Hauptidealringe

DEFINITION: Ein Integritdtsbereich mit Eins, in dem jedes Ideal Hauptideal
ist, heift Hauptidealring (HIR).M

SATZ: Sei R ein Hauptidealring und p € Rund I < R mit 0 < [ < R. Dann
gilt:

1. p unzerlegbar < p Primelement

2. I Primideal & I maximales Ideal

BEWEIS:
1. Sei p ¢ E(R) U {0}.

=% Satz (1.2.2) 1.

,<"* Sei p unzerlegbar. Nach (1.2.2) 3. ist im Hauptidealring Rp ma-
ximales Ideal, also mit (1.1.10) ist Rp Primideal, damit ist p
Primelement mit (1.2.2) 2.

2. Sei I = Rp mit p € R. Wegen'? 0 < I < Rist p ¢ F(R)U{0} (1.2.1).
Rp Primideal ist nach (1.2.2) 2. d4quivalent zu p Primelement, wie eben
gezeigt ist p unzerlegbar, mit (1.2.2) 3. folgt I = Rp maximales Ideal.

KOROLLAR: Sei K ein Korper. Dann sind fiir jedes Ideal I von K[z]| mit
0 < I < K[z] die folgenden Aussagen dquivalent:

1. [ ist Primideal (d.h. K|z]/I ist Integritdtsbereich)
2. I ist maximales Ideal (d.h. K[x]/I ist Korper)

3. Es existiert ein irreduzibles Polynom f € K[x] mit [ = Klz|f

11 Aus dem Satz folgt, da im Hauptidealring alles bestens ist!“
12anderer Prof guckt kurz rein, einziger Kommentar: ,,Stimmt das?!”
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BEWEIS: (1 < 2) ist Satz (1.2.3) 2., (2 & 3.) ist Satz (1.2.2) 33,

1.2.4 Euklidische Ringe

DEFINITION: Ein Integritiatsbereich R ist ein euklidischer Ring, wenn es eine
Abbildung g : R\ {0} — Ny gibt mit der folgenden Eigenschaft:

(x) Zu je zwei Elementen a,b € R mit a # 0 existieren Elemente ¢,r € R
mit b = ga + r wobei r = 0 oder g(r) < g(a)

BEISPIEL: R =Z mit g(a) = |a|; R = K[z] mit g = grad'

’SATZ: Jeder euklidische Ring # 0 ist ein Hauptidealring. ‘

BEWEIS: Sei R ein euklidischer Ring mit ,Gradfunktion“ g : R\ {0} —
No. Sei 0 # I < R. Dann existiert @ € [ mit a # 0 und somit ist
{g(z) | z € T\ {0}} # 0. Dann existiert ein kleinstes Element dieser Menge,
d.h. es existiert ag € I mit g(ap) minimal.

Behauptung: I = Rag = {rag | r € R}. Beweis: Da I < R, ist Rag C I. Sei
b € I Nach (%) existieren Elemente ¢, € R mit b = gag + r, wobei r = 0
oder g(r) < g(ap). Dar =b—qap € I, ist g(r) < g(ap) nach Wahl von ay
unmoglich, also r = 0. Somit ist b = qag € Rayp.

Wende dies an auf I = R, damit existiert « € R mit R = Ra, also existiert
e € R mit a = ea.

Behauptung: e ist Eins. Beweis: Sei x € R = Ra. Dann existiert b € R mit
x = ba, damit ist ex = eba = ba = x

Somit ist I = Rag das von ag erzeugte Hauptideal.

1.2.5 Der Gaufische Ring und Teilringe von C

Sei 0 # n € Z, so dak n kein Quadrat in Z ist, und sei s € C mit s? = n.
Offenbar:

1. n > 0, dann folgt s = £4/n (wobei y/n die positive reelle Wurzel ist)
2. n <0, dann folgt s = £(i - y/—n) (mit i? = —1)

DEFINITIONEN:

13siehe Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001,/2002, 6.5
siehe Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001/2002, 6.2

17



1. Sei R, :=={a+bs| abeZ} CC.

Behauptung: R, ist ein Z enthaltender Teilring von C, also ein In-
tegrititsbereich mit Eins. Beweis: Z C R,, es folgt R, # 0. Es gilt
(a+bs)—(c+ds) = (a—c)+ (b—d)s € Ry, zudem ist (a+bs)(c+ds) =
ac + bds? + (ad + be)s = ac + nbd + (ad + bc)s € R,,.

Behauptung: Fiir fest gewiihltes s mit s> = n ist die Darstellung der
Elemente a 4+ bs € R, eindeutig. Beweis: Aus a + bs = ¢ + ds folgt:
(b—d)s = c— a. Entweder b — d = 0 = ¢ — a (Darstellung eindeutig)
oder s = =5 € Q (Widerspruch).

2. Sei Ry ={a+0bi| a,b € Z} der Gaufische Ring.

3. Definiere die Norm N : R, — Z, N(a + bs) = (a + bs)(a — bs) =
a? — b*s? = a* — nb* € Z.

Behauptung: N(xy) = N(x)N(y) Beweis: x = a + bs,y = ¢+ ds, es
folgt

N(z)N(y) (a+ bs)(a —bs)(c+ ds)(c — ds)
((ac + s%bd) + (ad + be)s)((ac + s2bd) — (ad + be)s)

N(zy)

Damit ist N multiplikativ.

Behauptung: Aus x | y in R,, folgt: Es existiert z € R, mit zz = y und
damit N(z)N(z) = N(y), also N(z) | N(y) in Z.

Bemerkung: e € E(R,,) ist dquivalent zu N(e) = £1.

Behauptung: E(R_1) = {1,—1,i,—i} und E(R_,,) = {1,—1} fir 1 <
m € N. Beweis: Fiir n = —m, m € N ist N(a + bs) = a* + mb* > 0;
a+ bs € E(R,,) folgt a®> +mb? | 1, also a® + mb? = 1, dann folgt

(a) at1,b=0firm >1
(b) a==+1,b=0o0der a =0,b==+1firm=1

4. Q,:={a+bs| a,b € Q} ist der in C enthaltene Quotientenkérper von
R,, mit

N :Q, — Qmit a+bs+— (a+bs)(a—bs)=a®>—nb*>cQ

Beweis: sieche Aussagen iiber N weiter oben, zudem: z = a + bs # 0 =
N(x) = (a+bs)(a—bs) = a* —nb* # 0, damit folgt das Inverse Element:

1=+ (35~ x7)
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SATZ: Fiir n = —1,—-2,2,3 ist R, ein euklidischer Ring, also ein Haupt-
idealring. Insbesondere ist der Gaufssche Ring ein euklidischer Ring.

BEWEIS: Sei g(z) := |N(x)| fir 0 # « € R,,. Zu zeigen:

(x) Zu je zwei Elementen u,v € R,, mit v # 0 existieren Elemente ¢, € R
mit u = qu + r wobei r = 0 oder ¢(r) < g(v)

In Q, existiert v=! und somit uv=! € @Q,, d.h. es existieren a,b € Q mit

uvt = a+bs. Daa,b € Q existieren z,y € Z mit [a — 2| < 5 und |b — y| < 3.
Sei g:=x+ys € R,.

Sei 7 :=u — qu, dann ist u = qv — r und r = 0 oder es gilt g(r) < g(v) wegen:

€Rp
glu—qv) = glw v —qu) = g((ww™" = q)v) = [N((w™" — q) - v)|
LN~ g)| IN@)| = IN(a—2) + (b—1)s] - g()
= |la—2) —nb-y)* g(v) < E - n% -g(v) < g(v)

BEMERKUNG: R_3 ist kein Hauptidealring BEWEIS: Die Zahl 2 ist unzer-
legbar, aber kein Primelement in R_5 (1.2.3)

Unzerlegbarkeit: Angenommen, 2 = zy mit z,y € R_3. Dann folgt 4 =
N(2) = N(x) - N(y) und aus = = a + bs folgt N(z) = a®> + 3b* # 2. O.B.d.A
folgt N(z) =1 und N(y) = 4. Dann ist = € E(R,,), also ist 2 unzerlegbar.
Kein Primelement: (1+s)(1—s) = 1—s? =4 = 2-2, damit gilt 2 | (1+5)(1—s),
aber 2 1 (1£s) (denn 2(a + bs) = 2a + 2bs # 1 £ s).

1.2.6 Die Primelemente im Gauftschen Ring
Sei R:={a+bi| abeZ}.
HILFSSATZ:

Behauptung: Ist g ein Primelement in R, so existiert eine Primzahl p in Z
mit ¢ | p in R. Beweis: Sei ¢ = a + bi. Dann ist Z > a? + b*> = N(q) =
(a 4 ib)(a — ib), wobei N(q) # 0,£1. Somit existieren Primzahlen py, ..., p,
in Z mit py - ... - p = a® + b> = g(a — bi). Da g Primelement ist, existiert i
mit ¢ | p; in R.
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LEMMA: Ist p eine Primzahl in Z, so gilt entweder
1. pist ein Primelement in R oder
2. p=a*+® = (a+bi)(a— bi) mit a & bi Primelemente in R.

Ist ¢ Primelement in R mit ¢ | p, so ist im Fall (1) ¢ ~ p, im Fall (2) ist
q~ a=xbi.

BEWEIS: Sei p kein Primelement in R. Dann existieren z,y € R mit p = zy
und z,y ¢ E(R). Dann ist p> = N(p) = N(z)N(y) und N(x) # 1 # N(y).
Dann ist N(z) = p = N(y). Mit x = a+bi ist dann also p = N(z) = a®>+0* =
(a + ib)(a —ib). Ist x = uv, dann ist p = N(z) = N(u) - N(v). Dann folgt
N(u) =1 oder N(v) =1, d.h. u € E(R) oder v € E(R).

Ist p Primelement und ¢ | p, dann folgt ¢ - ¢ = p mit ¢ € E(R), also g ~ p.
Im Fall (2) ist ¢ | p = (a + ib)(a — ib), also ¢ | a £ ib, dann ist ¢ ~ a % ib.

Fallunterscheidung:
l.p=2=d*+0"=a=+1,b==41,also 2 = (1+14)(1 —1).

2. p = 3(mod 4) kann wegen a? + b* # 3(mod 4) nicht Fall (2) sein, dann
ist p Primelement in R.

p = 1(mod 4): Bei [[,cx- k heben sich k und k™' auf, es sei denn,
k=k"'=k*=1, also k = £1:

jeder endlicher Korper: H kE=—1

be K*

Angewandt auf K = 7Z/pZ mit n = n + pZ fiir n € Z:

p=1)-(p—2)- .- (p— "=
_ (_1)1);1'<1'2'.--'§)2=m2mitm:: (2%1>!

Dann ist 0 = m? +i = m2+1, dh. m* +1 € pZ, dh. p | m? +
1 =(m+i)(m—1). Alsop t+ m=*i (denn p- (a + bi) = pa + pbi),
damit ist p kein Primelement, also existieren nach Lemma a,b € Z mit
p=a®>+b*= (a+bi)(a—bi).
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SATZ: Die Primelemente von R sind genau
1. 142
2. die Primzahlen mit p = 3(mod 4)

3. alle a & bi, wobei a,b € N mit a < b und a® + b*> = p eine Primzahl in
Z mit p = 1(mod 4) ist,

und alle Produkte dieser Elemente mit Einheiten {£1, +i}.

KOROLLAR (Fermat): Ist p eine Primzahl in Z mit p = 1(mod 4), so
existieren (eindeutig) a + b € N mit p = a? + b2

Eindeutigkeit: p? = a® + b? = (a + ib)(a — ib) = 2 +V* = (c +id)(c — id) =
c+id~a+tib= {c,d} ={a,b}.

1.2.7 ZPE-Ringe

Sei weiterhin R ein Integritdtsbereich mit Eins.

SATZ: Folgende Eigenschaften sind dquivalent!®:

1. Jedes a € R\ (F(R)U{0}) ist ein Produkt von Primelementen.

2. (a) Jedesa € R\(E(R)U{0}) ist ein Produkt unzerlegbarer Elemente.
(b) Sind ¢, ..., ¢s und ¢, ..., ¢; unzerlegbare Elemente in R mit ¢ -
vt Qs =4} ...~ q, s0 gilt s =t und bei geeigneter Numerierung

ist ¢ ~q firi=1,..,s.

LEMMA: Sowohl (1) als auch (2) impliziert: Aus ¢ unzerlegbar folgt ¢
Primelement.

BEWEIS des Lemmas: Sei ¢ € R unzerlegbar. Fallunterscheidung:

1. Es gelte (1). Dann existieren p; mit ¢ = py---p,. Wéare r > 1, so
wire ¢ = p1(p2...pr). Nach der Definition der Unzerlegbarkeit folgt,
dafs entweder p; oder py---py € E(R) eine Einheit ist, der erste Fall
entfillt sofort, im zweiten Fall folgt ¢ € R mit py---p, - ¢ =1, dann ist
pe € E(R), Widerspruch. Also r = 1, d.h. ¢ = p; ist Primelement.

2. Es gelte (2). Seien a,b € R mit ¢ | ab, also gq¢c = ab mit ¢ € R. Ist
a € E(R), so gilt a'qc = b, d.h. ¢ | b. Ist b € E(R), so folgt ¢ | a.
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Angenommen, weder a noch b sind Einheiten. Nach (2a) existieren
G, ¢; unzerlegbar mit a = ¢, ---qs, b = ¢} - - q;, ferner ¢ € E(R) oder
¢ = q -+ q! mit unzerlegbaren Elementen g¢/'.

ql-.-qs-qi-.-q;q-qi’---qg Oder :qc
Nach (2b) existiert ¢ mit ¢ ~ ¢; oder ¢ ~ ¢}, d.h. ¢ | a oder ¢ | b.
Damit ist ¢ Primelement. BEWEIS des Satzes:

»(1) = (2)“ Nach (1.2.2) ist jedes Primelement unzerlegbar, d.h. (2a) folgt aus (1).
Zu zeigen bleibt (2b) mit Induktion nach min(s,t).

— Induktionverankerung: s = min(s,t) = 1, dann ist ¢ = ¢} - - ¢,
da ¢ unzerlegbar folgt t = 1, d.h. ¢; = ¢.

— Induktionsannahme: Sei s € N| sei die Aussage richtig fiir Darstel-
lungen mit min(s,t) < s.

— Induktionsschritt: Sei s = min(s,t). Sei ¢;---¢s = ¢ - - - q;, dann
folgt ¢1 | ¢} - - - ¢;- Mit Lemma und ¢; Primelement folgt: ¢; | ¢;, d.h.
(bei geeigneter Numerierung) ¢; = ¢1¢. Da ¢} unzerlegbar, folgt
e € E(R). Also ist ¢; ~ ¢}. Es gilt weiterhin ¢; --- =eq1 - ¢5 - - ¢},
damit folgt ¢ ---qs = (e¢)q, - - - q;. Mit Induktionsannahme ist
s=tund ¢ ~ ¢ fir i > 2.

»(2) = (1)“ Nach Lemma gilt (2a) = (1).

DEFINITION: Ein Integritdtsbereich mit Eins, der eine der beiden Eigen-
schaften (1) oder (2) (und damit beide) hat, heift ZPE-Ring oder faktoriell.

BEMERKUNGEN:

1. Auch im ZPE-Ring gilt: p Primelement genau dann, wenn p unzerlegbar
ist (mit Satz (1.2.2) und Lemma)

2. R_s ist auch kein ZPE-Ring.

1.2.8 Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen

Sei R ein Hauptidealring.

LEMMA: Jede aufsteigende Kette von Idealen in R bricht (nach endlich
vielen Schritten) ab (der Ring ist noethersch), d.h. ist (1), .y eine Folge von
Idealen mit I; C 1,44 fiir alle n € N, so existiert ein ng € N mit [,, = I,,, fiir
alle n > ny.
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BEWEIS: Sei J := U,y In- Behauptung: J < R, Beweis: J # 0, x,y €
J=nmecNmitx € I,y € I,. Sei o.B.d.A. n < m, und da I, C I,
gilt x,y € I,, damit ist xt —y € [,, C J;z € J;r € R= dn € N mit
rel,=rxel, CJ,alsoist J Ideal.

Da R Hauptidealring, existiert a € R mit J = Ra > a. Da J = {J, oy In ist,
existiert ng € Nmit a € I,,,. Fiir n > ny gilt: 1,,, € I,, € J = Ra C [, =
Iy, = 1.

’SATZ: Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring. ‘

BEWEIS: Wir zeigen (2a). Angenommen, (2a) sei falsch. Dann ist
M :={a€ R\ (E(R)U{0}) | anicht Produkt unzerlegbarer Elemente} # ()

Wir definieren mittels vollsténdiger Induktion eine Folge (ay),,oy in M U {0}
mit
Ra,1 € Ra,VneN (%)

e Induktionsanfang: ag = 0, a; € M (irgendwie), dann ist a; # 0 und
somit Ray € Ra;.

e Induktionsannahme: Seien ay, ..., a, definiert mit (x).

e Induktionsschritt: Dann ist Ra, # 0, also a,, € M. Insbesondere ist a,
nicht unzerlegbar, d.h. (nach (1.2.2)) es existieren b, c € R\ (E(R)U{0})
mit a, = bc. Dann ist b oder ¢ nicht Produkt unzerlegbarer Elemente,
etwa b, also b € M. Setze a,y1 := b. Da a,, = bc folgt Ra, C RbD.
Wire nun Ra, = Rb, so wire a, ~ b und damit (1.2.1) ¢ € E(R),
Widerspruch. Also ist Ra, € Rb = Ra,1.

=

Das liefert Widerpruch zum Lemma (noethersche Eigenschaft). Aus (2a) folgt
(1), denn unzerlegbar entspricht Primelement. Damit gilt:

R euklidisch | = | R Hauptidealring | = | R ZPE-Ring]

Die Umkehrung Hauptidealring = euklidisch gilt nicht unbedingt, Gegenbei-
spielist B = {a+b(152) | a,p ez},

1.2.9 Grofster gemeinsamer Teiler

Sei R ein Integritédtsbereich mit FEins und aq,...,a, € R.

DEFINITIONEN:
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1. d € R ist ein (!) grokter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,, wenn gilt:

(a) d|a; firi=1,...,n (dh. dist ein gemeinsamer Teiler)

(b) aus t |a; firi=1,...,n folgt t | d
2. ggT(ay,...,a,) ={d]| dist ein grofter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,}

3. ai,...,a, heifen teilerfremd, wenn 1 € ggT(ay, ..., a,) < ggT(ay,...,a,) =
E(R).

BEMERKUNGEN:
e Die Menge ggT kann leer sein.

o Ist d € ggT(ay,...,a,), soist ggT(ay,...,a,) ={d | d ~ d}, Beweis:
Cd,d €geT(ay,...,ap)=d |dNd|d = d ~ d; D" trivial.

SATZ:
1. Ist R ein ZPE-Ring, so ist ggT(ay,...,a,) # 0 fir alle a; € R.

2. (Bezout) Ist R ein Hauptidealring und d € ggT(ay,...,a,), so existiert
r; € Rmitd=nria; +... +7r,a,.

BEWEIS:

1. Es gilt ggT(0) = 0, somit sei a; # 0 fiir alle i. Sei P ein Représentanten-
system der Assoziiertenklassen der Primelemente in R. Dann existieren
€y ap; € No (mit p € P, v € {1,...,n}) mit ¢; = [ pp** wobei nur
endlich viele o, ; # 0 sind. Sei oy, = min{a,; | ¢ =1,...,n}. Dann ist
d:=[],epp™ € ggT(as,...,a,). Offenbar d | a; (wegen a;, < o, ;) und
jeder gemeinsame Teiler ¢t = ¢ Hpe % erfiillt 8, < a,; fiir alle 4, also
By < ay, also t | d.

2. Ra1+Ras+. ..+ Ra,<R; also existiert x € R mit Ra;+. ..+ Ra, = Rx,
also existieren x; € R mit x = x1a1 + ... + x,a,. Da a; € Ra; C Rz,
ist x | a; fir alle 7. Damit ist = | d, d.h. es existiert y € R mit
d=xy = (r1y)ar + ... + (x,y)a,.
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KOROLLAR: Im Hauptidealring gilt fir aq,...,a, € R und a,b,c € R:

1. aq,...,a, teilerfremd genau dann, wenn r; € R existieren mit 1 =
a1 + ...7TpGy

2. Sind a, b teilerfremd, so folgt

(a) a|bc=a]c
(b) a,b|c=ab|c

1.2.10 Der euklidische Algorithmus

Sei R ein euklidischer Ring mit Gradfunktion g und seien a,b € R mit a # 0.
Dann existieren ¢;, r; € R mit

b = gqoa+r;mit g(r) < g(a)
a = qry+remit g(ry) < g(ry)
1 = @ore + 73 mit g(rs) < g(r2)
Th—2 = Qpn-1Tp—1+t7y mit g(rn) < g(rn—l)
Tn—1 = (nTn

BEHAUPTUNG: 1, € ggT(a,b).

BEWEIS: Wenn man die Kette von unten nach oben durchgeht ergibt sich:
Tn | a,b. Sei nun t € R mit ¢ | a,b. Wenn man jetzt die Kette von oben nach
unten durchgeht, folgt:

t]b—qoa=r
= tla—qri=mr
=
= t|r,

Aus dem Verfahren bekommt man 7,, als Linearkombination von ¢ und b:
r, = sa+th, s,t € R
Zusatz: Ist b € ggT(aq, ... ,a, 1), so gilt fir alle d € R:
deggT(ay,...,a,) < de ggT (b, ay)

Damit kann man mit Induktion den obigen Algorithmus auf beliebige Anzahl
der Elemente erweitern.
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1.3 Polynomringe
Wir wollen die Theorie aus Paragraph (1.2) auf K[z| anwenden. K|[x] hat ein-

deutige Primfaktorzerlegung, wobei Primelemente die irreduziblen Polynome
sind. Das nutzt aber nur, wenn man Primelemente ,kennt“. Problem: es gibt
unendlich viele Polynome mit kleinerem Grad, die ein gegebenes Polynom
teilen konnen.

1.3.1 Polynomringe iiber Ringen

Elemente von R[x] werden geschrieben als
f= Zaixi, a; € R
i=0

BEMERKUNG: Ist R ein Integritdtsbereich (mit Eins), so auch R[z].

BEWEIS: Mit dem Gradsatz:

grad(f - g) = grad(f) + grad(g)
BEISPIELE:
o Z[z] < Q[z]

e Polynomring iiber zwei Variablen kann man definieren als (Kz])[y], da

Z ai(z)y’ = Z bija'y’
Leider sind diese Ringe keine Hauptidealringe: BEISPIELE:
e In R =7Z[z] ist R -2+ Rz kein Hauptideal.

e In R = (K]|x])[y] ist Rx + Ry kein Hauptideal. Beweis: Angenommen
R+ Ry =Rf mit f € R=>"  a;(x)y’, a,(z) #0. Dax € Rf, so
existiert ¢ € R mit « = gf. Mit dem Gradsatz in y folgt dann: grad(f) =
0, d.h. f =ag(x). Day € Rf, so existiert ein h = 1" | ¢;(z)y" € R mit

m

y = h-f=a(z)- ) cilx)y

1=0

ap(z)(co(x) + c1(z)y)

Gradsatz
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Somit
l=ay(z) c1(z) =ci(z)- f € Rf = Rx+ Ry

Es existieren also u,v € R mit 1 = ux + vy. Daraus ergibt sich mit dem
Gradsatz: 1 = 0, Widerspruch.

SATZ: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gilt: R[x] Hauptidealring
< R Korper.

LEMMA (Einsetzhomomorphismus): Sei R ein kommutativer Teilring eines
(nicht notwendig kommutativen) Ringes S. Zu jedem f = Y7 @z’ € R[x]

und s € S definieren wir
n

f(s) = Z ;s

=0

Ist as = sa fiir alle a € R so gilt fur alle f,g € R[z]:

(f+9)(s) = f(s)+g(s)
(f9)(s) = f(s)-g(s)

d.h. die Abbildung ¢, : R[z] — S, f — f(s) ist ein Homomorphismus, der
Einsetzhomomorphismus zu s € S.

BEWEIS des Satzes:

,<=" bekannt

,=" Wir betrachten
¢o: Rlz] > R, f =) aa’ — f(0) =aq
i=0

¢ ist also ein Homomorphismus mit Bild(¢g) = R. Daraus folgt R ~
R[x]/ Kern ¢g. Da R < R[x] und R[z] ein Hauptidealring ist, folgt: R ist
Integritétsbereich. Mit 1.1.9 folgt: Kern ¢ ist Primideal in R[z]. Wegen
0 < Kern ¢y < R[z] ergibt sich: Kern ¢y ist maximales Ideal, damit ist
R[z]/ Kern ¢y ~ R ein Korper.

1.3.2 Hauptsatz

HAauprTSATZ (GAUSS 1777-1855): Ist R ein ZPE-Ring, so auch R|x].

KOROLLAR: K[zy,...,x,| = (K[z1,...,2Zy_1])[x,] ist ein ZPE-Ring, wenn
K einer ist, insbesondere wenn K ein Koérper ist. Ferner ist Z[z] ein ZPE-
Ring.
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BEWEISidee: R[z| einbetten in K[z| mit K - Quotientenkérper von R:

f:Zai:ci:d-Zbi:ci mit d € ggT(ay,...,a,)

=0 i=0

1.3.3 Primitive Polynome

Sei R ein ZPE-Ring und K ein Quotientenkérper von R.

DEFINITION: g = > 1" ja;z" € R[] heilt primitiv, wenn 1 € ggT(ay, ..., a,).
BEISPIELE:

e Jedes normierte Polynom, d.h. 2" + a,_12"* + ... + ag, ist primitiv.

e g(z) = 62? 4+ 10z + 15 ist primitiv.

LEMMA:
1. f € R[z] = f =dg mit d € R und g primitiv aus R|x]
2. fe€ Klz]= f=kgmit k € K und ¢ primitiv aus R|x]

3. f € R[x], f = cg mit ¢ € K und g primitiv = c € R

BEWEIS:

o Sei f = Y7, az". Sei d € ggT(ag,...,a,). Dann existieren b; mit

a; = db;, also
f=) dba' =d- Y ba'
i=0 i=0

Sei ¢ € ggT(bo,...,b,), dann existieren ¢; € R mit b; = c¢;, also
a; = dec; d.h. dc teilt alle a; und damit auch d. Mit (1.2.1) (iii) folgt:
¢ € E(R). Somit ist Y1, b;’ primitiv.

e Da f € K|[z], so gilt: a; = Z—Z mit r;, s; € R. Dann aber sq...s,-f € Rx].
Mit Anwendung von (a) folgt: sq...s,f = dg mit d € R und g primitiv,
dann

d
f=-gmits=s5q...5,
s

also ‘;l c K.
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e Sei ¢ = ¢ mit a,b € R. Da R ZPE-Ring, konnen wir gemeinsame
Primfaktoren aus a und b kiirzen, also wir kénnen annehmen: a und b
sind teilerfremd. Angenommen b ist keine Einheit. Dann existiert ein

Primelement p € R mit p | b. Wegen

n A nab‘~
—eg=c- S bt =S Dy
f=c-g c;x bx

1=0

folgt: p | b | ab;. Da p 1 a und p Primelement, so folgt: p | b fiir alle 3.
Das ist ein Widerspruch dazu, dass g Primitiv ist.

SATZ (Gaufsches Lemma): Sind f, g € R[z] primitiv, so auch fg.

BEWEIS: Seien f =Y " ja;z' und g = > ;" b;z* primitiv. Angenommen, f-g
ware nicht primitiv. Dann existiert p Primelement in R, das alle Koeffizienten
von fg teilt. Da f und ¢ primitiv, existieren k,l € Ny mit p | ao, ..., ax_1,
aber p 1 ax und p | by,...,b_1, aber p 1 b;.

k+l
Ce+l = E aibkﬂﬂ'
M i=0

Pl
= obpi + arbpi—1 + -+ ap1bigy Farby + apabi + .+ aggaby

-~

pl... ...
Damit teilt p auch axb;, aber p { a; und p 1 b, Widerspruch! Also ist f - ¢
primitiv.
1.3.4 Irreduzible Polynome
Seien R, K wie in (1.3.3).

DEFINITION: g € R[z] heifst (in R[z]) irreduzibel, wenn g unzerlegbar in
R[x] und grad g > 1.

BEMERKUNGEN:

1. E(R[z]) = E(R) wegen Gradsatz (g-h =1= gradg =0 = gradh =
g € E(R)).

2. Unzerlegbare Elemente aus R bleiben unzerlegbar in R[x] (Gradsatz).

3. Jedes irreduzible Polynom ist primitiv (denn f = dg wére fiir d ¢ F(R)
echte Zerlegung).
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SATZ: Ein primitives Polynom aus R[z] ist genau dann in R[z] irreduzibel,
wenn es in K [z] irreduzibel ist.

BEWEIS: Sei f € R[z| primitiv und sei grad f > 1 (Polynome vom Grad 0
sind weder in R[x] noch in K[x] irreduzibel).

»,<=* Sei f in K|z| irreduzibel. Angenommen, f = gh mit g,h € R[z]. Da
g,h € K[z] und f dort irreduzibel, folgt: grad g = 0 oder grad h = 0,
also etwa g € K. Da g € R|x] folgt ¢ € R. Da f primitiv, folgt
g € E(R) = E(R][z]). Damit ist f in R[z]| unzerlegbar.

»,= Sei f in R[z| irreduzibel. Angenommen, f = @19y mit ¢; € K|x]. Nach
(1.3.3) existieren ¢; € K und g; primitiv mit ¢; = ¢;¢; (i = 1,2). Somit
f = c1¢29192. Nach (1.3.3) ist auch gy ¢o primitiv. Nach Lemma (1.3.3)
ist cico € R. Da f unzerlegbar in R[z] ist, folgt, dafs g; oder go eine
Einheit in R|z] ist, also g; € R fiir ein 7. Dann ist ¢; = ¢;9; € K. Also
ist f irreduzibel in Kz].

KOROLLAR: Ist 0 # f € K[z] und f = k-g mit k¥ € K und g € R[z]
primitiv (wie in Lemma (1.3.3)), so gilt: f ist irreduzibel in K[z] <= f=g
irreduzibel in K[z] €= g irreduzibel in R[z].

1.3.5 Beweis des Hauptsatzes

HAupTsATZ (1.3.2): Ist R ein ZPE-Ring, so auch R|x].

BEWEIS: Nach Bemerkung aus (1.3.4) ist F(R[z]) = E(R). Unzerlegbare
Elemente in R[z| sind:

1. Unzerlegbare Elemente (Primelemente) von R
2. Irreduzible Polynome in R[z| (die sind insbesondere primitiv)
Sei K ein Quotientenkorper von R.

2. (a) (Existenz der Zerlegung) Sei also f € R[z]\ (E(R[x]) U {0}).
Dann ist f € K[x], also entweder Einheit in K[x] oder Produkt
irreduzibler Polynome aus Klz].

i. Falls f € E(K|z]), so folgt f € K = f € R = es existieren

Primelemente p; € R mit f =p; - ... - p,, fertig.
ii. Falls f ¢ E(K][x]), so folgt (da K[z] ZPE-Ring ist), daf
@; € Klz| existiert, irreduzibel mit f = ¢; - ... - ¢,,. Nach

Lemma (1.3.3) existieren ¢; € K und g; primitiv mit ¢; = ¢;g;
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(t=1,...,m),also f=c1-...-Cpn-g1+...  gmy. Mit Satz

(1.3.3) folgt, dak g; - ... g1 primitiv sind, damit folgt wieder
mit (1.3.3), dafs ¢; - ... - ¢, € R. Nach Korollar (1.3.4) ist g;
irreduzibel in R[z]. Da¢;-... ¢, € R existieren Primelemente
¢ €ERmitey-...-cpu=q1-...-¢ (oder ¢; - ... ¢, € E(R)).
Somit f =¢qy-... ¢ g1 . .- gm Produkt unzerlegbarer Element
aus R[z].

(b) (Eindeutigkeit der Zerlegung) Seipy ... pr-g1 e Gm=q1 ...

qs - hy- ... h, mit p;, ¢; Primelemente in R und g;, h; irreduzibel
in R[z]. Nach Satz (1.3.4) sind alle g;, h; irreduzibel in K[z]| und
g1 - Gm=d-hi-...-h, mit d = L= € K. Da K[z] ein ZPE-
Ring ist, folgt m = n, und bei geeigneter Numerierung g; = c;h;
fir i =1,...,n mit ¢; € K. Nach Lemma (1.3.3) ist ¢; € R (da h;
primitiv). Da g¢; primitiv, folgt ¢; € E(R) = E(R[z]), damit folgt
gi ~ h;. Eingesetzt ergibt sich:

PLevee PrCleee-Cp-hio.-hyy=q ... qs-h1-... hp,

Da R[z| nullteilerfrei ist, folgt, daf py-...-p.-c1-.cvem = q1. ..+ ¢s.
Es folgt weiter (da R ZPE-Ring ist), daf r = s und p; ~ ¢; in R
(bei geeigneter Numerierung), also auch p; ~ ¢; in R[z].

1.3.6 Eisensteinsches Irreduzibilitatskriterium

Sei R ein ZPE-Ring und f = Y"1 ja;z" € Rz] mit n > 1.

SATZ (EISENSTEIN 1823-1852): Wenn es ein Primelement p € R gibt mit

dann ist f = ¢ g mit ¢ € R und einem (primitiven) irreduziblen Polynom
g € R[z]. Insbesondere ist f irreduzibel in K'[z] fiir jeden Quotientenkdrper
K von R.

plao,...,ap_yundp { a, und p? 1 aq,

BEWEIS: Angenommen, f =g -hmit g=73 bz’ und h =Y 7  c;x" mit
1 <rsund b, # 0 # ¢s. Dann ist ag = bgcy. Da p | ag und p Primelement,
folgt p | by oder p | co, etwa p | by. Da p* t ag, folgt p t co. Dap 1 ap,

kann p nicht alle Koeffizienten von ¢ teilen. Somit existiert j € {1,...,r} mit
p 1 bj, aber p | bg,...,b;—1. Dann ist, da s > 1, also r < n, offenbar j < n,
also

J
P ’ a; = Z bz'cj—z' = ?()Cj + ble_l + ...+ bj_10£ +bj00
=0 N

pl..
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Damit teilt p auch bjcy, aber p t b; und p 1 ¢o. Widerspruch!

Ist also f =d- ¢ mit d € R und ¢ € R[z] primitiv, so ist ¢ irreduzibel (denn
p=u-v=f=d-u-v=gradu =0 etwa, also u € F(R)). Nach Korollar
(1.3.4) ist f irreduzibel in Kz].

BEISPIELE:

1. Fiir n > 1 und p Primzahl ist f = 2™ — p irreduzibel in Q[z]. Eisenstein
mit p fiir dieses Polynom! Zu jedem Grad n existieren also unendlich
viele irreduzible Polynome vom Grad n. Fiir n > 1 ist {/p ¢ Q.

2. Das Polynom f = §x5 + 3374—1—263 —|—% = 9f = 225 + 152* + 923 + 3 mit

Eisenstein fiir p = 3.

1.3.7 Kreisteilungspolynome

Sei p eine Primzahl.'¢

SATZ: Das p-te Kreisteilungspolynom ¢, := f:ll =P P2 4o+l €
Z|z] ist irreduzibel tiber Q (und Z).

BEWEIS: Trick: Betrachte R = Q < Q[z] = S und setze z +1 € S in ¢,
ein. Das liefert f = ¢,(z + 1) = Y7 (z + 1)’ € Q[z]. Wiire ¢, = g - h mit
Polynomen g, h vom Grade > 1, so folgte f = ¢,(z + 1) = g(x + 1)h(z + 1)
und grad g(z + 1) = grad g, genauso fiir h. Zu zeigen: f ist irreduzibel, dann
folgt ¢, ist irreduzibel.

fo= e+ =3 (e+1) = (éi?;_—ll _ (% (;)xz) 1

— p—1 p p—2 p b
T +(p_1>x +...+<2>x+(1)

Dap| (?) (fir 1 <i<p—1)und p { 1sowie p*> { (¥) =p gilt, ist f nach
Eisensteinsches Kriterium irreduzibel. BEISPIEL:

3. 2241 (mit 41 eingesetzt) ergibt 22 +2x+2, irreduzibel nach Eisenstein
mit p =2 und (z + 1)* + 1 = 2* + 42° + 62 + 4z + 2, mit Eisenstein
folgt: 2* + 1 irreduzibel

16 Dies Polynom sieht erstmal nicht nach Eisenstein aus!“
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1.3.8 Modulo-p-Kriterium

LEMMA: Seien R und S kommutative Ringe mit Eins und sei o R— S ein
Homomorphismus. Dann ist & : R[z] — S[z]mit f =" jaz' — Y ¢ alz
ein Homomorphismus. Ist ¢ ein Isomorphismus, so auch &.

BEWEIS: Seien f =Y a;z’, g = > b;z’. Dann ist

(@i + b)) =al +b] = (f+9) =f" +4¢
k k
= (Z azbk2> = Z a‘;bz_i = (f . 9)6 _ f& . g&
1=0 i=0

FOLGERUNG: Ist f = g h in R[z], so ist f7 = ¢° - h? in S[z]. Ist S[x]
ein ZPE- ng, so existieren irreduzible Polynome ¢;, ¢ in S[x] mit f7 =
G- g @ gsund g7 =g g und A7 =g .- G

e Finfachster Fall: Ist f° irreduzibel in S|x], so muf ¢° oder h° Einheit
sein. Problem: f = 25x% + Thx? + 7 in Z/5Z ist f° = 2.

o Spezialfall: R = Z, p Primzahl, S = Z/pZ = GF(p), o natiirlicher
Epimorphismus, f = Y7 jaa', g = Y. bix', h = > ¢z’ und
f=gh,a,#0,b. #0# cs = a, =b,-c,. Gilt p  a,, so folgt a? # 0,
wegen af = b? - ¢ sind dann auch b7 # 0 # c?.

SATZ (Modulo-p-Kriterium): Sei f = " ja;x* € Z[x] primitiv, p eine
Primzahl und o : Z — GF(p) der natiirliche Homomorphismus. ist p 1 a,
und f7 irreduzibel in GF(p)[z], so ist f irreduzibel in Z[z] und Q[z].

BEWEIS: Da f primitiv, muf obiges g € Z[z] von Grad 0 eine Einheit in
Z[z], also £+ 1. Nach Satz (1.3.4) ist f auch tiber Q irreduzibel.

BEISPIEL:
4. f=a2* +1523 4+ 7

o p="T: f7 =2+ 2% = 23(x + 1) nicht irreduzibel, keine Aussage
e p=3 f=a'+1=2"-322+1= (2 +2—1)(2* — 2 — 1) nicht
irreduzibel, keine Aussage
e p=>5: fo=a'+2=(x—a)(z®+...) (daraus folgt a* = —2 = 3,
aber a* € {0,1}, Widerspruch) oder
2 +2 = (2 +azx+b)(z® +cx +d)
'+ (a+c)2* + (b+d+ ac)2® + (ad + be) x + _bd
~—— —_—— ~—— ~~

=0 =0 0 =2
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Damit folgt a = —c¢, a(d — b) = 0 (wobei d = b zum Widerspruch
b? = 2 fiihrt), also a = 0, ¢ = 0, b = —d, dann folgt!” b? = —2 = 3,
auch ein Widerspruch. Damit ist f irreduzibel, mit obigem Satz
auch f irreduzibel.

1.3.9 Polynome mit vorgegebenen Werten

IDEE: f € Z[z] und f = gh, wobei fiir a € Z f(a) = g(a) - h(a) ist.'®

LEMMA: Sei 0 # f € K|z].
1. Ist a € K mit f(a) =0, so existiert g € K[z] mit f = (z —a) - g

2. Sind a;, ..., a; paarweise verschiedene Nullstellen von f, so existiert
. k
g€ Klzlmit f=g-[[[_,(x — a)

3. f hat hochstens n = grad f Nullstellen.

SATZ (LAGRANGE 1736-1813): Seien ay, . .., a, € K paarweise verschieden
und seien ko, ..., k, € K. Dann existiert genau ein Polynom f € K|[x] mit
grad f < n, das an den Stellen ay,...,«, die Werte ko, ..., k, annimmt
(mit f(a;) = k; fiir i = 0,...,n), ndmlich

= Zk (x—ap) ... (=) (T — 1) oo (T — )

— ap) (g —aimy) (g — ) e (g — )

BEWEIS: Offenbar ist das angegebene f ein Polynom vom Grade < n. Fiir
jedes j € {1,...,n} ist f(a;) = k;, da der j-te Summand gleich k; ist und
alle anderen Summanden gleich 0 sind. Sind g, h zwei solche Polynome, dann
folgt (¢ — h)(a;) = 0 fiir alle ¢, damit hat (¢ — h) den Grad < n, aber n + 1
Nullstellen, damit ist g — h = 0.

BEMERKUNGEN:

1. Gut zu benutzen fiir Lehrer :0), liefert schone Funktionen mit vorgege-
benen Werten!

2. Ist R ein Integritatsbereich, so gilt das Lemma im Quotientenkdrper K,
desgleichen der Satz

17 Vielleicht hab ich’s jetzt zu schnell gemacht!“
Bgieche Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001/2002, 6.7
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1.3.10 Kronecker-Test auf Irreduzibilitat
Sei f*=3"",a;x" € Q[z] gegeben. KRONECKER (1829-1891)

VORBEREITUNG: Schreibe f* =c¢- f mit ¢ € Q, f € Z[z] primitiv (Lemma
(1.3.3)).

TEST: f ist zu testen. Sei grad f = n. Ist f = g - h € Z[z], so ist o0BdA
gradg < 7. Ist also f reduzibel, so existiert ein Polynom g vom Grad < 2
mit g(a) | f(a) fiir alle a € Z. Sei m = | 2|.

1. Wahle «y, ..., q,, € Z.

2. Bestimme f(q;) fir i = 0,...,m (moglichst so, dak f(«;) moglichst
wenige Teiler haben).

3. Bestimme sidmtliche Teiler von f(«;), sei M; ={c € Z| (c| f(a))}.
4. Zu jeder Auswahl (ko, ..., kn) € My X ... X My,:

(a) Bilde das eindeutig bestimmte (1.3.9) Polynom g € Q[z] vom Grad
<m mit g(ey) = k; fir i =0,...,m.
(b) Fallunterscheidung:

i. Falls g ¢ Z[x] oder g € Z|x] aber g { f, gehe zum néchsten
(m + 1)-Tupel (ko, ..., k) tiber.
ii. Falls g € Z[z] mit g | f, so ist f reduzibel, Abbruch.

5. Falls bei keinem (m + 1)-Tupel abgebrochen wurde, existiert kein Teiler,
damit ist f irreduzibel.

Da jede Teiler g im Verfahren fiir (ko,. .., kn) = (9(ao), ..., g(am)) auftritt,
gilt: Tritt im Verfahren kein Teiler auf, damit ist f irreduzibel.

BEISPIEL:

5. Beispiel zum Kronecker-Test:

5 7 161 7
fro= §$5—7x4—§x3+7x2+§
7
= 6(3:55 — 62" — 22 + 232° — 351 + 3)
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Damit ist n = 5, m = 2. Finden der «:

i x| flx)| ai| flau) | M;
0] 0] 3|—2] —11|{1, 1,11, 11}
1 14
—1 54
1] 20 9| o 3]{1,-1,3 -3}
-2 —11

2| 3] 204| 2 9|{1,-1,3,-3,9, -9}

Damit kann man fiir jedes ¢ das Polynom ¢ bestimmen, was an den
Stellen «; die Werte k; annehmen:

(x — ) (z — ag) (x — ap)(z — ) (x — ap)(z — aq)
(a0 — a1)(ap — a2) h (a1 — ag) (g — ) e (a2 — ag)(az — )
(ko — 2Ky + ko)x® 4 (—2ko + 2ky)x + 8Ky
8

Da fiir (ko, k1, k2) € My x My x M, gibt es 4 -4 - 6 = 96 Kombinations-
moglichkeiten, hier nur exemplarisch drei davon:

g = ko

(&) ko=1k =—-1ks=3,=y=32"+10—1¢ Z[x]

(b) kg = —1,ky = =3 ks =3 =>g=a2>+2—39(3) =q 1 294 =
f@) =gt f

(c) ko=11,k; =3,k =3=g=2?—-20+3, f = (2? — 20+ 3)(32% —
11z +1)
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2 Korpererweiterungen

2.4 Einfache Korpererweiterungen
2.4.1 Korpererweiterungen

Seien K, L Korper mit K < L.

DEFINITION:

1. Wir nennen L einen Erweiterungskérper von K und das Paar (K, L)
eine Korpererweiterung L) K.

2. Oft wird fiir S C L folgende Menge das Erzeugnis genannt: (S) :=
ﬂngSL T. Hier jedoch:

K(S):=({T| K,SCT<L}

Wobei K (S) gesprochen wird als K adjungiert S. Offenbar ist K(S)
der kleinste Teilkorper von L, der K und S enthélt; man sagt ,, K (5)
entsteht aus K durch Adjunktion der Menge S*. Fir S = {ay,...,an}
schreibt man K(aq,...,a,) statt K({aq,...,a,}).

3. (K, L) ist eine einfache Korpererweiterung, wenn es ein o € L gibt, so
dass L = K(a). Jedes solche a nennt man ein primitives Element der
Korpererweiterung (K, L).

SATZ: Sei (K, L) eine Korpererweiterung und sei S C L. Sei Ry := KU S
und induktiv definiert R, = {a —b,ac™!| a,b,c € R,,c # 0} fiir alle
n € Ny. Dann ist K(S) = J,—, Rn.

BEWEIS: Sei’? W :=J>7, Ry, zu zeigen: K(S) = W.

»C“ Wir zeigen: W < L (daraus folgt, da KUS C Ry C W, dass K(S) C W).
Beweis: R, C R,y fiir alle n, denn 0,1 € Ry fiir alle n (triviale
Induktion) und somit a — 0 € R,y fir a € R,. Wenn o, 3 € W, so
ex. n,m mit « € R, € R,,,n <m (0.B.d.A.), damit a8 € R,,, also
a—B€Rni,aBf ' €Ry CW,dh. a—p €W, ap™! €W, daraus
folgt: W < L.

»,2“ Wir zeigen: R,, C K(S) fir alle n € Ny. Beweis: Induktion. Ry C K(.S)
nach Definition. R, C K(S) = a—b € K(S) und ac™! € K(S) fiir
a,b€ R, = R,s1 CK(S)=W=",C K(S5)

19 Sje sehen dem Satz schon an, daff er unschén ist und nicht viel niitzt!“
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BEISPIELE:
6. (Q,R),(Q,C),(R,C) sind Kéreperweiterungen.

(a) (R,C) ist einfach, denn C = R(7) Und somit mufs jedes T' < C
mit R < T,i € T alle a + bi enthalten, also T'= C. Auch —i ist
primitives Element und jedes u € C \ R ist primitives Element.

(b) (Q,R) ist nicht einfach. Beweis: Aus R = Q(«) folgt: R = J>7 , R,
mit By = QU {a} (also abzdhlbar). Ist R, abzéhlbar, so ist
(wegen der Existenz einer surjektiven Abbildung R, x R, —
{a—"b| a,b € R,}) auch R, abzéhlbar, somit letztendlich auch
Q(a) = U,~, R, abzéhlbar, damit kann Q(«) nicht gleich R sein.

2.4.2 Algebraische und transzendente Erweiterungen

K < L,a € L. Frage: Wie sieht K (a) aus? 1, a, a?, a” liegen in K («). Damit
auch 1" ko' = f(a) mit f=>"" k'

LEMMA: ¢, : K[z] — K(a) mit f — f(«) ist ein Homomorphismus mit
k% = k fiir alle k € K (da k ein konstantes Polynom) und z%* = a.

BEWEIS: Lemma (1.3.1)

DEFINITIONEN: Sei K < L Korper, a € L.

e « heilt algebraisch iber K < Kern¢, # 0 (< 3f € Kz] mit f # 0
und f(a) = 0).

o « heikt transzendent iber K < Kerng¢, =0 (& f(a) =0= f =0).
BEISPIELE:

7.a€ K= f=x—a¢€ K[z]und f(a) = a —a = 0. Also ist jedes
Element aus K algebraisch iiber K.

8. K=Q,L=C,a=V2=f=2>-2= f(a) = (v/2)? =2 =0. Auch
o = v/7 usw.?" ist algebraisch (iiber Q) a = i ist algebraisch (Nullstelle
von z2 + 1) iiber Q.

9. 7 und e sind transzendent iiber Q (definiert mit Hilfe der Analysis®!:
e = exp(1l) und 7 kleinste positive Nullstelle von cosz, Beweis zur

20Nehmen wir /7 , meine Lieblingszahl!
21 Cosinus, die wilde Reihe!®
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transzendenten Erweiterung: Stewart Seite 68-77, der Beweis fiir e ist
von HERMITE (1873), fiir 7 von LINDEMANN (1882)), aber 7 und e
sind nach Beispiel 2 algebraisch iiber R.

10. Fir K Korper, L := K(z) der Korper der rationalen Funktionen iiber
K und a = = € L betrachte K[t] iber K. Setzt man o = x € L in
Polynom f = "  a;t" € K[t] ein, so erhdlt man f(z) = Y 1, a;z".
Dieses ist gleich 0 genau dann, wenn a; = 0 fiir alle ¢, genau dann, wenn
f =0. Also ist Kern ®, = {0}, d.h. z transzendent iiber K.

Bemerkung: L ist tatséchlich K adjungiert {z}, d.h. die alte Bezeichnung
K (x) passt mit Definition (2.4.1) zusammen. Beweis: Jeder Teilkorper
T von L, der K und z enthélt, enthdlt nach Lemma (2.4.2) alle f(x)

und dann auch % fir g(x) # 0, also ganz L.

2.4.3 Einfach transzendente Korpererweiterungen

DEFINITION: Seien K, L, Ly Kérper mit K < L;. Dann heiken L; und L,
tiber K isomorph, wenn es einen Isomorphismus o : L1 — Lo gibt mit k7 = k
fiir alle k € K.

SATZ: Ist (K, L) eine Korpererweiterung und « € L transzendent iiber K,
so existiert ein Isomorphismus ¢ : K(z) — K(a) mit k¥ =k fir alle k € K
und z¥ = «; insbesondere sind K (x) und K («) iiber K isomorph.

BEWEIS??: Nach Lemma (2.4.2) existiert ein Homomorphismus ¢, : K[z] —
K(a) mit k% = k fiir alle k € K und 2% = «a. Da « transzendent, ist
Kern ¢, = 0, d.h. ¢, ist ein Monomorphismus und induziert einen Isomor-
phismus o : K[z] — Kl[z]* =1 R < K(a). Da?® R # 0, enthilt nach
Satz (1.1.6) K(«) einen Quotientenkorper () von R als Teilkérper. Offen-
bar ist K,{a} € R C Q. Da K(«) der kleinste solche Teilkérper von L
ist, folgt @ = K(a). Nach Satz (1.1.5) laft sich ¢ zu einem Isomorphismus
g: K(x) —» Q = K(«a) fortsetzen. Somit k7 = ko = k fiir alle k € K und

x? =z° = x.

BEMERKUNG: Siehe Beispiel (9) in (2.4.2): Es ist Q(e) ~ Q(z) ~ Q(n),
daraus folgt natiirlich nicht e = 7!

22giehe auch Beweis zu (1.1.11)
23 Er ist dicke von null verschieden. . .“
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2.4.4 Einfache algebraische Korpererweiterungen

SATZ: Ist (K, L) eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K,
dann gilt:

1. Es existiert genau ein normiertes (d.h. hochster Koeffizient ist 1)
irreduzibles Polynom p, € K[z] mit

(a) pa(e) =0 und
(b) f(a) =0= p, | f, d.h. mit Kern ¢, = K[z]|pq

2. Esist K(a) ~ K|[r]/K[z]p,; genauer: es existiert ein Isomorphismus
¢o von Kz|/K[z]ps auf K (a) mit (k+ K [z]p,)? = k fiir alle k € K
und (z+K|[z]pa )% = a

3. Ist grad p, = m, so bilden 1, ,a?,...,a"! eine Basis von K («) iiber

K (als K-Vektorraum), d.h. jedes # € K («) 14t sich eindeutig in der
Form (3 = Z?:_Ol c;o’ mit ¢; € K darstellen.

DEFINITION: p, heifst Minimalpolynom oder definierendes Polynom

BEWEIS:

1. Nach Lemma (2.4.2) ist ¢, : K[z] = K(a), f — f(a) ein Homomorphis-
mus mit k% = k fiir alle k € K und 2% = x. Da « algebraisch iiber K,
ist Kern ¢, # 0. Es gilt Bild ¢, = K[z]%* ist ein Teilring von K (), also

Integritétsbereich ungleich Null. Nach (1.1.9) ist Kern ¢, ein Primideal
Kern#0 Bild#0
im Hauptidealring K[z] mit 0 <7é Kern ¢, <¢ K{z]. Nach Korollar

(1.2.3) existiert irreduzibles Polynom p € K[z] mit Kern ¢, = K|[z]p.
Sei p, ~ p mit hochstem Koeffizienten 1. Offenbar erfiillt p, (1a) und
(10).

Hat ¢ die Eigenschaften (1a) und (1b), dann gilt Kern ¢, = K|x]q, wenn

g normiert ist, so folgt ¢ = p,.

2. Der Homomorphiesatz besagt: Bild ¢, ~ K|z]/K[x]p,, nach Korollar
(1.2.3) ist K[z]p, ein maximales Ideal, also ist Bild ¢, ein Teilkorper
von K(«), der K und « enthélt. Da K («) der kleinste solche Teilkorper
von L ist, folgt: K(a) = Bild ¢, ~ K|[z|/K[x]p,.

Fiir den Isomorphismus o : K[z|/K|[x]p, — Bild ¢, gilt (k+Kern ¢,)? =
k% =k und (x + Kern ¢,)° = 2% = a.
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3. Esist K(a) = Bild¢, = {f(a) | f € K[z]}. Fiir f € K|[z] existieren

q¢,r € K[z] mit f = q-p, +r und gradr < gradp,. Also f(a) =
q(e) - pafe) +r(a) = r(a).
Eindeutigkeit der Darstellung: Angenommen, r,s € K[z] vom Grad
kleiner n mit r(a) = f = s(a). Dann folgt: (r —s)(«a) = r(a) —s(a) = 0.
Damit ist (r — s) € Kern¢, = K[z|p,. Damit existiert ¢ € K|[x] mit
r—8§ = q-Po. Der Grad von r — s ist kleiner n, folgt aus der Gradformel,
dak ¢ - p, den Grad 0 haben muf, damit ist ¢ = 0 und somit r = s.

FRAGEN: Wie erhélt man p, und wie rechnet man in K(«)?

ANTWORT:

e Beispiel (6a): K = Q, L = C, aus a = /1 + v/3 erhiilt man a? = 14+/3,
dann erhilt man (a? — 1)? = 3, damit ist a* — 2a? + 1 = 3, es ist also
« Nullstelle von p, = z* — 22% — 2 (irreduzibel nach Eisenstein).

Beispiel (6a): @ = e, dann ist o® = €*™ = 1. Damit: 23 — 1 =
(x —1)(2* +  + 1) (reduzibel, richtigen der Faktoren suchen), damit ist
Pa =242+ 1.

e In K(«) rechnet man wie in Kz|/K[z]p,. Geht’s auch einfacher? Sei
n = grad p,, f, g9 € K[x] mit Grad kleiner als n. Betrachte 8 = f(«a),y =

9(a)
— Addition/Subtraktion:
BEy=fla)£g(a)=(f£g)(a)

— Multiplikation: verwende Division mit Rest: fg = qp, + 7, wobei
q,r € K[z] und gradr < n; dann ist

By =fla) gla) = (- g)(@) = g(@)pa(@) +r(a) = r(a)

— Division: Wie Multiplikation, gebraucht wird nur v~ Da grad g <
n und p, irreduzibel, ist 1 € ggT(g,p.) = K*. Mit Satz (1.2.9)
existieren ¢, ¢e € K[z] mit 1 = ¢1p, + ggo. Setze nun « ein:

1=1(e) = qu(@)pala) + g(@)g2(@) = g(a)gz(a) = 7 - ga(@)

Somit ist go(r) das inverse zu 7 (hat auch den richtigen Grad, wie
leicht einzusehen ist).

BEISPIEL:
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11. Q(+/2), dann ist p, = 2 — 2 fiir @ = v/2. Die Elemente haben also die
Form ¢+ ¢1v/2 + co(v/2)2. Sei zum Beispiel v = 1 — /2 + (v/2)? = g(a)
mit g = 22 — 2 + 1, gesucht ist v~ 1.

P2 = )
(22 —2+1) = (2*—2-2)-
3 = ( )
(

Damit® ist ! = $(vV2 + 1).

2.4.5 Konstruktion einfach algebraischer Korpererweiterungen

SATZ: Ist K ein Korper und p ein irreduzibles Polynom aus K[z], so gibt
es einen einfachen algebraischen Erweiterungskorper K («) von K, und bis
auf Isomorphie {iber K auch nur einen, mit p(a) = 0.

BEWEIS: Sei S = K|x]/K|z]p, nach Korollar (1.2.3) ist K[z]p ein maximales
Ideal in K[z] und damit S ein Korper. Sei v : K[z] — S der natiirliche
Homomorphismus. Fir k£ € K ist ¥ = k + K[z|]p # 0, d.h. v|x ist ein
Monomorphismus. Nach Satz (1.1.4) existiert ein Ring L > K und ein
Isomorphismus ¢ : S — L mit k%7 = k fiir alle k € K. Da S Korper ist, ist L
auch ein Korper. Sei o := 2"?. Sei p = >, a;2". Dann ist

pla) = Zaiof
i=0

n

wegen a; = a;’ = E a;?(z")"
=0

n vo

: i
wegen vo Homomoprhismus = < E a;x )
i=0
— pya =0° =0

Damit ist K(a) in L die gesuchte einfache algebraische Erweiterung. Der
folgende Satz (2.4.6) angewandt mit o = id liefert zudem die Eindeutigkeit.

24 Der grofite gemeinsame Teiler war 1, also 3 zum Beispiel!“
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2.4.6 Isomorphismus

SATZ: Sei o ein Isomorphismus des Korpers K auf den Korper K7 =
{a’| ae K} und sei p = > ja;2" € K[z] irreduzibel. Dann ist p? =
Sorpafxt € K[x] irreduzibel. Seien K (o) und K7(3) (einfache algebrai-
sche) Erweiterungen von K bzw. K mit Nullstellen o von p bzw. 3 von p°.
Dann kann o fortgesetzt werden zu einem Isomorphismus o* : K (a) — K?(0)
mit o = 3.

BEWEIS: Nach Lemma (1.3.8) ist ¢ : K[z] — K?[z] ein Ringisomorphismus.
Sei p? = f - g, somit p= f7 ' - ¢ ', also f7  oder ¢° ' hat Grad 0, womit
entweder f oder g den Grad 0 hat. Nach Satz (2.4.4)(b) ist

K(a) K (5)

o5t ! T ®p

K[z]/Klzlp --» K°[z]/K"[z]p°
Gesucht ist also die Abbildung 7. Sei
7 Klz]/Klalp — K[x]/K?[2]p” mit f+K[z]p — f7+K[2]p”
Dann ist:

f+ Klzlp =g+ Klz]p

& f-g€eK[xp
< plf-yg
wegen & Isom. s | ff-9

= f& +Kap6 — g& + Ka[w]pff
Also ist 7 wohldefiniert (,=“) und injektiv (,,<=*), die Surjektivitdt von 7 ist
trivial, da ¢ Isomorphismus ist.
Sei 0 = ¢ 1705 : K(a) — K?(B). Dies ist ein Isomorphismus, da ¢, = ¢g
ein Isomorphismus ist. Fir k € K gilt:

ko* = (k+ K[z]p)™*
; (kﬁ' + KU[:U]p‘?)q;B
E (k7 K7 [a]p)
% e
o = (v+ K[z])™
1

=
Iy

(x + K°[]p”)”

BEISPIEL:
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7. Betrachte Q(v/2) = Q(a) mit a = v/2 € R, p = 2 — 2. Seien

6 — Oé'€3—>63204362m:&3:2
dmi ;
Y = a-e3 =P =a’ =2

Dann ist Q(«) ~ Q(5) ~ Q(v), die Elemente in Q(«) haben die Form

co+cia—+ 02042

2.5 Endliche Korpererweiterungen, Grad

2.5.1 Grad einer Korpererweiterung

SATZ: Seien K < L Korper. Dann ist L ein Vektorraum tiber K, wenn
als Addition die Addition im Korper L und als Skalarmultiplikation mit
Elementen aus K die in L erklarte Korpermultiplikation genommen wird.

BEWEIS: Addition und Skalarmultiplikation sind offensichtlich wohldefiniert,
(L, +) abelsche Gruppe ist trivial, weil L Kérper ist. Fir \,u € K,a,b € L
gilt:

A+ wpa = la+pua
AMa+b) = da+ b
(Ma = Alpa)

DEFINITION:

1. Sei [L: K] :=dimg L = Grad der Korpererweiterung (K, L) oder Grad
von L tiber K

2. L heikt endlich tiber K bzw. (K, L) heift endlich genau dann, wenn
[L: K] < oo

BEISPIELE:

1. Ist K < L und « € L algebraisch iiber K, so ist [K(«) : K| = n, wobei
n = grad p, der Grad des Minimalpolynoms von « ist.

2. Betrachte [C : R| = 2, die Basis ist {1,4}, Minimalpolynom ist demnach
? + 1.

3. Sonderfall: [L : K] =1, dann ist L = K

4. Es gilt: [R : Q] = oo; Beweis: Endlich dimensionaler Q-Vektorraum ist
abzéahlbar.
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2.5.2 Algebraische Korpererweiterungen

Seien K < L Korper.

DEFINITION: (K, L) heilt algebraisch (oder L algebraisch iiber K), wenn
jedes o € L algebraisch iiber K ist.

SATZ: Jede endliche Kérpererweiterung ist algebraisch. ‘

BEWEIS: Sei [L : K] = n € Nund a € L. Dann sind 1,a,0?,...,a"
n + 1 Elemente des n-dimensionalen K-Vektorraum L, also linear abhéngig.
Somit existieren ¢; € K, nicht alle 0 mit ¢ + cia + ... 4+ ¢,a™ = 0, somit
[=>" et € Klz], f # 0 und f(«) = 0. Nach Definition (2.4.2) ist «
algebraisch iiber K, also L algebraisch iiber K.

BEMERKUNGEN:
1. grad f < n und p, | f nach (2.4.4), also grad[K(«a) : K] <n=[L: K]

2. Aus [L : K] < oo folgt: L hat keine transzendente Elemente tiber K,
also [R : Q] = oo, weil R transzendente Elemente iiber Q besitzt.

3. Gilt die Umkehrung des Satzes?
BEISPIEL:

5. Q(v2,4) = Q(+v/2)(4). Minimalpolynome sind 22 — 2 und 22 + 1.
QWV2) = {a+b\/§‘ a,be(@} CR
Qv2)6) = {(a+0v2)+(c+av2)i| abede Q)
- {a+b\/§+cz'+d(\/§)i ( abc.dc Q}

Dies ist ein 4-dimensionaler Raum mit Basis {1, v/2,,iv/2}.

2.5.3 Gradsatz (1)

SATZ: Seien K < L < M Korper und aq, ..., «, eine Basis von L iiber K
und (3, ..., B, Basis von M tber L. Dann bilden die ;03;(i =1,...,n,j =
1,...,m) eine Basis von M iiber K. Insbesondere ist [M : K] endlich und
[M:K|=[M:L]-[L:K].
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BEWEIS: Jedes v € M ist von der Form v = > ", b;4; mit b; € L. Da

aq, ..., o, Basis von L iiber K, existieren a;; € K mit b; = Z?zl a;joj. Somit
m n
o= YO ai;)s;
i=1 i=1
n,m
= Z aijaj 3
ij=1
Damit ist (o 3;);=1,..ni=1,.m Erzeugendensystem des K-Vektorraumes M.
n m m n
= Y= 3 (S )
i=1 j=1 i=1 \i=1
n
G; lin. unabh. iiber L = Z aijo; Vi=1,...,m
j=1
«; lin. unabh. tiiber K = q;Vji=1...,nVi=1,...,m

2.5.4 Gradsatz (2)

KOROLLAR: Ist L eine endliche Erweiterung von K, so ist der Grad jedes
Zwischenkorpers T iiber K ein Teiler von [L : K]. Insbesondere: ist o € L,
so ist « algebraisch iiber K und gradp, = [K(«) : K] | [L : K].

BEWEIS: K <T < L,[L: K] endlich= [T : K] <ocound [L:T] < oo =
[L:K|=[L:T]-[T:K].

2.5.5 endliche bzw. iterierte einfache Erweiterung

KOROLLAR: Jede iterierte einfache algebraische Erweiterung K (ay, ..., a;)
von K (d.h. a; ist algebraisch iiber K(aq,...,a; 1) fiir alle i) ist endlich
iiber K. Somit fallen die Begriffe iterierte einfache algebraische Erweiterung
und endliche Erweiterung zusammen.

BEWEIS: Fiir jedes ¢ ist [K (a1, ..., ;) K(ag,...,q;1)] = [(K(aq, ..., 0i-1)) () :
K(ay,...,a;—1)] endlich, also (triviale Induktion) [K (o, ...,q;) : K] < oo.
Ist umgekehrt [L : K| < oo, so existiert eine Basis g, ..., a, liber K, also
L = K(ay,...,a,) und jedes «; ist algebraisch iiber K (nach (2.5.2)), erst

recht iiber K(aq,...,q;_1).
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2.5.6 algebraische Erweiterungen algebraischer Erweiterungen

SATZ: Seien K < L < M Korper. Ist L algebraisch iiber K und M
algebraisch tiber L, so ist M algebraisch iiber K.

BEWEIS: Sei § € M. Nach Voraussetzung ist 3 algebraisch iiber L, d.h. es
existiert f = Y"1, oya’ € L{z] mit f # 0und f(3) = 0. Somit ist 3 algebraisch
tiber K(ay,...,a,). Daa; € L, ist «; algebraisch iiber K fiiri = 0,...,n, also
«; algebraisch iiber K(ap, ..., a;_1). Somit ist K(«y,...,a,,3) eine iterierte
einfache algebraische Erweiterung, also endlich iber K. Nach Satz (2.5.2) ist
[ algebraisch iiber K. Also ist M algebraisch iiber K.

2.5.7 algebraischer Abschluf

Seien K < L Korper.

DEFINITION: A(K,L) := {«a € L | « algebraisch tiber K'} heifit der alge-
braische Abschluf$ von K in L.

SATZ: A(K, L) ist ein Teilkorper von L, der grofte iiber K algebraische
Teilkérper von L. Ist § € L\A(K, L), so ist (A(K, L))(5) transzendent iiber
AK, L).

BEwEIS: K C 2(K,L) (Beispiel (2)), zu zeigen: Fiir a,b,c € (K, L)
mit ¢ # 0 sind a + b,ac”! € A(K,L). Fiir a,b € A(K,L) ist K(a,b) =
(K(a))(b) nach (2.5.5) endlich tiber K, nach (2.5.2) also algebraisch, somit
sind a & b, ab,ab™! € K(a,b) algebraisch iiber K.

Wiire (U(K, L)) () algebraisch iiber (K, L), folgt mit (2.5.6), dak (A(K, L))(5)
algebraisch tiber K, Widerspruch!

BEISPIEL:

6. A(Q,C) wird die Menge der algebraischen Zahlen genannt. Sowohl
2A(Q, C) als auch A(Q,R) sind unendliche algebraische Erweiterungen
von Q. Beweis: Sei L = A(Q,C) oder L = A(Q,R). Angenommen,
[L: Q] < oo, dann ist [L : Q] = n fiir ein n € N. Nach Eisenstein ist
f = 2™ — 2 irreduzibel iiber Q und "2 € L, mit Beispiel (1) ist
[Q("V2): Q] =n+1]|n (nach (2.5.4))

2.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

DESCARTES (1638) hat bewiesen, daf folgende Konstruktionen (nur mit
Zirkel und Lineal) unmoglich sind:
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1. Quadratur des Kreises, d.h. zu einem gegebenen Kreis ein flichen-
gleiches Quadrat konstruieren.

2. Kubusverdopplung, d.h. zu gegebener Wiirfelkante eine Kante des
Wiirfels mit doppeltem Volumen konstruieren.

3. Trisektion des Winkels, d.h. zu einem gegebenen Winkel ¢ den

Winkel Jgi zu konstruieren.

2.6.1 Formulierung des Problems

Seien E = R?, P, = (x;,y;); sei d(Py, P2) = \/(x1 — x2)2+ (y1 — y2)%. Die
Gerade durch P, und P, sei definiert durch?®

(z,y) | o %} falls 1 # zo und y1 # yo
PPy = {(z,y) | v =21} falls 21 =z und y; # o
{(z,9) | y=wu} falls 21 # @2 und y1 = Yo

Der Kreis um Py mit Radius 7 ist k = {(z,9) | (x — 20)* + (y — y)* = r*}.
Gegeben sei P C R?. Operationen:

(L) Wiéhle zwei verschiedene Punkte P, und P, aus 8 und ,zieche“ Gerade
durch P; und P, (d.h. betrachte die Gerade P, P, wie oben definiert).

(Z) Wébhle zwei verschiedene Punkte P, und P, aus B, ,nehme den Abstand
d(Py, P») in den Zirkel* und zeichne Kreis um Py mit diesem Radius
(d.h. betrachte k = {(z,9) | (x — x0)® + (y — yo)* = d*}).

DEFINITIONEN:

1. Ein Punkt P € E heifst im ersten Schritt aus B konstruierbar, wenn P
Schnittpunkt zweier durch (L) oder (Z) ,konstruierter Objekte ist.

2. Ein Punkt P € F heifst konstruierbar aus 3, falls es eine endliche Folge
Py, ..., P, von Punkten aus E gibt mit P, = P, so dal fiir jedes ¢ gilt:
P, ist im ersten Schritt aus PB;_; ;== PU{P,..., P,_1} konstruierbar.

3. Eine Gerade g C E heiit im ersten Schritt aus B konstruierbar, wenn

4. Eine Gerade g C E heifst konstruierbar aus 13, wenn es konstruierbare
Punkte P; gibt mit g = P, Ps.

25Giehe auch KOECHER /KRIEGER, Ebene Geometrie, 1993

48



2.6.2 Beispiele

1. Sind P; und P, konstruierbar, so ist auch der Mittelpunkt von P; und
P konstruierbar.

2. Wenn P, ¢ P, P, konstruierbar ist, so ist auch das Lot von Py auf P, P,
konstruierbar.

3. Wenn P, € P; P, konstruierbar ist, so ist die Senkrechte in Py auf P, P
konstruierbar.

4. Wenn Py ¢ PP, konstruierbar ist, so ist auch die Parallele zu P, P,

durch F, konstruierbar.

2.6.3 Definitionen

DEFINITIONEN: Sei  C R2.

1. S:=5SP):={acR| Jb: ((a,b) € P)V ((b,a) € P)} sei die Men-

ge aller Koordinaten von Punkten aus P
2. K= K(F) = Q(S(P))

2.6.4 Grad der Erweiterung um einen Punkt

LEMMA: Sei 8 C R? und P € R? im ersten Schritt aus 93 konstruierbar. Ist
K =K() und L = (P U{P}), so existiert ein Kérper T mit K < T < L,
[T: K] <2und [L:T] <2. Somit ist [L : K] =1,2 (oder 4).

BEWEIS: Sei P = (a,b). Mehrere Moglichkeiten, wie P konstruiert wurde:

e Entstanden aus dem Schnitt einer Geraden g und eines Kreises & (d.h.

{P} = gnk): Sei g = PP, mit P, € P (wobei ), k = {(z,y) | (z —x0)*+ (y — yo)*

Py = (20,50) € B, d* = (25 — 24)* + (y3 — ya)*.
Aus 2=2L — DUl folot = 220 (a — 1) +y1. Somit ist, da P € gNk,

T2—T1 Y2—Y1
d> = (a—20)*+ (b—yp)?

2
Y2 — Y
= (a—xO)Q—i— (mz_xll(a—xl)-l-m—yo)

2
Also ist das Polynom (x — x¢)* + (yz;yl(x —x1) + Yy — y()) — d? vom

T2—x1

Grad kleiner gleich 2 mit Koeffizienten aus K[z] = Q(S5)[z], das a
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als Nullstelle hat. Somit hat T' := K (a) hochstens den Grad 2 iiber
K. Genauso hat b hochstens den Grad 2 iiber K, erst recht iiber 7.
Damit ist L = K(P U {P}) = Q(S,a,b) = K(a,b) = T(b), also ist
[L:K]e{1,2,4).

e Entstanden aus dem Schnitt zweier Geraden oder zweier Kreise: analog

2.6.5 Kette von Erweiterungen

SATZ: Sei P C R? und K = K(B). Ist P = (a,b) € R? konstruierbar aus
P, so sind a und b algebraisch iiber K und es existieren Teilkérper L; von R
mit K =Lo< L) <...<Ly>K(a,b)und [L; : L; 1] =2firi=1,... k.
Insbesondere sind [K (a) : K] und [K(b) : K] Potenzen von 2.

BEWEIS:

e Existenz der L;: Nach Definition (2.6.1) existieren P, (i = 1,...,n) mit
P, = P = (a,b) und P; im ersten Schritt aus ;1 := PU{Py,..., P41}
konstruierbar. Sei K; = KC(;), (1 =0,...,n), (Po = P). Es gilt

Ko=K<K <Ky<...<K,>K(ab)
Definiere folgendes Pradikat:
(A;) Es existieren Ty, ..., Ty mit [T} : Tj_4] < 2,1y > K, Ty > K.
Beweis durch Induktion.

— Ap ist mit Ty = K trivial erfiillt.

— Sei (A;) richtig und seien Ky = Ty < T7 < ... < Ty > K; und
[T : Tyl < 2.

— Lemma (2.6.4) mit Kgory = K; und Lgore = KB U {Pi11}) =
K(Bir1) = K liefert: es existiert ein Korper 7" mit K; < T <
K und [T: K] < 2,[Kipy - T) < 2.

Da [T : K;] < 2, existiert a € T mit T' = K;(«) und da [K;;1 :
T| < 2, existiert € K;y1 mit K; 1 = T(3). Setze To;yq := Toi(«)
und Ty 40 1= T2i+1(6)~

Behauptung: (A;11) gilt. Da K; < Ty;, folgt: K;(a) < Ty(a) =
Ti11. Daraus folgt: T(8) < Ty41(8) = Tap2. Da o Nullstelle
eines Polynoms vom grad < 2 aus K;[z] C Ty;[z] folgt mit (2.5.1):
[To;11 : Ty;] < 2. Da 3 Nullstelle eines Polynoms vom grad < 2
aus T[z] C Tyiyq[z] folgt mit (2.5.1): [T @ Toirq] < 2. Fiir

30



i = n erhalten wir K =Ty < ... < Ty, > K,, > K(a,b) und
[T : T;_1] < 2; nun lasse man iiberfliissige 7 weg.

e Insbesondere: K < K(a) < K(a,b) < Ly und [L, : K] = 2* nach
(2.5.3). Mit (2.5.4) folgt: [K(a): K] | 2.

2.6.6 einfache Konstruktionen

LEMMA: Sei B C R? mit (0,0), (1,0) € . Dann gilt:

(a) Sind (a,0), (b,0) konstruierbar aus 3, so ist auch (a,b) konstruierbar
aus ‘.

(b) Sind (a,0), (b,0) konstruierbar aus B, so sind alle Punkte der Form
(a£b,0), (a-b,0) und (a-b~t,0) konstruierbar aus B.

(¢) Ist (a,0) konstruierbar aus P und a > 0, so ist (1/a,0) konstruierbar

aus ‘B.

BEWEIS:
(a) Folgt sofort aus (2.6.2).

(b) Mit Strahlensétzen folgt: (s,0) = (%, O). Produkt: Finde zuerst (%, O),
dann verwende: (a((b=1)71),0) = (ab,0).

(c) Es gilt s> =a -1, also s = \/a.

2.6.7 konstruierbare Punkte

SATZ: Sei B C R? mit (0,0), (1,0) € P und sei K = K(PB). Seien K = Ky <
K, <...< K, = L Teilkérper von R mit [K; : K;_ 1] =2firi=1,...,n.
Sind a,b € L, so ist der Punkt (a, b) konstruierbar aus .

BEWEIS: In drei Schritten:

1. Ist ¢ € K, so ist (¢,0) aus P konstruierbar. Da K = Q(S), gilt nach

(2.4.1): K = ;2 Ry mit Ry = QUS und R 11 = {a —b,% | a,b,c,€ R;,c#0}.

Offensichtlich sind N, Z, Q konstruierbar aus . Fiir s € S existiert
t € R mit (s,t) € B. Damit sind (s,0) und (¢, 0) konstruierbar aus ‘B.
Somit gilt fiir alle r € Ry : (1,0) ist aus B konstruierbar.

Mit (2.6.6) gilt fiir alle s € R;11: (s,0) ist aus P konstruierbar. Damit
folgt: alle Punkte (r,0) mit r € | J;°, R; = K sind aus 8 konstruierbar.
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2. Angenommen nicht alle Punkte (¢,0) mit ¢ € L sind aus P konstru-
ierbar. Dann existiert j € N mit: alle Punkte (¢,0) mit ¢ € K; sind
konstruierbar, aber existiert d € K,y mit (d,0) nicht konstruierbar.
Da [Kj;1 : Kj| = 2, existiert p; = 2* + ax + 3 € Kj[x] irreduzibel mit
pa(d) = 0. Es gilt:

«Q a?
d=—--+41/= —B€eR
3 7 P€
2
:%—ﬁeKJ

!

o
T 0, O) konstruierbar

2
mit (2.6.6) = (\/ % - B, 0) konstruierbar
: a |a? .
mit (2.6.6) = <—§ + T~ B, 0) = (d, 0) konstruierbar

Dies ist ein Widerspruch. Somit gilt: (¢, 0) konstruierbar fiir alle ¢ € L.

3. Da somit (a,0) und (b,0) konstruierbar sind, ist auch (a, b) konstruier-
bar.

2.6.8 Kubusverdopplung

‘ SATZ: Die Kubusverdopplung ist mir Zirkel und Lineal unméglich. ‘

BEWEIS: Einheitswiirfel sei gegeben, d.h. Kante habe Lénge 1, das Volumen
ist damit 1. Gesucht ist Wiirfel mit Volumen 2, genauer dessen Kante (a, 0).
Es gilt: B = {(0,0), (1,0)}, damit K = K(P) = Q. Somit ist a® = 2, damit ist
a Nullstelle von 23 — 2 irreduzibel (Eisenstein), daraus folgt: [Q(a) : Q] = 3.
Mit (2.6.5) folgt: (a,0) ist nicht konstruierbar.

2.6.9 Quadratur des Kreises

’SATZ: Die Quadratur des Kreises ist mir Zirkel und Lineal unmoglich.

BEWEIS: Gegeben sei der Einheitskreis. Gesuch ist ein Quadrat mit gleicher
Fliche, genauer der Punkt (a,0) mit a®> = 7, also a = /7. Es gilt wieder
K = Q. Wiére /7 algebraisch tiber Q, so auch ﬁ2 = 7, Widerspruch.
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2.6.10 Dreiteilung des Winkels

SATZ: Der Winkel ¢ kann genau dann mit Zirkel und Lineal gedrittelt
werden, wenn das Polynom 4z3 — 3z — cos ¢ reduzibel iiber Q(cos p) = K
ist.

BEWEIS: Gegeben seien neben den Punkten (0,0), (1,0) auch (cos ¢, sin ¢)
oder (cos p,0), dann ist K = K(P) = Q(cos ). Gesucht ist (cos £,0). Es gilt
mit ¢ = £

R(cos 3y +isindy) = RN(eV) = ?R((ew)s) = R((cosp + isiny)?)

= R((cos1))® + 3(cos ) (isin ) + 3(cos ) (isin)? + (isin)?)
= R((costp)® — 3(cos ) (sinep)? + i - (3(cosp)?(sineh) — (sinv))?))

= (cos®))® — 3(cos ) (sinvp)?
= (cos®)® — 3(costp)(1 — cos® 1)
= 4cos®y) — 3cosp

3P

— 0 = 4cos §—3cos§—cos<p

Damit ist cos £ Nullstelle von f = 43 — 3x — cos .

e Ist f irreduzibel iiber K = Q(cos ), so ist grad(cos ) = 3, damit ist
nach Satz (2.6.5) (cos £,0) nicht konstruierbar.

e Ist f reduzibel, so ist f = g - h mit gradg,h < 2. Da Peos £ | f, gilt
Peos £ | g oder h. Damit ist grad(cos £) < 2, daher ist (cos %,O) nach
Satz (2.6.7) konstruierbar.

KOROLLAR: Der Winkel ¢ = 7 ist drittelbar, der Winkel ¢ = % ist

nicht drittelbar mit Zirkel und Lineal, insbesondere gibt es kein allgemeines
Verfahren zur Winkeldrittelung.

BEWEIS: Fiir ¢ = 7 ist 42% — 32 — cosp = 42% — 3z + 1 iiber K = Q
reduzibel, da § Nullstelle ist. Zudem ist cos ¥ = 1, der Punkt (3, 0) ist aber
leicht konstruierbar.

Zu ¢ = %: Das Polynom f = 42® — 3z —  iiber K = Q(3) = Q ist irreduzibel:
Setze 2t 4+ 2 in 2f ein:
g(t) = 8-22(t+1*—12(t+1) -1
= 64> +3° +3t+1) — 12t — 12 -1
= 64> +3-64> +3-60t 4317
Nach Eisenstein (p = 3) ist dieses Polynom irreduzibel.

BEMERKUNGEN:
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e Siehe auch L. BIEBERBACH: Theorie der geometrischen Konstruktio-
nen, Birkh&user 1952; oder in I. STEWART, S. 64.

e Winkeldrittelung geht mit Zirkel und ,markiertem“ Lineal (Lineal mit
einem fest markierten Abstand d). Nehme dazu an, daf der Winkeln
0 < ¢ < 7 erfiillt (halbiere Winkel mehrfach, dann dritteln, dann wieder
oft genug verdoppeln).

2.7 Zerfallunngskorper, normale Erweiterungen
2.7.1 Zerfallungskorper
Sei K Korper und f € K[z] und 0 # f € K[z].

DEFINITION: Ein Erweiterungskorper L von K heifit ein Zerfdllungskorper
von f iiber K, wenn es Elemente ay,...,a, € L und ¢ € K gibt mit

(1) f=clx—ay) ... (v —ay) und
(2) L=K(ag,...,ap).

Fir f = 0 sei K der Zerfallungskorper.

BEMERKUNG: Wir schreiben auch K (f) fiir ,den Zerfallungskorper (nach
dem wir Eindeutigkeit bis auf Isomorphie bewiesen haben).

BEISPIEL:

1. C ist ein Zerfallungskorper des Polynoms f = 22 + 1 iiber R, da oy = ¢
und ap = —1, somit ist 2% + 1 = (x +i)(z — i), und C = R(4, —1).

LEMMA: Ist L ein Zerfallungskorper von f iiber K und ist K < M < L, so
ist L auch ein Zerfallungskoérper von f iiber M.

BEWEIS: Die Eigenschaft (2.7.1) ist mit denselben «; erfiillt, und (2.7.1)
ergibt sich wegen L = K(aq,...,a,) < M(ay,...,a,) = L.

SATZ: Ist K ein Korper und f € K|z], so existiert ein Zerfallungskorper
L von f iiber K, und je zwei solche Zerfallungskorper von f sind iiber K
isomorph.

BEWEIS:

e Existenz: Induktion nach grad f.
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— Induktionsverankerung: grad f = 0 oder 1. Fiir f = ¢ konstant ist
K der Zerfallungskorper, ein Polynom ersten Grades f = cx+d mit
¢ # 0 hat die Nullstelle a; = —% € K, also ist K Zerfallungskorper.

— Induktionsvoraussetzung: Sei grad f = n > 1 und die Aussage
gelte fiir alle Polynome vom Grad kleiner n iiber jedem Korper.

— Induktionsschlufs: Offenbar existieren p, ¢ € Kz| mit p irreduzibel
und f = pg (es kann ¢ = 1 sein). Nach Satz (2.4.5) existiert
ein Korper Ly = K(ap) mit p(ay) = 0. Da f € Ly[z], existiert
g € Ly[z] mit f = (r—ay)g, Lemma (1.3.9). Mit der Gradformel fiir
Polynome ist grad g = n — 1 < n. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert ein Zerfallungskorper L von g iiber Ly, d.h. es existieren
ag,...,a, € Lund ¢ € L mit g = ¢(x — asz)...(r — ) und
L =Li(ag,...,ap), daraus folgt

f=—-—a)g=clx—a)(r—ag)...(z —ay)
wobei «; € L und ¢ € K (da hochster Koeffizient von f € K|[z]).
Zudem ist L = Li(ag,...,a,) = K(ag,ag, ..., ap).

BEMERKUNG: Der Beweis war konstruktiv und liefert: [K(f) : K] <
(grad f)!, da [L; : K] = [K(ay) : K] = gradp < grad f = n ist und
[L: L] < (gradg)! < (n — 1)!ist, damit ist nach (2.5.3) auch [L: K] = [L:
L) [L1: K] <(n—1)!-n=nl

2.7.2 Polynome kleinen Grades
Sei K ein Korper, f € K|[x].

1. grad f < 1folgt K(f) =K

2. grad f = 2, etwa f = x? + px + q, falls reduzibel, so ist K(f) = K,
andernfalls ist f = 224+pr+q = (v—ay)(r—ay) = 22— (a1 +az)z+ 0.
Somit ist ap = —p — oy, damit ist [K(f) : K] = 2.

3. grad f = 3, falls reduzibel mit f = ¢g-h und gradg = 2, so ist
K(f) = K(g), siche oben. Falls f irreduzibel, so ist [K(«) : K] = 3 mit
f(a) =0, damit folgt f = (z — «) - ¢ mit g € K(«)[z|, damit folgt:
Entweder ¢ reduzibel in K(«)[z], dann ist K(f) = K(a); oder g
irreduzibel in K(a)[z], damit ist [K(a)(g) : K(a)] = 2, damit ist
K (f): K] =6,

BEISPIEL:
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2. Sei f=a®—2 (a) K = Q oder (b) K = Q(0) mit o = e5".

(a) K = Q: Dann ist a = V2 € R, (pa)? = 0°a® = o® = 2, (0a)® =
0°a? = 2; 23 -2 = (z—a)(?+az+a?) = (z—a)(z—pa)(z—0*a) =
(x — a)(z® — (0 + 0*)a + 0*°a?), damit ist [K(f): K] =6

(b) K =Q(p): Da ¢* + 0+ 1 =0, hat ¢ (hochstens) den Grad 2 iiber
Q. Daher ist mit (2.5.3) a ¢ K, also 2® — 2 irreduzibel iiber K,
es folgt also [K () : K] = 3. Dann ist 2° — 2 = (x — a)g mit
g € K(a)[z]. Da g, o’a € K(a), K(f) = K(a), [K(f) : K] = 3.

2.7.3 Isomorphismus der Polynomringe

LEMMA: Sei K < L und o ein Isomorphismus von L auf L?; sei ¢ : L|x] —
L?[x] wie in (1.3.8) definiert. Dann gilt:

1. [L?: K?|=[L: K].
2. Ist f € L[z] und o € L mit f(a) =0, soist f7(a”) =0.

3. Ist f € K[z|,k” = k fur alle k € K und L = L (also o ein Auto-
morphismus von L iiber K), so permutiert o die Nullstellen von f in
L.
BEWEIS:
1. Seien oy, ..., ay, € Llinear unabhéngig tiber K. Behauptung: of, ..., a2 €
L7 sind linear unabhéngig tiber K?. Beweis: sind ¢; € K7 mit - | ¢;af =
0, so gilt:

—1

0=0"" = (z": cmf) = Zn: 7

i=1 i=1

Da ay, ..., q, linear unabhéngig sind, folgt: 0371 =0firi=1,...,n,
damit auch ¢; = 0 fiir ¢« = 1,...,n. Somit [L? : K°] > [L : K].
Anwendung auf o~ liefert:

[L: K] =[(L)7 "+ (K°)" ] > [L7: K]

2. Sei € L mit f(o) =0, f =30 ez, dann f7 =37  afz'. Es gilt:
07 = (f(a)” = (Z aiO/) =Y af(a”) = f7(a”)
i=0 =0
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3. Hier ist nach Voraussetzung f7 =Y "' jafz" =Y 1 ja;x' = f. Ist also
M:={aeL| f(a) =0},s0ist M7 C M.Ist f =0, so ist die Aussage
trivial. Ist f # 0, so ist M endlich und oy, : M — M injektiv (da

Isomorphismus), damit surjektiv, also Permutation.

2.7.4 Isomorphismus der Zerfallungskorper

SATZ: Sei o ein Isomorphismus des Korpers K auf K7, f € K[x] und f°
wie in (1.3.8) definiert. Sind L und M Zerfallungskorper von f iiber K bzw.
f7 iber K, so existiert ein Isomorphismus o* : L — M, der o fortsetzt.

BEMERKUNGEN:
1. Eindeutigkeit in (2.7.1) folgt mit o = id.

2. Zerféllungskorper iiber QQ sind immer in C enthalten, daher ,einfach “zu
konstruieren.

BEWEIS: Induktion nach [L : K]

o Ist[L: K]=1,soexistierena; € K,c € Kmit f =c(z—ay)...(x—ay).
Da ¢ Homomorphismus ist (1.3.8), ist f© = ¢?(z — af)...(z — a?),
wobei af € K. Daraus folgt: K7 ist der einzige Zerfallungskdérper von

f7 iber K7, also M = K°. Setze o* = 0.

e Sei also [L: K] > 1 und Satz (2.7.4) richtig fiir alle Zerfallungskorper
mit kleinerem Grad {iber dem Grundkérper. Da [L : K] > 1, existiert ein
irreduzibles Polynom p € K[x] mit gradp > 2 und f = p - ¢, wobei g €
K[z]. Da L = K(f), existieren nach Definition o; € L,c € K mit f =
clx—ay)...(xr—a,) = p-q. Mit Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
tiber dem ZPE-Ring L[x] folgt: p = ¢*(z — ) ... (x — «,.) bei geeigneter
Nummerierung, wobei r > 2. Sei a = «.

Da & Homomorphismus, ist f7 = p?¢°. Nach (1.3.8) ist p” irreduzibel in
K[z]. In M existieren ; mit [ =d(z — ;) ... (x — 3,), daraus folgt
bei geeigneter Nummerierung p° = d*(x — (1) ... (x — ;). Sei 5 = (.

Nach Satz (2.4.6) (angewandt auf K, p, o, «, 3) existiert Isomorphismus
o1: K(a) = K?(f) mit 0q|x = 0. Nach Lemma (2.7.1) ist L = K(«a)(f)
und M = K7(3)(f7). Nach Gradsatz ist [L : K(«)] = [K[fal)(]K] < [L: K],
da K(a) > K. Nach Induktionsannahme existiert Fortsetzung o* : L —
M von o4, also von o.
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2.7.5 normale Korpererweiterungen — Zerfiallungskorper
Seien K < L Korper.

DEFINITION: L heift normal iiber K (oder die Erweiterung (K, L) heifst
normal), wenn L endlich iiber K ist und jedes irreduzible Polynom ¢g € K{z],
das in L eine Nullstelle hat, in L in Linearfaktoren zerfallt, d.h.

g € K|z] irreduzibel, Ja € L mit g(a) =0
— dy;€L,ce Kmitg=c(zx —a)...(x — )

BEISPIELE:

1. Cist normal iiber R mit Fundamentalsatz der Algebra (und [C : R] = 2).
Diesen Satz brauchen wir aber nicht, siehe Beispiel 3.

2. Falls [L : K| < 2,soist L normal tiber K. Beweis: [L: K| =1= L =K,
ist g € K|x] irreduzibel mit Nullstelle in K, so ist gradg = 1. Falls
[L : K] =2 und g € KJ[z] irreduzibel mit Nullstelle o in K, so ist
K(a) < L. Mit (2.5.3) folgt: [K(a) : K] | [L : K| = 2. Damit falls
a € K, folgt gradg = 1. Falls o ¢ K, so ist gradg = [K(«) : K] = 2,
mit (2.7.2) folgt: g = ¢(z — a)(x — ) mit 5 € L.

3. Fir K = Q und L = R oder C ist L nicht normal iiber K, da [L : K| =
0.

4. Q(V/2) ist nicht normal iiber Q. Die Nullstellen von 23 —2sind /2, 0V/2, 022
fiir 0 = e’3", wobei nur die erste dieser Nullstellen in Q(+/2) liegt (siche
Beispiel zu (2.7.2)).

SATZ: Genau dann ist L normal iiber K, wenn L Zerfallungskorper eines
geeigneten Polynoms f € Klz| iber K ist. Ist L normal iber K und
L= K(ay,...,a,) und p; = p,, das Minimalpolynom von «; iiber K (i =
1,...,n),soist L = K(f) mit f =[], p:

BEWEIS: Ist L normal iiber K, so [L : K] < oo, also existieren obige a; und
sind (nach (2.5.2)) algebraisch iiber K. Also existieren p; und f. Da L normal
iiber K ist, existieren «;; € L mit

pi = cilx—aq)...(r— ay,), wobel a; = o
n T
= le_IcZ (x — )
=1 j=1



Es folgt: L = K(f).

Sei nun L = K(f) fir f € K[z, also existieren o; € L und ¢ € K mit
f=clx—ay)...(x — ap). Nach Bemerkung (2.7.1) ist [L : K] < 0.

Behauptung: Ist g € Klx| irreduzibel und sind (1, f Nullstellen von ¢ in
Erweiterungskorpern von L, so ist [L(f;) : K| = [L(fs) : K]

Beweis: L(f3;) ist Zerfallungskorper von f iiber K(f;), da o; € L(;) und
K(ﬁi)(ala <. 7an) = K(Oﬁl, v 7anvﬁi) = L(ﬂl)

Nach (2.4.6) existiert Isomorphismus oy : K(f;) — K(f2) tiber K, also
f7 = f. Mit (2.7.4) folgt: es existiert Fortsetzung o* : L(;) — L(/2) von o.
Nach (2.7.3) ist [L(01) : K] = [L(B2) : K]. O

Sei g € K]x] irreduzibel und 8 € L mit g(3) = 0. Betrachte L(g) und
B; € L(g) mit g(5;) = 0. Dann folgt:

[L: K] =[L(B) : K] = [L(B) : K] = [L(5) : L] - [L : K]

Daraus folgt: [L(5;) : L] = 1, also (3; € L. Also zerfallt g in L.

2.7.6 Normalitat iiber Zwischenkorpern

KOROLLAR: Seien K < M < L Korper. Falls L normal iiber K ist, so ist
L normal tber M.

BEWEIS: Aus L normal iiber K folgt mit (2.7.5), dab ein f € K|[z| existiert
mit L = K(f); Lemma (2.7.1) sagt aus: L = M(f), wieder mit (2.7.5) ist L
normal iiber M.

2.7.7 Ausbau einer Erweiterung zu einer normalen Erweiterung

SATZ: Seien K < L Koérper mit [L : K] < oo. Dann gilt:
1. Es existieren Erweiterungskorper M von L mit M normal iiber K.

2. Je zwei kleinste solche Erweiterungskorper sind iiber L isomorph.

BEWEIS:

1. Da [L : K] < oo, existieren o; € L mit L = K(ay,...,a,). Nach Satz
(2.5.2) ist o algebraisch iiber K, sei p; = pa,. Sei f = [[;, pi € K[z] C
Llz]. Sei M = L(f) ein Zerfallungskorper. Dann existieren (3; € M mit
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f=clx—=p01)...-(x—=p,). Daa,; (i € {1,...,n}) eine Nullstelle von
fin L < M ist, existiert j mit a; = ;.

Wir wollen zeigen: M = K (f), zu zeigen bleibt dafiir: M = K (34, ..., 3,).
Offenbar ist K (51,...,0,) > K(ai,...,a,) = Ly alsoist K(By,...,0,) >
L(ﬁl)"'vﬁr):M-

2. als Ubungsaufgabe 35

2.7.8 Automorphismus

SATZ: Sei K < M < L und L normal iiber K. Ist v : M — L ein
Monomorphismus iiber K (d.h. mit a” = a fiir alle a € K), so existiert ein
Automorphismus ¢ von L mit |y = v.

BEWEIS: Nach Satz (2.7.5) ist L = K(f) mit f € K[z]. Nach Lemma (2.7.1)

(2.7.1) (2.7.1)

ist dann L =" M(f) =" M"(f) = M"(f") (da f = f” wegen ,jiber K*“).
Nach Satz (2.7.4) existiert ein Isomorphismus o : M(f) =L — M"(f") =L
mit oy = v.

2.7.9 Isomorphismus zwischen Nullstellen

Sei L normal iiber K. Sind o € L und 8 € L Nullstellen des irreduziblen
Polynoms p € KJz], so existiert ein Isomorphismus o von L iiber K mit

a’ = (.

BEWEIS: Wende (2.7.8) an mit M = K(«) < L und v : K(a) — K(f) mit
o’ = f3, der nach Satz (2.4.6) existiert.

2.7.10 Algebraisch abgeschlossene Korper

SATZ: Die folgenden Eigenschaften des Korpers K sind dquivalent:

(a) K besitzt keine echte algebraische Erweiterung (aus L > K mit L
algebraisch tiber K folgt: L = K)

(b) Jedes Polynom f € K[z] vom Grade > 1 besitzt eine Nullstelle in K.

(c) Jedes Polynom f € K|[z] zerfallt in Linearfaktoren (d.h. es existieren
C, a1, ...,0p € Kmit f=clz—ay) ... (x—ay)).

(d) Jedes irreduzible Polynom iiber K hat den Grad 1.
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DEFINITION: Ein Kérper mit einer (und damit allen) dieser vier Eigenschaf-
ten heifst algebraisch abgeschlossen.

BEWEIS:

(d) = (a)

Sei L = K(f). Mit (2.7.1) und (2.5.2) folgt: L ist algebraisch iiber K,
also ist L = K.

trivial

Sei p € K|[z] irreduzibel. Nach (b) existiert a € K mit p(«) = 0. Nach
(1.3.9) ist p = (x — «) - ¢ mit g € K[x]. Da p irreduzibel ist, ist g € K,
also gradp = 1.

Sei L > K algebraisch iiber K. Fiir o € L existiert p, € K|x] irreduzibel
mit p,(a) =0 (Satz (2.4.4)). Da gradp, = 1, ist a € K.

2.7.11 Algebraisch abgeschlossene Korper

SATZ: Zu jedem Korper K existiert ein Erweiterungskorper 2(K) mit
1. 2A(K) ist algebraisch abgeschlossen.
2. A(K) ist algebraisch iiber K.

Je zwei solche Korper sind iiber K isomorph.

DEFINITION: Wir nennen A(K) ,den* algebraischen Abschluff von K.

HILFSMITTEL fiir den Beweis:

ZORNSCHES LEMMA: Sei M eine nichtleere (teilweise) geordnete Menge.
Hat jede Kette I in M eine obere Schranke in M, so existiert ein maximales
Element in M. 26

LEMMA: Ist K ein Kérper und L algebraisch iiber K, so ist |L| < |K[x]|.
BEWEIS: Zu p € Klz], p irreduzibel, sei N, := {a € L | p(a) = 0}. Sei
op: Ny — {p'| i € N} injektiv. Definiere o : L — K[z]. Fiir o € L existiert
Pa € K[z] Minimalpolynom. Somit a € N, und wir definieren a? := %«
Zur Injektivitdt von o: Sei a # B Ist po = pg =: p, so sind «, 3 € N, somit
a? =% # (% = (9. Ist p, # ps, so ist a? = p’, und 3° :p]ﬂ fiir 4,5 € N.
Da ZPE-Ring, ist pi, # p.

BEWEIS:

Z6giche Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001/2002, Seite 33
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1. Sei K = (K,+,-) ein Kérper, sei X = K UP(K][z]).?" Sei
I'= {<L>€B7O) | LC X7 <K7+7> < <L7@7O)7 Lalg tiber K}

Definiere®® (L, +1,1) < (La, +2,2) & Ly Teilkorper von Ly. Offen-
sichtlich ist < eine (teilweise) Ordnung auf I'. Zudem ist K € T" # 0.
Sei A eine Kette I'. Sei L :=J, .o L € X und fiir a,b € L existieren
(Ll, +1, '1), (LQ, +2, '2) € A mitae Ll,b S LQ; etwa L1 < LQ, dann gllt
a,b € Ly. Definiere nun a @ b:=a+sbund aob=a -5 b.

Behauptung: (L,®,0) ist ein Korper. Beweis: Sind a,b,c € L; a €
Ly,b € Ly,c € Ly, etwa Ly < Ly < L3, so ist a,b,c € Ls. Hier gelten
alle Korpergesetze, also auch fiir @, o.

Mit L; € A folgt: L; < (L,®,0) (so sind @, o0 definiert). Somit ist

(L, &, 0) eine obere Schranke von A. Nach Zornschem Lemma existiert
ein maximales Element (A, @, 0) in I

Behauptung: A ist ein algebraischer Abschlufs von K. Beweis: Sei B > A,
B algebraisch iiber A, dann folgt mit (2.5.6), dalt B algebraisch iiber
K ist. Mit Lemma ist |A|,|B| < |K[z]|. Da X nicht Vereinigung zweier
Teilmengen kleinerer Méachtigkeit ist, ist | X \ A| > |K|z]| > |B\ A4|.

Somit existiert eine injektive Abbildung v von B\ A in X \ A. Somit
BY ~ B algebraisch iiber K, damit ist B” € I', da A maximal ist, ist
BY = A, damit ist A = B.

2. Da A €T, ist A algebraisch iiber K.

2.7.12 Isomorphismus zwischen algebraischen Abschliissen

SATZ: Sei p: K — K¢ ein [somorphismus und seien A bzw. B algebraische
Abschliisse von K bzw. K¢. Dann existiert ein Isomorphismus o : A — B
mit o|x = o.

BEWEIS: Sei I die Menge aller Isomorphismen o eines K enthaltenen Teil-
korpers A; von A auf einen Teilkérper By von B mit o|x = p. Offenbar ist
I' # (), da o € . Die benétigte Ordnung auf I" wird definiert durch: Fiir alle
o0:A — Byund 7: Ay — By mit A; < Ay und By < By ist

o< T:&Tla =0

2Twobei X einfach grof gegeniiber K ist und K enthélt
28 Ich betrachte einfach die Menge aller Kérper in dieser Menge. Das kann ich doch
einfach tun. ..das kann mir zumindest keiner verbieten!*
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Das ist eine teilweise Ordnung auf I'. Sei A C I eine Kette, § : As — By fiir
6 € A.Sei L =Jsep As. Dann ist L < A (da die o eine Kette bilden). Fiir
a € L existiert § € A mit a € As. Dann sei a* := a°. Das liefert A\ : L — B,
daa e Agl, A52 = (etwa) 0 <0y = a® = a®.
Sind a,b € L mit a € As, und b € A, (etwa Az, < b9, d.h. A5, < As,). Also
ist

(a+b)* = (a+b)* = a” + b2 = a* + b
Genauso fiir Multiplikation und Injektivitdt. Somit A € I und fiir 6 € A ist
As < Lund § <.

Nach Zornschem Lemma existiert ein maximales Element o : T — T7 € T.
Ist T'= A, so sind wir fertig: Denn dann ist T" algebraisch abgeschlossen, also
hat jedes Polynom aus T'[z] eine Nullstelle, mit (2.7.3) gilt dasselbe fiir 7,
mit (2.7.10) ist also T algebraisch abgeschlossen. Da B algebraisch iiber K2,
also auch iiber T, folgt B = T7. Damit tut ¢ das Verlangte.

Angenommen, T # A. Dann existiert « € A\ T mit A algebraisch tiber K,
existiert f € K[z| irreduzibel mit f(«) = 0. Da A algebraisch abgeschlossen,
existieren @ = ay,...,a, € Aund c € K mit f =z(x —aq) - ... - (x — ay).
Da B algebraisch abgeschlossen ist, zerfallt f° in B und somit existiert
T7(f%) < B. Nach Satz (2.7.4) existiert eine Fortsetzung 7 : T'(f) — T7(f°)
von 0. Offenbar ist 7 € I'und 0 < 7. Wegen a« € A\T, ist 7 > o, Widerspruch!

2.8 endliche (Gruppen und) Korper

2.8.1 Erzeugnis, zyklische Gruppen
Seien (G, -) und (G, o) Gruppen, H C G und g € G. Wir (sollten) kennen:
1. |G| :== Anzahl der Elemente in G (Ordnung)

2. 0 : G — G ist ein Homomorphismus genau dann, wenn (a-b)” = a” o b”
fir alle a,b € G

3. Endomorphismus, Monomorphismus, Epimorphismus, Automorphismus,
Isomorphismus wie immer

4. H < G (Untergruppe) genau dann, wenn (H, |y« ) eine Gruppe ist.
Dies ist genau dann, wenn H # () und mit x,y € H auch zy~' € H

5. aus H; < G (mit ¢ € I) folgt: (., Hi < G.

6. Potenzen von g: ¢° ;== 1und ¢" := g"1-gund ¢7" = (¢~ !)" (fiir n € N)
und analog fiir additiv geschriebene Gruppe®

giehe Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001/2002, Satz 1.5.3
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7. g"t™ = g" . g™ fiir n,m € Z, insbesondere (¢")"! = g™
8. (¢g")" =g"" = (g")"
DEFINITIONEN:

1. (H) = N{U | HCU < G} ist das Erzeugnis von H in G (und in
Kurzschreibweise (g) := ({g}))

2. G heifst zyklisch, wenn es ein g € G gibt mit G = (g).

SATZ: Ist G = (g) zyklisch, so ist G = {¢™ | m € Z}. Dann gibt es zwei
Moglichkeiten:

(i) Alle Potenzen g* (mit ¢ € Z) sind paarweise verschieden. Dann ist |G|
unendlich und ¢* - ¢ = ¢**7 beschreibt die Multiplikation in G.

(ii) Es existiert k¥ € N mit g*¥ = 1. Ist n die kleinste solche Zahl, so ist
G={¢" 9" g%...,9" '} und diese sind paarweise verschieden, also

|G| =n.

BEWEIS: Sei M := {¢™ | m € Z}. Dann ist M # () und mit ¢* und ¢’ ist
auch ¢ - (¢?)~! = g"~7 € M, also ist M eine Untergruppe. Jede Untergruppe
U < G mit g € U enthélt offenbar alle Potenzen von g, also M. Damit ist
M =n{U| geU<G} = (g). Sind alle ¢° paarweise verschieden, bleibt
nichts zu zeigen. Sei also ¢' = ¢/, etwa i > j. Dann ist i — j € N und
g7 =g g7 =g (¢)"" = 1. Somit sind ¢°,...,¢g"" ! paarweise verschie-
den. Fiir m € Z existieren ¢, mit m = gn +r, 0 < r < n, dann folgt:
gr=gntr=g"-g"=(g")"-g" =1g"=¢".

KOROLLAR: Fiir jedes n € NU {oo} gibt es bis auf Isomorphie genau eine
zyklische Gruppe der Ordnung n.

BEWEIS: Dal je zwei solche Gruppen isomorph sind, folgt aus dem Satz
und den Potenzgesetzen. Existenz: (Z, +) zyklisch erzeugt von 1; (Z/nZ,+)
zyklisch erzeugt von 1+nZ.

2.8.2 Der Satz von LAGRANGE

Sei GG eine Gruppe, H < G und g € G.

DEFINITIONEN:
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1. Hg:={hg| h € H} ist die Rechtsrestklasse von g nach H.
gH :={gh| h € H} ist die Linksrestklasse von ¢g nach H.

2. |G : H| := Anzahl der verschiedenen Rechtsrestklassen von H in G (der
Index)

BEMERKUNGEN:

1. Im allgemeinen ist Hg # gH, zum Beispiel: Fiir G = S3(= X3) und
H = ((12)) = {id,(12)} sowie g = (23) ist Hg = {(23),(132)} #
{(23), (123)} = g1

2. Es gibt genauso viele Links- wie Rechtsrestklassen, Beweis: Nach gleich
gezeigtem Lemma ist G = |, . Hr (disjunkte Vereinigung und R ein
Reprasentantensystem fiir die Rechtsrestklassen), mit Aufgabe 37 ist
G=G"'=W,xHr) " =, .pr ' H. Somit ist R~! ein Représentan-
tensystem fiir die Linksrestklassen.

LEMMA:
(a) G =UsecHyg
(b) Fiir a,b € G sind dquivalent:
(1) Ha = Hb

(2) Han Hb # 0
(3) ab' € H

BEWEIS:
(a) Mit g € G ist g =1g € Hg, damit ist G €, Hg

b) Kreisschluk:

2)=(3) sei x € Ha N Hb, damit existieren hy, hy € H mit hya = x = hyb.
Damit ist ab~! = hy'hy € H.

(3)=(1) mit ab™' € Hist H > (ab™')™' = (b7")ta™t =ba™!; fir h e H
ist ha = (hab )b € Hb und damit Ha C Hb, analog: hb =
(hba™)a € Ha und damit Hb C Ha.

(
(1)=(2) trivial, da H # 0
(2)
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SATZ von LAGRANGE (1736-1813): Ist G eine endliche Gruppe und H < G,
soist |G| = |H| - |G : H|, d.h. Ordnung und Index von Untergruppen sind
Teiler der Gruppenordnung.

BEWEIS: Nach dem Lemma ist G disjunkte Vereinigung der |G : H| verschie-
denen Rechtsrestklassen Hg von H. Die Abbildung 7: H — Hg, h — hg ist
bijektiv: aus hyg = hag folgt: hy = hy (Injektivitét). Surjektivitat folgt aus
der Definition.

2.8.3 Elementordnung

Sei G eine Gruppe, g € G.

DEFINITION: Sei o(g) die kleinste natiirliche Zahl mit ¢g" = 1 (bzw. co, wenn
kein solches n existiert). o(g) heifst Ordnung von g.

EIGENSCHAFTEN:
1. o(g) = |{g)| (Satz (2.8.1)).
2. o(g) teilt |G|, falls |G| endlich (Satz (2.8.2)).

3. Ist o(g) = n, so gilt fiir alle k € N: genau dann ist g* = 1, wenn n | k.
Bewezs:

o< Fallsn |k, dh. k=n-rmitr € Z,soist g8 = ¢ = (¢")" = 1" = 1.

,2= Sei k= qn+riq,r € 2;0 <r <n Esgilt 1 = g* = g™ =
g™ - g" = g", daraus folgt: r = 0, also ist n | k.

4. Ist o(g) = n,d | n, so ist o(g?) = 2. Beweis:
(974 =g"

Offenbar ist % die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft.

a3

BEISPIELE:

1. Sei G = S3. Die Elemente (123), (132) haben Ordnung 3, (12), (13), (23)
haben Ordnung 2.

2. Sei G = S. Fiir g = (123456) ist o(g) = 6, fiir ¢> = (135)(246) ist
o(g?) =3 = 5. Fiir g* = (14)(25)(36) ist o(¢g®) =2 = 2.

66



LEMMA: Sind a,b € G mit ab = ba und ggT(o(a),o(b)) =1, so ist o(ab) =
o(a)o(b).

BEWEIS: Sei o(a) = r,0(b) = s. Dann ist (ab)™ = a"*b"™ = 1. Sei n € N mit
(ab)™ =1, dann folgt 1 = (ab)™ = a™b"™ = a"*, daraus folgt mit Bemerkung
(3): 7 | ns, also r | n (da (r,s) = 1, Aufg. 15). Genauso s | n, es folgt (Aufg
15): rs | n, also rs < n. Damit o(ab) = rs = o(a)o(b).

KOROLLAR: Ist A eine endliche abelsche Gruppe und a € A mit o(a)
maximal, so gilt: o(b) | o(a) fir jedes b € A.

BEWEIS: Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann existiert b € A mit
o(b) 1 o(a). Dann existieren p € P und r, s,n,m € N mit

ob)=p"-r, ola)=p"-s, (p,r)=(p,s) =1, n>m

Nach (4) ist o(b") = p",0(a?™) = s. Mit Lemma folgt: o(b"a?") = p"s >
p™s = o(a), Widerspruch zur Maximalitét von o(a).

2.8.4 multiplikative Gruppe eines Korpers

SATZ: Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers
ist zyklisch.

BEWEIS: Sei G < (K \ {0},-) endlich, K Korper. Sei a € G ein Element
maximaler Ordnung, etwa o(a) = n. Nach Korollar (2.8.3) gilt dann: o(g) | n
fir alle ¢ € G. Nach (3) aus (2.8.3) folgt: g" = 1. Somit ist jedes g € G
Nullstelle des Polynoms 2™ — 1. Nach (1.3.9) hat dieses Polynom héchstens n
Nullstellen. Diese Nullstellen sind: a® = 1,a,a?,...,a""! (nach Satz (2.8.1)).
Daraus folgt: G = {1,a,a?, ...,a" '}, d.h. G ist zyklisch.

2.8.5 endlicher Korper

KOROLLAR: Sei K ein endlicher Kérper. Dann gilt:
1. Die multiplikative Gruppe K* = (K \ {0}, ) von K ist zyklisch.

2. K ist eine einfache Erweiterung des in K enthaltenen Primkorpers.

BEWEIS von (2): Ist F der Primkérper und K* = (a), so gilt F(a) 2
{1,a,ad% ...} U{0} = K.
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2.8.6 mehrfache Nullstellen von Polynomen.
DEFINITIONEN: Sei K ein Korper, f=>"" ja;2" € K[X] und o € K.

e « heifit k-fache Nullstelle von f genau dann, wenn f = (z — a)* - g
mit g € K[z],g(a) # 0. Falls k = 1, heift a einfache Nullstelle, sonst
mehrfache Nullstelle.

e Sei f/:=>"" da;x"t, die Ableitung von f.

LEMMA: Seien f,g € K|z]. Dann gilt:
L (cf) =cf,(f+9)=f+4
2. (fg)=1fg+fd

3. Firn € Nist ((z — a)") = n(z — )" L.

BEWEIS:
1. trivial.
2. Wegen (a) ist (b) nur fiir f = 2™ und g = 2™ zu beweisen.

f,g —'— fg/ = nxn_l . xm + xn -m - xm—l

= (n+m)a™" = (fg)
3. Vollstandige Induktion. Fiir n =1:1=1. Fiir n > 1 gilt

(z—a)" = (z—a)(@—a)""

(@=a)) = 1-(@—a)" ' +@-a)n-1)@-a)2=n-(z—a)"

SATZ: Sei « € K mit f(«) = 0. Genau dann ist o eine mehrfache Nullstelle,
wenn f'(a) = 0.

BEWEIS: Sei f = (z — a)* - g mit g(a) # 0,k > 1. Es gilt
frfek-(@-a) g+ (@-a)f ¢
Ist a mehrfache Nullstelle, so ist £ > 2, also f'(a) =0, da a — « als Faktor
in f'(«) auftritt.
Sei f'(a) = 0. Angenommen k = 1, d.h. f = (r—a)g, es folgt ein Widerspruch,
da
f" = g+ —a)y
0 = fia)=gla)+(a—a)g(a) =g(a)



2.8.7 Hauptsatz

Zu jeder Primzahlpotenz p™(p € P, n € N) gibt es bis auf Isomorphie genau
einen Kérper GF (p") mit p” Elementen, ndmlich den Zerfallungskérper des
Polynoms 2" — z iiber GF(p) = Z/pZ. Jeder endliche Kérper ist zu einem
solchen GF(p") isomorph.

BEWEIS: Sei K ein endlicher Korper. Da Q unendlich, ist der Primkorper F
von K nach (1.1.11) isomorph zu GF(p) fiir ein p € P.

Nach Satz (2.5.1) ist K ein Vektorraum iiber F' der Dimension n fiir ein
n € N. Laut dem Hauptsatz iiber endlichdimensionale Vektorrdume ist
K~ F"={(xy,...,2,) | v € F} (als Vektorraum), wobei |F"| = p". Somit
|K| =p", also |K*| =p" — 1.

Fiir jedes a € K* gilt nach (2) aus (2.8.3): o(a) | p" — 1; nach (3) aus (2.8.3)
ist a?" 71 =1, also " — a = 0. Das gilt auch fiir a = 0. Also alle Elemente
von K sind Nullstellen des Polynoms a?" — z. Ist also K = {a,...,apn}, s0
folgt: 27" —x = (x — ay) ... (¥ — apn). Ferner K = F(ay, ..., au). Nach Def.
(2.7.1) ist K ein Zerfillungskdrper von 2P — x iiber F.

Ist K; ein weiterer Kérper mit p” Elementen und Fj sein Primkorper, so
ist /| ~ GF(p) ~ F und K, ein Zerfillungskorper von zF" — z iiber F}. Sei
o : F — F; ein Isomorphismus, dann ist (27" —2)” = 27" — z. Nach Satz
(2.7.4) existiert ein Isomorphismus von K auf Kj.

Zu zeigen bleibt: zu jeder Primzahlpotenz p" existiert ein Kérper mit p™ Ele-
menten. Sei ' = GF(p)und L = F (27" — z).Sei K :={a € L| o —a =0}.
Fiir f =a?" —xist f/=p"- 2?1 — 1= —1, also f'(a) # 0 fiir alle o € K.
Nach Satz (2.8.6) sind alle @ € K einfache Nullstellen von f, und somit
f=(@—a1)...(r —ap) mit oy € K und «o; # o fiir i # j. Also folgt:
K| =p".

Behauptung: K ist ein Teilkérper von L. Beweis: fiir o, 8 € K gilt: (a+8)P" =
a?" + 7" (Aufgabe 8 und Induktion). Damit ist o + 3 € K. Weiter gilt
(a-B)P" =" - " = af3, damit folgt aff € K, genauso a3~ € K.

2.8.8 Teilkorper endlicher Korper

SATZ: Zu jedem Teiler d von n enthélt GF(p™) genau einen Teilkorper
mit p? Elementen (also den Kérper GF(p?)). Das sind alle Teilkrper von
GF(p").

BEWEIS:
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Hilfssatz: Sei p € P und d,n € N. Dann gilt: p? — 1 | p" — 1 & d | n. Beweis:

,<=* Aus d | n folgt n = de, also (p¢—1)(p" ¢4p* 244 4pr—(e=Dd 1) =
p" — 1.

,= Seien q,r € Z mit n=¢q-d+r und 0 < r < d. Dann gilt
pl =1 pt—1=p" —pt 4 p—1=plp —1)+p¥—1

——
pd—1]...

Damit gilt: p?—1 | p?(p" —1), da ggT(p? —1,p?%) = 1 gilt p®—1 | p" —1,
da aber d > r ist, ist » = 0, also d | n.

Sei d | n. Nach Hilfssatz ist p? — 1| p"* — 1 = |K*| mit K = GF(p"). Nach
Aufgabe 38 existiert eine Untergruppe H < K* mit |[H| = p? — 1. Nach (2) in
(2.8.3) teilt o(h) die Ordnung |H| = p? — 1 fiir jedes h € H, also h*"~1 = 1,
also h?" = h, d.h. h ist Nullstelle von 27" — . Zusammen mit 0 sind das alle
Nullstellen des Polynoms z*" — z, d.h. K enthilt GF(p)(z?" — z) = GF(p%).

Sei T' nun irgendein Teilkérper von K = GF(p"). Dann ist 7% < K* und
nach Lagrange gilt |T*| | |K*| = p" — 1; ferner T ~ GF(p?) fiir ein d (nach
(2.8.7)) und somit p? — 1 | p* — 1. Nach Hilfssatz gilt d | n. Wie eben ist
T = GF(p)(z"" — z).

BEISPIEL:

e p =7 und n = 6, dann existieren

GF(7)
/ AN
GF(7) GF(7)
AN /!
GF(7)
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3

3.9
3.9.1

Die Galoissche Theorie

Separabilitat, Satz vom primitiven Element

separabel

DEFINITIONEN: Seien K < L Korper.

1.

Ein irreduzibles Polynom f € K|[z] heifst separabel (iber K ), wenn
f im Zerfallungskoérper K (f) nur einfache Nullstellen besitzt, d.h.
f=clz—a) ... (x —a,) mit oy € K und o; # o flir i # j.
Bemerkung: Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl des Zerfal-
lungskorpers. Beweis: Angenommen, K (f); ist weiterer Zerfallungskor-
per, mit (2.7.1) existiert o : K(f) — K(f)1 Isomorphismus iiber K,
es gilt f7 = f und nach (2.7.3) wird eine Nullstelle o; von f in K(f)
durch o auf die Nullstelle von f in K(f); abgebildet; dabei ist of # af
fiir ¢ # 7.

Ein Polynom f € K[x] heifst separabel, wenn es Produkt irreduzibler
separabler Polynome aus K [z] ist.

Ein algebraisches Element a € L heifst separabel iiber K, wenn p, €
K [x] separabel ist.

Bemerkung: Das ist dquivalent dazu, dafs o Nullstelle eines separablen
Polynoms aus K[x] ist.

4. L heilt separabel iiber K, wenn L algebraisch iiber K ist und alle a € L
iiber K separabel sind.
LEMMA:
1. Sei f € K[x] mit K < L. Ist f separabel iiber K, so ist f separabel

iber L.

2. Fir K < M < L gilt: Ist L separabel iiber K, so ist L separabel iiber
M.
BEWEIS:

1. Nach Definition ist f = p;-...-p, mit separablen irreduziblen Polynomen

pi € Klz]. Da L[x] ZPE-Ring ist, ist f = ¢1 - ... ¢, mit ¢; € L[z]

irreduzibel. Da ¢; | f = p1-...-p, in L]z] und ¢; Primelement, existieren

J mit g; | p;. Somit ist jede Nullstelle von ¢; eine Nullstelle von p;, da p;
separabel ist, sind alle Nullstellen von p; (also auch von ¢;) verschieden,
damit ist ¢; separabel (iiber L). Dann ist f separabel.
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2.

Da L algebraisch tiber K ist, ist L algebraisch {iber M. Sei o € L, seien
Do € K[z] und g, € M[z] die zugehorigen Minimalpolynome von «. Es
ist po € M[z] mit p,(a) = 0, d.h. g, | pa- Da p, separabel ist, also
lauter verschiedene Nullstellen hat, folgt wie eben ¢, separabel. Somit
ist a separabel iiber M, also ist L separabel iiber M.

3.9.2 Kriterium fiir inseparable Polynome

LEMMA: Ist f ein inseparables irreduzibles Polynom aus K|x], so ist f’ = 0.

BEWEIS: Sei L = K(f). Da f inseparabel, existiert mehrfache Nullstelle «
von fin L. Nach (2.8.6) ist also f'(a) = 0 = f(«). Betrachte p, € K|x]. Nach
(2.4.4) gilt po | fund p, | f € K[z]. Da p, und f irreduzibel, also f | f’, mit
Gradformel folgt f’ = 0, sonst grad f’ < grad f.

SATZ: Sei K ein Korper.
1. Ist char K = 0, so ist jedes (irreduzible) Polynom aus K|x| separabel.

2. Ist char K = p > 0, so ist ein irreduzibles Polynom f € K[x] genau

dann inseparabel, wenn f = g(z?) fiir ein g € K[x] mit Grad g > 1.

BEWEIS:

1.

Mit f=>""  a;x’, a, # 0 folgt f' = na,z™ ' + ... # 0, mit Lemma ist
also f separabel.

= Sel f = g(ab), [ = Zf:o b;x', dann folgt f = Zf:o bz, also

f=2F ipbz ! = 0. Somit ist jede Nullstelle a von f in K(f)
nach (2.8.6) eine mehrfache Nullstelle, also f inseparabel.

»=" Sel f inseparabel, mit Lemma ist f’ =0, also f = >""" ;a;2" mit
= Z?:l ia;x'~t. Damit ist ia; = 0 fiir alle 4, also a; = 0 fiir
alle ¢ mit p 1 4, dh. f = Z?:o ajpz??. Somit f = g(aP) fiir

k .
_ i
g = ijo Ajpl
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3.9.3 Beispiele inseparabler Polynome

SATZ: Seichar K =p > 0,a € K.
(a) Ist @ = b” mit b € K, so ist a? — a = (x — b)P reduzibel.
(b) Ist a # bP fiir alle b € K, so ist 2P — a irreduzibel und inseparabel.

(c) Ist «v transzendent iiber einem Kérper F' und K = F(«), so ist 2P — «
irreduzibel und inseparabel tiber K.

BEWEIS:
(a) (z —b)P =aP — b” = 2P — a (nach Aufgabe 8 in K(z)).

(b) Sei L ein Zerfallungskorper von f = aP —a. Sei 5 € L eine Nullstelle von
f,d.h. 7 = a. Nach (a) ist f = aP—a = (z—)P. Zu zeigen: f irreduzibel
in K[z]. Angenommen, f = ghmit 1 < gradg < pund g,h € K[z]. Also
g-h=f=(x—pB)"in L[z]. Somit ist g = (v — B)* = 2% — kBz* 14 ...
mit 1 < k < p; da g € K[z] muk kS € K liegen. Damit liegt aber
0 € K. Widerspruch, also f irreduzibel.

(c) Da 8 € K existiert mit 5? = «, d.h. es existieren f, g € F[z] mit o =
6P = g%z. Also ist g(a)? - a = f(a)?. Fiir die Grade gilt: np + 1 = mp
fiir n = grad g, m = grad f, das ist jedoch ein Widerspruch, da p 1 1.

3.9.4 Monomorphismus, Primkorper

LEMMA: Sei K ein Koérper mit char K = p > 0.

1. Dann ist die Abbildung ¢ : K — K mit a +— aP ein Monomorphismus.
Die Menge der Fixpunkte unter o ist der Primkorper GF(p).

2. Ist K endlich, so ist ¢ Automorphismus, der Frobeniusautomorphismus.

BEWEIS:
1. Es gilt laut Aufgabe (8): (a +b)? = (a + b)? = a? + 0P = a” + b° und
(ab)? = (ab)? = aPb? = a”b. Weiter falls a € Kerno, ist 0 = a7 = a?,
also a = 0.
Fixpunkte der Abbildung sind diejenigen Elemente, fiir die gilt: a? = a,
also sind alle Elemente aus P = {0,1,1+ 1,1+ 1+,...} Fixpunkte. Alle

Fixpunkte sind Nullstellen von aP — x, es gibt hochstens p Nullstellen,
also ist P die Menge der Fixpunkte.
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2. K endlich und o injektiv, also ist o surjektiv.

3.9.5 vollkommene Korper

DEFINITION: Der Korper K heifst vollkommen, wenn jedes (irreduzible)
Polynom aus K [x] separabel iiber K ist, also alle algebraische Erweiterungen
von K separabel sind.

SATZ: Jeder Korper der Charakteristik 0 ist vollkommen. Ein Koérper K
mit Charakteristik p > 0 ist genau dann vollkommen, wenn die Abbildung
o: K — K,a+— aP ein Automorphismus von K ist.

KOROLLAR: Jeder endliche Korper ist vollkommen.

BEWEIS: Satz (3.9.2) impliziert: bei char K = 0 ist K vollkommen. Sei also
char K =p > 0.

,<=" Sei K vollkommen. Angenommen ¢ ist kein Automorphismus. Dann
folgt nach (3.9.4): o nicht surjektiv, d.h. es existiert a € K mit a # b?
fir alle b € K. Dann ist nach (3.9.3)(b) 2 — a inseparabel, Widerspruch.

»,=" Sei nun o ein Automorphismus. Angenommen [ € K|[x] irreduzibel
und inseparabel. Nach (3.9.2) existiert g € K|x] mit f = g(«P). Sei
g = Zf:o biz'. Da o surjektiv, existieren ¢; mit ¢ = b;(i = 1,...,k),
also

k k k K p
=Y bat =Y A =Y (') = (z )

=0 =0

Dies ist Widerspruch zu f irreduzibel.

3.9.6 Der Satz vom primitiven Element

SATZ: Jede endliche separable Erweiterung ist einfach.

BEMERKUNGEN:

1. Falls K < L,[L : K] < oo und separabel, so existiert a € L mit
L = K(«). Dieses « ist ein primitives Element nach (2.4.1).

2. Man kann gut rechnen in K(«).

3. Falls char K = 0, so kann ,separabel“ weggelassen werden.
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LEMMA: Sei K < L = K(a, ) mit « algebraisch und [ separabel iiber K.
Dann existiert v € L mit L = K (7).

BEWEIS:

Hilfssatz: Seien a,b € R < S Hauptidealringe. Ist ¢ € ggTg (a,b), so existiert
eine Einheit s € S mit cs € ggTr(a,b). Beispiele:

1. R =72, = {a+bi| a,beZ} der Gaubiche Ring, a = 4,b = 6.
(24)(—2i) = 4, (2i)(—3i) = 6, daraus folgt: 2i € ggTg (4,6). Fiir s =1
ist 2is = —2 € ggTR (4,6).

2. Seien K < L Kérper, R = K[z] und S = L[z]. Sei f = (2% + 1)z und
g = (¢* +1)(z +1). Dann gilt ggTx (f.9) > (2> + 1) € ggTs (f,9),
kleinere Teiler in S (z.B. x + i) miissen nicht die Eigenschaft haben,
mit Teilern in R assoziiert zu sein!

Beweis: Sei d € ggTr (a,b). Nach Satz (1.2.9) existiert r;,s; € S mit ¢ =
si1a + sab,d = r1a + rob. In S gilt: ¢ | a,b, daraus folgt: ¢ | ria + rob = d,
genauso d | c¢. Damit d ~ ¢ in S, also existiert eine Einheit s € S mit
d=cse€gglTg(a,b).

Ist K endlich, so ist K («) endlich (da endlichdimensionaler Vektorraum iiber
K), also auch K(«)() = L endlich. Daraus folgt mit (2.8.5): L = F(~y) mit
F Primkérper in L (fiir geeignetes «y) erst recht L = K (7).

Sei also K unendlich. Sei p = p,, ¢ = pg Minimalpolynome von « bzw. 3 iiber
K und sei M = L(p-q) ein Zerfallungskorper von p-q iiber L. Seien oy, . .., a,
die verschiedenen Nullstellen von p in M und [, ..., s die verschiedenen
Nullstellen von ¢ in M. Sei o = oy, 8 = (1. Fiir k # 1 ist f # (; und somit
(81— Br)x + (a1 — o) € Mz] von Grad 1 (fiir alle £ > 1 und alle 7). Da K
unendlich, existiert ¢ € K, das nicht Nullstelle ist fiir alle diese Polynome,
also mit

a;+cfy #£Fayp+cffurallei=1,...,rmk=2,...,s (%)

2.
Setze v = a1 + ¢f1 = a+ ¢ € K(a, f). Behauptung: K(v) = L = K(«, 3).
Beweis: betrachte die Polynome ¢ und f = p(y — cx) (d.h. v — cx € M|x]
eingesetzt in p). Beides sind Polynome in M{x]; sei g € ggT s, (¢, f). Da
[, also g separabel und irreduzibel, hat ¢ nur einfache Nullstellen in M und
somit ist ¢ = (x — (1) ... (x — (). Es folgt: ¢ ist Produkt der (z — ;) mit
x— G | f,also f(B;) = 0. Offenbar gilt: f(61) = p(y — ¢f1) = p(aa) = 0. Fiir

k> 2 ist
f(Br) = p(y — cBr) = plar + B — cB) #0

da laut (%) a; + ¢B; — ¢fr # «; ist. Fir alle i und «q,...,a, genau die
Nullstellen von p sind. Somit ¢ = x — (1. Hilfssatz mit a = ¢,b = f, R =
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K(y)zx] < M|x] = S liefert: es existiert m € M* (= Einheit in M[z]) mit
mg = mx—mf € K(v)[z]. Dannm € K(vy),mf € K(v),also 51 = € K(v).
Weiter gilt: « = v — ¢ € K(7), also K(a, 8) < K(y) < K(«, §).

BEWEIS des Satzes: Sei L = K(aq,...,ay,),a; separabel iiber K. Zu zeigen:
L einfach. Induktion nach n. Verankerung fiir n = 1 trivial. Sei die Aussage
also fiir n — 1 richtig, d.h. K(aq,...,a,_1) = K() mit geeignetem . Nach
dem Lemma ist L = K(ay,...,a, 1)(ay) = K(B,a,,) = K(v) mit v € L.

BEISPIEL: Zu Q(v2,V3): p=22—2,g=2% - 3,00 = V2,00 = —V2, 3, =
V3,8, = —V/3. Da ¢ = 1 die Eigenschaft (%) erfiillt, gilt Q(v/2,v3) =
QV2+1-v3)=Q(vV2+V3).

3.10 der Hauptsatz der Galoistheorie

3.10.1 die Galoiskorrespondenz

Sei L ein Korper, G eine Untergruppe der Gruppe Aut L.

DEFINITIONEN:

I. Fir U < G sei U§ = {a€ L| a” =afiralle 0 € U} Menge der
Fixelemente unter U.

2. Fir K < Lsei K& :={oe€ G| a® =afiralle a € K}.
3. B(G) ={U | U < G} ist der Untergruppenverband von G
4. B(L) ={K | K < L} ist der Teilkérperverband von L

LEMMA: Fiir jede Teilmenge U von G ist U§ < L Teilkorper, fiir jede
Teilmenge K von L ist K& < G Untergruppe.

BEWEIS: Seien a,b € UF, dann (a + b)? = a” + b7 = a + b fiir alle 0 € U,
also a + b € UF, genauso mit —, -, /. Damit ist U§ < F', da 1,0 € UF.

Seien 0,7 € K&, d.h. a” = a = o fiir alle a € K. Dann ist a”7 ' = (a°)" ' =
a” ' =a,also 077! € K&. Daraus folgt: K& <G, dale K&.

KOROLLAR: Ist P der Primkorper in L, so ist a” = a fir alle a € P und
o€ Aut L.

BEWEIS: Dao € Aut L, ist P < {o}§ < L, da P der Schnitt aller Teilkorper
ist.
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SATZ: Seien § und & wie oben auf U(G) bzw. V(L) definiert. Dann gilt
fir alle U, Uy, Uy € U(G) und K, Ky, Ky € U(L):
(a) Uy < Uy = U < ULS
(b) K < Ky = K6 < K&
(c) U<UFS
(d) K < K&F
Aus (a) bis (d) folgt (allgemein):
(e) US =UTSF

(f) K& = K&FS

BEMERKUNG: Eine Beziehung der Art U = UF® heilst Galoiskorrespondenz.

BEWEIS:

(a) Aus a € Us§ folgt (Definition von §): a® = a fiir alle o € Uy, dann folgt
mit U; < Uy, dafs a = a fir alle 0 € Uy, also a € U1 §

(b) Sei 0 € K2®, mit Definition von & folgt a” = a fiir alle a € K>, da
Ky < Ky gilt a® = a fiir alle a € Ky, also ist 0 € K.

(c) Aus o € U folgt mit der Definition von §: a” = a fiir alle a € UF,
daraus folgt (Definition von &): 0 € (UF)® = UF®.

(d) Aus a € K folgt mit der Definition von &: ¢ = a fir alle 0 € K&,
daraus folgt (Definition von §): a € (K&)F = K8F.

(e) Nach (c) gilt: U < UF®, mit (a) gilt UF > UFSF. Aus (d) folgt zudem
U§ <UFSB3.

(f) Symmetrisch zu (e).
BEISPIELE:
1. Sei L=Cund o : a—+ bi — a— bi, somit U = (o) < Aut C.

o Fira+bi € UFist a+bi = (a+ bi)” = a — bi, also b = 0; somit:

UF=R
o Fir 7 € R® ist (a4 bi)” = a” + 71" = a + bi"; zudem gilt
(i")? = (i*)" = (=1)" = —1, also i" = =+i; somit ist 7 = id oder

7 = 0. Somit ist R& = U.
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2. Sei L = Q(v2,i) = {a+ bV/2 + ci + div/2 ! a,b,c,d € Q} (Beispiel 5
aus (2.5)). Fir o € G = Aut L ist
(a+bV2+ci+div2)° = a” +b7(V2)7 + i +d7i°(V2)°
= a+b(V2)7 + i’ +di’(V2)°
Frage: Was ist 2 und \/50? Die Zahl /2 ist Nullstelle von 22 — 2,

mit (2.7.3) gilt: (v/2)7 ist Nullstelle von 2% — 2, also ist (v/2)7 = £+/2.
Entsprechend i = 4. Also existieren die vier Moglichkeiten

V2 ... T ... g (a+b\/§+cz'+di\/§)"ﬂ'
V212 di—i o = o=id a+bV2+ci+ div2
V242 i —i = o a+ b2 —ci — div/2
V2= =2 i = 0y a— b2+ ci —div2

V21 —V2 i —i = oy a—bv2 —ci+ div2
Dann ist G = {1, 01, 09,03} und U; = (0;) fir i = 1,2, 3.

Nun sind die L; := U,§ die folgenden: L; = Q(\/ﬁ) (mehr nicht wegen
Gradsatz), Ly = Q(i) und L3 = Q(iv/2). Es gilt jeweils L;® = U.
Auferdem gilt: G§ < U5 N U5 = Q.

Behauptung: Ly, Lo, L3, Q, L sind alle Teilkorper von L. Beweis: Ange-
nommen, es existiert weiterer Teilkorper von K, dann ist [K : Q] =
[L: K] =2;seia € L\ K und p, € K[z]| zugehoriges Minimalpo-
lynom. Nach Satz (2.5.1) ist Grad p, = 2. und die Erweiterung ist
normal (2.7.1). Somit ist mit « auch die zweite Nullstelle 3 von p,, in
L enthalten und L = K(«) = K(f). Nach (2.4.6) existiert ein Isomor-
phismus ¢ : K(a) — K(f) mit o’ = § und a = a fir alle ¢ € K.
Also ist a € Aut L = G. Da K vollkommen, ist p, separabel und somit
a # [, also o # id. Also 0 = o; fiir ein i und K < {0;}F = L;, also
2=[L;:Q=[L;: K]-[K:Q|=2"-[L; : K], damit L; = K.

3.10.2 Endliche Korper
Sei L = GF(p") und G = Aut L.

SATZ:

1. Aut L ist zyklisch der Ordnung n und wird erzeugt vom Frobeniusau-

tomorphismus ¢ : L — L mit a — a’.

2. Fiir jeden Teiler d von n gilt: GF(p)® = (o) und (o) § = GF(p?).
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BEWEIS:

1. Nach Lemma (3.9.4) ist 0 € Aut L. Sei F' = GF(p) und o € GF(p")*
mit GF(p") = F(«) (existiert nach (2.8.5)). Offenbar gilt a”" = o', und
da 1,o,0?,...,a”" 7! genau die Elemente von L* sind, sind o # o
fir i,5 € {0,...,n — 1} fiir i # j; also 1 = 0%, 0,0%, 0" paarweise
verschieden. Ist p, das Minimalpolynom von « iiber F, so ist n = [F(«) :

F] (5.1 grad pq.

Nach (2.7.3) ist aber fiir jeden Automorphismus 7 von L das Element o

Nullstelle des Polynoms p], (.10 Pa, davon gibt es héchstens n, ferner

ist wegen L = F(«) jeder Automorphismus durch a” festgelegt. Also
|Aut L| < n, somit Aut L = {1,0,...,0" '} zyklisch von o erzeugt.

d

2. Fiir a € L gilt: a € GF(p?) genau dann, wenn (2.8.7) a = a® = a°
Dies ist aquivalent zu a € <0 >§ d.h. GF(p*) = <0’d> 5.

Fiir GF(p?) = F(B) und 1 < i < n gilt: o' € GF(p*)® genau dann,
wenn (3 = 37 = (7" Dies ist #quivalent zu 37 ~! = 1, also o(3) = p?—1 |
pt — 1 Dies ist genau dann der Fall, wenn d | ¢ gilt, also 0% € <ad>, also
GF(p")® = (o).

BEISPIELE:

3. L = Q(v/5) (Aufgabe 27), dann ist [L : Q] = 4, f = 2 — 5, a =
V5, —a € L. Dann ist |[Aut L| = 2, Sei 0 : a +— —a. Dann ist Q& =
Aut L, Q8F = (Aut L)F = Q(v/5) (wegen (v/5)° = (a?)? = (a°)? =
(—a)? = a® = V/5); also ist Q < QBF, da L nicht normal iiber Q ist,
gibt es zu wenige Automorphismen.

4. Beispiel (3.9.3)(c): F' = GF(p), K = F(a), a transzendent iiber F', dann
ist L = K(2P—a); sei ( Nullstelle von 2P —«, dann folgt 27 —a = (z— )P,
also ist K& =1, also K&§ = L > K; da L nicht separabel iiber K.

3.10.3 die Galoisgruppe

DEFINITION: Gal(L/K) := {c € AutL | a” =afirallea € K} (= K®)
Galoisgruppe von L iiber K.
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SATZ: Seien (Ki, Ly), (K2, Ly) endliche Kérpererweiterungen und sei o :
K, — K5 ein Isomorphismus.

1. Dann existieren hochstens [L; : K| Fortsetzungen von ¢ zu Isomor-
phismen von L; auf L.

2. Ist Ly = K;(f) mit einem separablen Polynom f € K;[z] und ist
Ly = K5(f7), so existieren genau [L; : K;] Fortsetzungen von o zu
Isomorphismen von L; auf L.

KOROLLAR: Sei L eine endliche Erweiterung von K. Dann gilt:
1. |Gal(L/K)| < [L: K]
2. Ist L = K(f) mit f separabel aus K|z], so ist |Gal(L/K)| = [L : K]

BEWEIS des Korollars: Folgt aus dem Satz mit K; = Ky = K,0 =id, L; =
L, = L.

BEWEIS des Satzes:

1. Induktion tber [L; : K. Falls [L; : K] = 1, dann ist L; = K7, also
existiert hochstens eine Fortsetzung.

Sei [Ly : K] > 1. Sei @ € L; \ K. Sei 7 eine Fortsetzung von o zu
einem Isomorphismus von Kj(a) auf einen Teilkérper von Ls. Nach
(2.5.2) ist « algebraisch tiber K, sei p, das Minimalpolynom. Dann
ist nach (2.7.3) a” eine Nullstelle von p7 = pZ. Nach (1.3.9) hat p,
hochstens grad p? = gradp, = [K;i(«) : K] Nullstellen. Damit hat o
hochstens [K(a) : K] Fortsetzungen 7. Da nach (2.5.3) [Ly : K(a)] =
% < [L; : K] existiert nach Induktionsannahme fiir jedes solche
7 hochstens [L; : K;(«)] Fortsetzungen zu Isomorphismen von Ly auf L.
Da jede Fortsetzung von o so auftritt, existieren insgesamt hochstens
[K1(«) : K]-[Ly: Ki(a)] = [Ly : K;] Fortsetzungen von o.

2. Induktion iiber [L; : K] Falls [L; : K] =1, soist L = K7 = Ky (f),
d.h. K5(f?) = Ko = L, also ist o die einzige Fortsetzung.
Sei also L1 = K;(f) > K; und f separabel. Nach Definition (2.7.1) ist
f =p-q mit p irreduzibel, gradp > 2 und ¢ € K;(z) und p separabel.
Da Ly = K;(f), existieren a; € L mit p = (x — 1) ... (¢ — ap), m =
grad p; oy # «; fiir ¢ # j (da p separabel). Sei My = Ki(o, ..., qp) <
L.

Da ¢ Homomorphismus, so ist f7 = p? - ¢°, in Ly zerfallt p? = (x —
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ﬁl) e (.Z‘ - 5m) Sei MQ = Kg(ﬁl, C 7ﬁm) Da Ml = Kl(p) und MQ =
K5(p%), existiert nach (2.7.4) ein Isomorphismus 7 : M; — My mit
7|k, = 0. Dann gilt

p’=p =@—a) ... (r—ap) =(—a])...(x—a]))

Offenbar af # af fiir i # j, d.h. p” hat m verschiedene Nullstellen. Sei
a = a; fest. Nach Satz (2.4.6) existieren Fortsetzungen o; : Ki(a) —
Ky (6;) von o mit o = f3; furi =1,...,m.

Da Ly = K;(a)(f) und nach Lemma (3.9.1) ist f separabel in Kj(«)
und Ly = Ky(f7) = Ki(a)%(f7) = Ki(«a)%(f%), existieren nach In-
duktionsvoraussetzung genau [L; : Kj(a)] Fortsetzungen von o; zu
Isomorphismus von L, auf Ls. Da o, # o, fiir i # j erhalten wir
insgesamt m - [L; : K;(«)] verschiedene Fortsetzungen von o. Wegen
m = gradp = [K;(a) : K] sind das [L; : K] Stiick. Nach (1) kénnen es
nicht mehr sein.

BEMERKUNGEN:

1. Zu Beispiel (2): es folgt |[AutL| = 4 = |Gal(L/Q)| = [L : Q], da
L =Q(z*+ 1)(2* — 2). Analog fiir Beispiel (5).

2. L=GF(p"),d | nund K = GF(p%), dann ist Gal(L/K) = K& = (o¢),
also |Gal(L/K)| =% = [L : K].

3.10.4 Satz von ARTIN

SATZ von ARTIN (1898-1962): Ist GG eine endliche Gruppe von Automor-
phismen des Korpers L, so ist [L : GF| = |G|.

BEWEIS: Zu zeigen: [L : G§| = |G| := m.

»=>" Ist L eine endliche Erweiterung von G, so folgt aus G < Gal(L/G%):
(3.10.3)
| [

|G| < |Gal(L/K)| < |[L:Gg].

»<“ Zu zeigen ist (fir dimg L < m), dass je m + 1 Elemente ag, ..., ®, € L
linear abhingig {iber K sind, also zu zeigen: es existieren zg, ..., x,, € K,
nicht alle 0 mit

oo+ ...+ @y, =0 (i)

Betrachte stattdessen das lineare Gleichungssystem:

ajro+...+asx, =0VoeG (ii)
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(1) =

Sei
T ={(ao,...,am) € L™ | afao + ...+ af,a,, =0V0 € G}
Dann ist {0} # T < L™, Behauptung:
(ag,...,am) €T, 7€ G = (af,...,a,,) €T (iii)

Beweis: Sei o € G. Mit 0,7 € G ist auch o7~! € G. Somit gilt wegen
(ag,...,am) €T:

0=0"=(af" ‘ao+...+a% 'an) =afal + ... +alal,
Somit (aj,...,al,) € T. Sei 0 # (ag,-..,a,0,...,0) mit a; # 0(0 <
i < k) aus T mit hochstens vielen Nullen. Da T ein Teilraum von Lm+t
ist dann auch aj *(ag, .. ., ax,0,...,0) = (by, ..., br_1,1,0,...,0) aus T.

Behauptung: (bo, - - .,bx_1,1,0,...,0) € K™ Beweis: Fiir T € G ist
(b3, ...,b;_1,1,0,...,0) € T (nach (iii)), also auch (by — b7, ..., bg_1 —
b._1,0,...,0) € T mit mehr Nullen, also gleich 0 nach Wahl der a;. Also
ist b =07 fiir i =0,...,k — 1 und fiir alle 7 € G und somit b; € GF
fir allet=0,...,k— 1.

3.10.5 Galoissche Korpererweiterungen

Sei K < L Korper.

SATZ: Die folgenden Eigenschaften der Kérpererweiterung (K, L) sind
aquivalent:

3) L ist endlich iiber K und |Gal(L/K)| = [L : K]

L ist normal und separabel iiber K

1)
) L =K(f)mit f € K[z], f separabel
)
)

Es existiert eine endliche Untergruppe G von Aut L mit K = G§.

DEFINITION: Die Korpererweiterung (K, L) heifst galoissch, wenn sie eine
(und damit alle) der Eigenschaften (1) bis (4) hat. BEWEIS:

(2) Sei L normal iiber K, L = K(ay,...,qa,) mit a; € L. Nach Satz (2.7.5)

ist dann L = K(f) mit f = [, Pa; (mit p,, Minimalpolynom € Kz]).
Da L separabel iiber K ist, ist mit (3.9.1) «; separabel iiber K, dann
sind die p,, separabel und somit auch f.
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(2) = (3)
3) = (4)

folgt aus (3.10.3)(b), da [K(f) : K] < oo nach (2.5.1)

Sei G := Gal(L/K). Dann ist nach Definition der Galoisgruppe K < G§
Dann ist

K<G3§ 3.10.4
> 10.4)

G| = [Gal(L/K)| 2 [L: K] =" [L:63) "= |G|

Damit folgt [L : K] = [L : G§], also ist K = GF.
Nach (3.10.4) ist [L : K| = |G| endlich. Wir zeigen:

a € L = p, zerfillt in L[z] in lauter verschiedene Linearfaktoren

()
Aus (%) folgt:

— L normal: Ist g € K[z] irreduzibel und « € L mit g(«) = 0. Nach
(2.4.4) gilt p, | g, da beide irreduzibel folgt g ~ p,, mit (x) folgt:
g zerfallt in L[z].

— L separabel: @ € L, mit (%) ist p, separabel, mit (3.9.1) ist damit
a separabel und damit auch L separabel.

Beweis von (x): Seien & = ay, . . . , o, die paarweise verschiedenen Bilder
von « unter Elementen aus G. Sei f = [[I_,(z — «;). Fiir 0 € G ist
fo=1l(x—af) = f,da{aq,...,a,} = {af,...,a%} (Menge der
verschiedenen Bilder von a unter i) ist (wegen of = af = a; = q;).
Jeder Koeflizient von f ist unter GG invariant, liegt also im Fixkorper
G¥ = K. Damit ist f € K|z|, mit o = oy folgt f(a) =0, also p, | f in
K[z], damit gilt p, | f auch in L]z|. Wegen der eindeutigen Zerlegung
in Primelemente ist p, = [[,(z — o) fiir einige 7.
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3.10.6 Hauptsatz der Galoistheorie

SATZ: Sei (K, L) eine galoissche Korpererweiterung, G = Gal(L/K) und
Y(L/K) = {R| K <R<L} der Verband der K enthaltenden Teilkor-
per von L. Dann sind § : U(G) — V(L/K) und & : V(L/K) — V(G)
zueinander inverse Antiisomorphismen, d.h. bijektiv und es gilt fiir alle
U U, Uy <Gund K <R, Ri,Ry < L:

(a) U = UF®(= Gal(L/UF))
(b) R = R&F(= Gal(L/R)3)
(c) Uy Uy Usy§ < Ui§
(d) R < Ry Ry®B < R1®
(e)
(¢’)

(f)

)

|U2 U1| = [U1§ UZS] fir U1 < UQ
Ul =[L:UF] und |G :U|=[UF: K]
’RQ Rl‘ = [quj 5 RQ@] fir Rl S RQ.

(f) |[R&| =[L: Rjund |R: K| =[G : R&|

BEWEIS:

(a) Sei U < G, dann ist nach (3.10.1) bereits U < U§® = Gal(L/UZF).
Dann ist*

(3.10.3) (3104

U| < |US8| = [Gal(L/UF)| < [L:US] U]
Damit ist insbesondere U = UF®.

Zusatz: Seien K < L Koérper und U < Gal(L/K). Ist [L : K| oder U
endlich, so gilt U = UF®.

(b) Sei K < R < L, mit (3.10.1) ist R < R&F "2 Qal(L/R)§. Dann
folgt:

[L:R]>[L: R&F) = [L: Gal(L/R)F) “ LY 1Ga(L/R)| “EY (L : R]

Die letzte Gleichheit folgt, da L galoissch iiber R ist (nach Lemma
(3.9.1) und Korollar (2.7.6)). Somit [L : R] = [L : R&F], also R = R®F.

30 .. .weil ja alles irgendwie endlich ist.. .
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(c) Mit Uy < U, folgt (3.10.1) Us§ < U3§, dann ist nach (3.10.1)
0, 2 uige < v,56 2 U,
(d) Mit Ry < Ry folgt (3.10.1) Ry® < Ry, dann ist nach (3.10.1)
R Y R85 < 65 2R,
(e) Aus |U| 109 [L : UF] folgt:
82 |Us| _ [L:Us8] 253

‘UZ:Ul’ = |U1| = [LUIS'] = [Ul%’UQS]

(f) Da L galoissch tiber R ist, gilt |[R®| = |Gal(L/R)| = [L : R]

[L . Rl] _ |R1Q5’
[L . RQ] |R2®’

[R2 . Rl] = = |R1® . R2Q5|

3.10.7 Zwischenkérper, Beispiel Q(z* — 5)

Gegeben sei (G, L) galoissch, etwa L = K(f) mit separablem Polynom
f € K[z]. Dann miissen wir bestimmen:

1. die Galoisgruppe G = Gal(L/K)
2. den Untergruppenverband von G
3. die Fixkorper dieser Untergruppen
Das liefert nach (3.10.6) alle Zwischenkorper®'. Wie macht man das?

1. (a) L = K(o,...,a,) mit f(a;) = 0, jeder Automorphismus ist
bestimmt durch die Bilder der a;. Nach (2.7.3) sind diese Bilder
Nullstellen von f; G ist also eine Permutationsgruppe auf (2 =
{ai,...,a,} (Menge der Nullstellen von f).

(b) L = K(f,...,0 ) und pg,. Bilder der ; sind Nullstellen von pg,

(¢c) L = K(a), betrachte p,, fiir jede Nullstelle a; von p existiert
Automorphismus ¢; mit o — «, das liefert grad, = [L : K]
Automorphismen.

2. Siehe Satz von Sylow (3.11.2)

31 Wen interessieren schon Zwischenkdrper?“
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3. siehe Aufgabe 51

BEISPIEL:

(5) L=Q(f),f=2"-5K=0Q.

1. Bestimmung der Galoisgruppe: Es gilt [L : Q] = 8, L = Q(a, i),
die Nullstellen von f sind o = v/5 (die positive reelle Wurzel)
sowie —a, i, —ai. Es gilt L = Q(«)(7). Nach (2.4.6) existiert
o € Aut L mit i = —i, 0’ = a. Genauso existiert 6 € Aut L mit

% =1,a° = ad.

Betrachte nun Potenzen und Produkte von o und ¢:

% 5 62 ¥ o o6 06 od°
% o? Bo 6’0 do
af a o —a —al o ol —a —o
iAd i1 1 T -1 —1 —1 —i
o(p) 4 2 2 2 2 2

Damit hat G = (o, ) acht Elemente, ist also Gruppe der Ordnung
acht.

2. Bestimmung des Untergruppenverbandes von G: Es existieren
(bis auf die trivialen) hochstens Untergruppen der Ordnung 2 und 4.
Wie in der Tabelle zu sehen, existieren fiinf Elemente der Ordnung
2, diese erzeugen alle Untergruppen der Ordnung 2. Fiir einige ist
es offensichtlich (o), fiir andere leicht nachzurechnen. Exemplarisch
fiir (00)2: Es gilt i")” = i sowie

(a)(ozS)Q _ (acr&)aé _ (ai)mS — %070 — (az)<_2) —

Da die Automorphismen Q ja ohnehin festlassen, ist (0§)? = id
und somit ist (cd) eine Untergruppe der Ordnung 2.

Die Untergruppen der Ordnung 4 sind () sowie M; = {1, 6% 06,056}
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und M, = {1,6%,0,06%}. Das ergibt insgesamt folgendes Schema:

(0,6)
/ T AN
M, (0) M,

/ T AN T AN
(06°) (00) (6%) (o) (06?)
T T T T T
{1}

3. Bestimmung der Teilkdérper von L: Analog durch Anwendung
von §:

{133
T T T T T
(@)F  (00)F ()T () (00)F
AN T /TN T /
M, (0)T M>§
AN T /
(0,0)8

Es fehlt noch die genauere Bestimmung der jeweiligen (...)§. Wir
kennen schon drei quadratische Erweiterungen: Q(i), Q(a?) und
Q(ia?). Damit gilt (6)F = Q(i), MiF = Q(ia?) sowie MyF =
Q(a?). Fiir (6?) findet man leicht durch Betrachtung der obigen
Tabelle, daR (62) F = Q(i, a?) ist. Desweitern 1t o das Element
a fest, also (o) § = Q(a) und (06%) § = Q(iav).

Schwer bleibt die Bestimmung von () § und (0d) §. Es gibt
mehrere Moglichkeiten:
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(a) Methode von Stewart: Fiir alle Linearkombinationen der Basis
testen, was invariant bleibt.

(b) « + i ist ein primitives Element, da es von keinem Automor-
phismus festgelassen wird (Aufgabe 50). Nach Aufgabe 51
1st

p = (z—(a+i))(z—(a+4)”)
= (x—(a+1)(r— (vi—1))

= 2+ 2(i—ai —a—1i)+ (a?

i—oi—a+1)

Es folgt a; = —a(1+14) a9 = —a(l +1i) +a? + 1 und damit
(mit *: a? = 2a%)

(00) § = Qag, a1) = Q(ar) = Q((1 +14)a)
Ahnlich bestimmen wir (¢6%) §.

Letztendlich kommt man auf:

L
T T T T T
|Qa—ia) Qa+ia) Q6% Q@)  Qa) |
N i 1N 1 /o
| Qia?)  QE) QY |
| AN T / |
| Q |

3.10.8 Konjugierte Untergruppen und Teilkorper
Sei G eine Gruppe, x,9 € G, X C G. Seien K < Ry, Ry < L Korper.

DEFINITIONEN:
o 19 := g lxg das zu x unter g konjugierte Element.
o X9:={x9| x € X} das zu X unter g konjugierte Teilmenge.
e Ry heillt zu Ry konjugiert, wenn es ein o € Gal(L/K) gibt mit Ry = RY.

EIGENSCHAFTEN: fiir alle z,y, g, h € G gilt

88



L. (xy)? = a9 -y9
2. x9h = (29)"

BEWEIS:

Legglyg = g layg = (zy)?

1. 29 -y9 =g~
2. 29" = (gh) lzgh = h™lg lxgh = (x9)"

BEMERKUNG: Eigenschaft (1) zeigt, dass fiir ¢ € G die Abbildung o, : G —
G,z — 29 ein Homomorphismus ist, ferner ist sie bijektiv, denn aus (2) folgt:

040g—1 = Ogg-1 = 01 =1id = 0410,

Damit ist o ein Automorphismus, der von g bewirkte innere Automorphismus.

SATZ: Sei (K, L) eine Korpererweiterung, G = Gal(L/K),o € G. Dann gilt
firalle K < R< Lund U <G:

1. (R®)? = R°® (konjugierte Kérper werden auf konjugierte Untergrup-
pen (durch &) abgebildet)

2. (U?)F = (UF)? (konjugierte Untergruppen werden auf konjugierte
Teilkorper (durch §) abgebildet)

BEWEIS:

1. Fir 7 € G gilt:

T€(R)® (ro)" =r°Vr € R
o —pYr € R
oro ' € R®

T =0 Y oro "o € (R®)’

S

2. Fiir a € L gilt:

feUNF = o ™ =avrelU
& (@) =a" VreU
& o €U
& a€ (Ug)”




3.10.9 Normalteiler und normale Zwischenkorper

DEFINITION: Die Untergruppe N der Gruppe G heilst Normalteiler von G
(in Zeichen N < G) wenn N9 = N fiir alle g € G.

BEMERKUNG: Es reicht zu wissen, dass N9 < N fiir alle ¢ € GG, denn es
folgt aus N9 < N, dass N = (N9 )¢ < N9,

SATZ: Sei (K, L) eine galoissche Korperweiterung, G = Gal(L/K). Fir
einen Zwischenkorper R zwischen K und L sind dquivalent:

1. R ist normal tiber K.
2. R = Rfiir alle 0 € G

3. R&6 LG

BEMERKUNG: Untergruppen vom Index zwei sind immer Normalteiler.

BEWEIS:

3.10.8)

(2) = (3) Fiir alle o € G gilt: (R&)” "2 rre 2 RS. Damit ist R& < G.

3.10.6)

(3) = (2) Fiir alle o € G gilt: B7 2% (RSF)°

(3.10.8) 3.10.6)

(R&)7§ 2 Reg 2

(1) = (2) Wir zeigen R° < R fiir alle 0 € G. Sei « € R\ K (fir a € K ist
a’ = o € R) und p, das Minimalpolynom aus K|z]. Da p,(a) = 0, so
ist nach Definition (2.7.5) po = (* — ;) ... (x — ;) mit o; € R. Nach
(2.7.3) ist «, eine Nullstelle von p7 = p,. Also o’ = «; € R (fiir ein i),
also a” € R.

(2) = (1) Verifiziere Definition (2.7.5). Es gilt [R : K| < oo, da (K, L) galoissch.
Sei g € Klz] (0.B.d.A. mit héchstem Koeffizient 1) irreduzibel und
a € R mit g(a) = 0. Also g = p,. Da L normal tiber K, ist g =
(x —a1)...(x — ) mit a; € L. Nach (2.4.6) und Korollar (2.7.9)
existiert fiir jedes i ein ¢ € Gal(L/K) mit o’ = ;. Da R° = R, folgt:
a; = a’ € R, also g zerfillt iiber R.

3.10.10 Faktorgruppen und Homomorphiesatz
Sei G eine Gruppe, N < G und X,Y,Z C G.

DEFINITION: XY :={xy | 2 € X,y € Y}, Komplezxmultiplikation. Offenbar
ist (XY)Z = X(YZ). Falls X = {g¢}, so schreiben wir NX = N{g} = Ny.
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LEMMA: Folgende Eigenschaften der Untergruppe /N von G sind dquivalent:
1. NJIG
2. gN = Ng fiir alle g € G.

3. G/N :={Ng| g € G} bildet mit der Verkniipfung (Ng) o (Nh) =
(Ng)(Nh) eine Gruppe.

BEWEIS:

(1)<(2) trivial:
N=N9=¢g'Nge gN=Ng

(2)=(3) o ist wohldefiniert, da

(Ng)(Nh) = NgNh = NNgh = Ngh

e Assoziativitat trivial
e Einselement ist NV, denn
(Ng)oN = NgN = NNg= Ny
genauso mit Multiplikation von Links.

e Das Inverse zu Ng ist Ng*1

(Ng)o(Ng™')=NgNg™'=Ngg'N=N

und genauso
(Ng™')o(Ng) =N

(3)=(1) Ist (G/N, o) Gruppe, so mufs (Ng)o N eine Rechtsrestklasse sein, die
offenbar 1 - ¢ -1 = ¢ enthélt, also muss sie gleich Ng sein. Somit
NgN = Ng und es folgt gN =1-gN < Ng, also N < g7'!Ng = NY fiir
alle g € G, also N9 = N fiir alle g € G.

DEFINITION: Ist N < @G, so heikt (G/N, o) die Faktorgruppe von G nach N,
es gilt (Ng) o (Nh) = Ngh fir alle g, h € G.
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HOMOMORPHIESATZ: Seien G und H Gruppen.

1. Ist N <G, so ist die Abbildung p : G — G/N, g — Ng ein Epimor-
phismus, der natirliche Homomorphismus von G auf G/N.

2. Ist 0 : G — H ein Homomorphismus, soist N := Kerno = {g € G | ¢°
G und 0 = p o7 mit dem natiirlichen Homomorphismus p : G — G/N
und dem Monomorphismus 7 : G/N — H; Ng — ¢°. Insbesondere ist
G° ~ G/ Kerno.

BEWEIS:

1. p ist offenbar wohldefiniert und surjektiv;
(gh)? = Ngh = (Ng) o (Nh) = g” o ¢’
2. Wie immer sind Bilder und vollstdndige Urbilder von Untergruppen
wieder Untergruppen. Fiir x € Kerno; g € G gilt

— o o Hom. —1\o .0 o T Mo , g\—1 o
(97 2g)” =" (g7 %" T (g7) g7 = 1

also g7'zg € Kerno, d.h. (Kern¢)? < Kerno. Also Kern o < G. Weiter
wortlich wie in (1.1.8).

3.10.11 Homomorphismus in Galois-Gruppen

SATZ: Sei (K, L) galoissch, K < R < L. Ist R normal tiber K, so ist
Gal(R/K) ~ Gal(L/K)/R®.

BEMERKUNG: Bisher hatten wir:

3.10.6) (3.10.5

G : re| Y2V R k] LY |Gal(R/K))|
BEWEIS: Fir 0 € G = Gal(L/K) ist o|g : R — R ein Isomorphismus tiber
K, dh. olgr € Gal(R/K). Sei also ¢ : G — Gal(R/K); o0 + o|g. Firo,7 € G
gilt
(c7)? = (oT)|lg=0|r - T|lg =07 7%

Nach Satz (2.7.8) ist ¢ surjektiv. Es gilt: Kernp = {0 € G| o|g = 1} = R®.

Homomorphiesatz sagt: Gal(R/K) = G¥ ~ G/ Kern p = G/R®.
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3.11 der ,Fundamentalsatz der Algebra*
3.11.1 der ,,Fundamentalsatz der Algebra‘*

’SATZ: Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlofsen.

BEWEISE stammen von GAUSS (1799, 1816, 1816, 1849)3?

3.11.2 Satz von SYLOW

Sei G eine Gruppe. Frage: Fiir welche Teiler von |G| gibt es Untergruppen
von G mit dieser Ordnung?

BEISPIELE:

1. G zyklisch der Ordnung n, dann ex. zu jedem Teiler d von n genau eine
Untergruppe mit dieser Ordnung.

2. In G = S5, |G| = 6 existieren Untergruppen zu allen Teilern.
3. Diedergruppe der Ordnung 8 hat alle Untergruppen.

4. (a) G =84, |G| = 24 hat alle Untergruppen.
(b) G = A4, die Gruppe der geraden Permutationen, |G| = 12, Die
Untergruppe der Ordnung 6 ist nicht vorhanden.

5. Falls n > 5,2 <m < n, so hat G = 5,, keine Untergruppe vom Index
m.

SATZ (1872) von SYLOW (1832-1918): Ist G eine endliche Gruppe und
p" eine Primzahlpotenz, die die Ordnung von G teilt, so besitzt G eine
Untergruppe der Ordnung p".

3.11.3 Beweis des ,Fundamentalsatzes der Algebra*
(1) Zu 0 < a € R existiert b € R mit b* = a.
(2) Jedes Polynom ungeraden Grades aus R[x] besitzt eine reelle Nullstelle.

(3) Sei C = R(z) mit 7 Nullstelle von z* + 1. Zu jedem a + bi € C existiert
u+iv € C mit (u+w)? = (a + bi).

32Buch mit historischen Hintergrundinformationen: Ebbinghaus et. al. ,,Zahlen“, Springer.
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Beweis: Offenbar existiert va? + b2 > |al, somit ist £a + Va? +b%> > 0 €

R, somit existieren

la VTP \/_Hm
U= #undvze 5

mit € = sgnb € {+1,—1}. Dann gilt

(u+iv)? = u?—v?+ 2uw
atvVa+b+a—vVar+h?
B 2
N \/(a+\/a2+b2)(—a+\/a2+b2)
+21€

2
= a+ieva?+ 0 —a?>=a+iclbl =a+ib

(4) C besitzt keine Korpererweiterung vom Grad 2.

Beweis: Angenommen [L : C] = 2; sei @« € L\ C und p, € Clz] das
definierende Polynom. Dann folgt mit (2.5.1): grad p, = [C(«) : C] = [L :
C] = 2, also p, = 2?4+ cx + d mit ¢,d € C. Nach (3) existiert e € C mit
e? = % — d. Dann gilt:

(=t - (579) = (e (G-9) (o (5+0))

2
2 C
= r+cx+-—-—¢€

4
= 2+ cr+d=p,

2

(5) C hat keine echte algebraische Erweiterung.

Beweis: Angenommen es existiert eine echte algebraische Erweiterung L
von C; sei aw € L\ C. Dann ist C(«) endliche Erweiterung von C (nach
(2.5.1)), also tiber R (nach (2.5.3)). Insbesondere ist « algebraisch tiber R.
Ist also p € R[z] das definierende Polynom von « iiber R und ¢ = 22 + 1,
soist R < C(a) =R(i,c) < R(p-¢q) =: L und L ist galoissch iiber R. Sei
G = Gal(L/R) und |G| = 2" - k mit n > 0 und k ungerade. Nach Sylow
existiert S < G mit |S| = 2", nach (3.10.6)(e’) ist [SF: R] = |G : S| =k
ungerade. Fiir # € S§ ist dann ps € Rz] irreduzibel und gradpg =
[R(B) : R], also gilt mit (2.5.3): gradps | [SF : R] = k ungerade. Nach
(2) besitzt ps eine Nullstelle d € R, also pg = x — d (da irreduzibel), also
B =d € R. Somit ist SF = R, somit S = SFG = RS =G, d.h. |G| =2".
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Nach (3.10.6)(f") ist |G : C&| = [C : R] = 2, also [C&| = 2"~!. Nach Sylow
existiert Untergruppe U von C® mit |U] = 2"~2. Nach (3.10.6)(e) ist [UF :
C]=|C& : UFS| = |C& : U| = 2. Dies wire also eine Korpererweiterung
vom Grad 2, Widerspruch zu (4).

3.11.4 Algebraische Erweiterung der reellen Zahlen

SATZ: C ist bis auf [somorphie iiber R die einzige echte algebraische Erwei-
terung von R.

BEWEIS: Ist R < L mit L algebraisch tiber R, so ist R < L(z? + 1) nach
(2.5.6) algebraisch iiber R, also auch iiber R(i) = C, mit (3.11.1) ist dann
L(z*+1)=C.

3.11.5 Irreduzible reelle Polynome

SATZ: Jedes irreduzible Polynom f € R[z] hat Grad 1 oder 2.

BEWEIS: Sei R(«) mit f(a) =0, dann ist p, = [R(«) : R].

3.12 Einheitswurzeln und Kreisteilungskorper
3.12.1 Einheitswurzeln

Sei K Korper, n € N.

DEFINITION: Ein Element ¢ eine Erweiterungskorpers L von K heifst n-te
Einheitswurzel (Ew) iiber K, wenn ¢ Nullstelle des Polynoms 2™ — 1 ist.

BEMERKUNG: Ist char K =p>0undn=p-m,sogilt 2" —1 =2/ —-1=
(™ — 1)P. Somit werden wir immer voraussetzen, daft char K 1 n ist.

SATZ: Sei K Korper, n € N und char K { n. Sei L = K(z" — 1) ein
Zerfallungskorper von x™ — 1 iiber K und

En:En(K>:{5€L|5n_1:0}

Dann ist F,, eine zyklische Untergruppe der Ordnung n von L*.

BEWEIS: (2" — 1)’ = nz"~! hat 0 als einzige Nullstelle. Nach Satz (2.8.6) hat
also 2" — 1 keine mehrfache Nullstelle. Somit ist |F,| = n. Mit e1,e9 € E,
ist (e1651)" = €7 - (e3)7' =1, also 165 € E,. Somit ist £, Untergruppe der
Ordnung n von L*. Nach Satz (2.8.4) ist E,, zyklisch.
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3.12.2 Primitive Einheitswurzeln

Sei n € N, K Korper mit char K { n und E, die Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln in L = K (2™ — 1).

DEFINITIONEN:

(a) € heift primitive n-te Einheitswurzel genau dann, wenn £, = (¢).
(b) ¢(n) sei die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln iiber K.
Warum betrachten wir Einheitswurzeln?

e Konstruktion von ¢ liefert Konstruktion des reguléren n-Ecks (wenn
primitive n-te Einheitswurzel)

e 1" — a, a Nullstelle, € n-te Einheitswurzel, dann ist (ea)" = e"a" =
a =a

BEISPIELE:

L. Fir K =Cist e" = 1 = [¢]" = 1 = [¢] = 1, liegen also alle auf dem
Einheitskreis; die n-ten Einheitswurzeln sind € = ek,

LEMMA: Ist 1 # ¢ € E,, so ist

L |
ldetet.. +emi=t =0
e—1

wobei 1 +¢&+¢e%+ ...+ &" ! nach Satz (2.8.1) die Summe der Elemente aus
E,, falls {¢} = E,, insbesondere fiir € primitive n-te Einheitswurzel ist die
Summe aller n-ten Einheitswurzeln gleich 0.

3.12.3 Die Eulersche Phi-Funktion
Sein € N.

DEFINITION: Sei ¢(n) die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln.

LEMMA:

¢(n) = Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln
= Anzahl der Erzeugenden einer zyklischen Gruppe der Ordnung
= Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen zwischen 1 und n
= |E(Z/nZ)| Ordnung der Einheitegruppe von Z/nZ
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BEWEIS: Die ersten Gleichheit folgt aus (3.12.1). G = (¢9) = {1,9,¢% ...,9" "}
falls G zyklisch der Ordnung n; Z/nZ = {1+nZ,...,(n — 1)+nZ}.

Wir zeigen: Behauptung: Fir k € {0,...,n — 1} sind dquivalent:

(a)
(b)
()

(k,n) =1, d.h. es existieren ¢,d € Z mit 1 = kc+ nd

(g*) = {9)
k+nZ ist Einheit in Z/nZ

Bewezis:

(a) = (b) g =g =g (g") " =ge(¢*) = (") = (9)

(b) = (¢) g € (¢*) = Ic € Zmit g =gF = g% =1 =n | 1 — ke, also existiert

d mit nd =1 — kc

(c) = (a) (k+nZ)(c+nZ)=hc+nZ =1+ nZ

SATZ: Seien r,s,t € N. Dann gilt:
(a) (r,8) =1= p(rs) = (r)e(s) (¢ ist multiplikativ)
(b) ¢(p’) =p° —p~ ' =pi(1 - 1)

(©) ¢(n) =7 Ilpeppnl = 5)

BEWEIS:

(a)

Sei A = (a) zyklisch der Ordnung rs, B = (a®) die Untergruppe der
Ordnung r von A und C' = (a”) die der Ordnung s. Seien A*, B*, C*
jeweils die Mengen der Erzeugenden von A, B und C.

0:B"xC"— A'mito: (bc)— be

Nach Lemma (2.8.3) wohldefiniert (d.h. bc € A*, da o(bc) = rs), zudem
surjektiv: a; € A* 1 = rc + sd, dann ist a; = /™ = (af)%(a})°
mit (a})¢ € C* und (a$)? € B*. Die Abbildung ist auch injektiv: Aus
bici = bycy folgt by'by = cee;t € BN C = 1 (Lagrange, da |B| = r,
|C| = s teilerfremd) Also o bijektiv.

Aufgabe 34: a € G erzeugt G genau dann, wenn a nicht in der Untergruppe
der Ordnung p'! liegt, das sind p* — p'~! Elemente
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(c) Aus n=pi-... pl folgt

BEISPIEL:

(2) p(12)=12-(1-3)(1—3)=12-4-2

[\

3.12.4 Kreisteilungspolynome

VORAUSSETZUNG: wie in (3.12.2) und L = K (2" — 1).
DEFINITION: Das n-te Kreisteilungspolynom sei

¢n,K = H ("L‘_g)

e€E, (L)
primitiv

Sei zudem ¢, := ¢ 0 und ¢, = Gp.ar@p)-

Fiir P < K Primkérper und L = P(2" — 1) < L folgt

¢n,P: H (SL’—E): H (x—&):gme

e€Fn (L) e€bn(L)
primitiv primitiv

LEMMA: Es gilt

z" —1 :H¢d,K

dln

BEWEIS: Auf beiden Seiten steht [[_., (7 — €), rechts nach der Ordnung
der € geordnet.

BEISPIELE:

(a) pr=a—1

(b) p Primzahl, dann ist 2? — 1 = ¢1¢, = (z — 1)¢,, es folgt ¢, = =L =
l+z+... a7t

(c) Fiirn = 4ist 28—1 = ¢1¢904 = (x—1)(x+1)dy, es folgt ¢y = “”4:} = 1?+1

2

(d) Fiirn = 6ist 2°—1 = ¢100¢306 = (2> —1) s, es folgt ¢ = (mgfiﬁ =
r?—x+1
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(e) Fir n = 12 ist le -1 = ¢1¢2¢3¢4¢6¢12 = ($6 — 1)¢4¢12, es fOlgt

212
P12 = _(xG—l)(xé+- D vt —a?+1

SATZ: Die Koeffizienten der Kreisteilungspolynome ¢, x liegen im Primkor-
per; ist char K = 0, so ist ¢, € Z[z] mit héchstem Koeffizienten 1.

BEWEIS:

e Durch vollstiandige Induktion: Sei P der Primkorper in K. Fiir n = 1
ist o1 = x — 1, Aussage ist also korrekt. Sei nun n € N und die Aussage
richtig fiir kleinere m € N. Das Lemma besagt, daft

" —1= H¢d,K = PnK - H¢d,1< = ¢ni - f
dln dln
d<n
mit f € P[z]. Nach Division mit Rest in P[x] existieren ¢,r € Plx] mit
2" —1=gqf +r und gradr < grad f oder r = 0.

In Liz]giltalso ¢- f+r=a"—1= ¢,k f,alsor = f(pnx —q). Aus
Gradgriinden folgt » = 0, und da f # 0 ist auch ¢, x — ¢ = 0, also
(me =qc P[QJ]

e Fiir char K = 0 ebenfalls Induktion: Fiir n = 1 ist ¢; = x — 1, Aussage
korrekt. Sei die Aussage also richtig fiir m < n, dann ist 2" — 1 = ¢, - f
mit f € Z[z] und hochstem Koeffizient 1 (wie eben). Also ist f primitiv.
Nach Lemma (1.3.3)(a) ist ¢, = ¢- g mit ¢ € Q, g € Z[z] primitiv (da
¢n € Qx]), also 2" —1 = ¢ g- f und nach Satz (1.3.3) ist g- f primitiv.
Nach Lemma (1.3.3)(c) ist ¢ € Z. Somit ist ¢,, € Z[z]; da f und 2" — 1
hochsten Koeffizienten 1 haben, hat auch ¢,, hochsten Koeffizienten 1.

KOROLLAR: Sei p Primzahl mit p { n. Ist 0, := Z — Z/pZ = GF(p)
der natiirliche Homomorphismus und &, die Fortsetzung auf Z[z|, so gilt

¢n,p - d)&p'

BEWEIS: Durch Induktion nach n: Fiir n = 1 ist ¢; = x — 1, Aussage korrekt.
Sei n € N und die Aussage richtig fiir alle d | n mit d < n (die werden von p
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nicht geteilt). Dann gilt fiir 2" — 1 € GF(p)[z]:

=1 = (@"=1)7"=|¢,- H<Z5d
d
d<n

= o7 - [[ o7 = 67 - I bas

dn dn
d<n d<n

=1 = H¢d,p:¢n,p'H¢d,p

din dln
d<n

Jp

Wegen der Nullteilerfreiheit ist ¢,,, = ¢n".

3.12.5 irreduzible Kreisteilungspolynome

SATZ (GAUSS): Alle Kreisteilungspolynome ¢,, sind irreduzibel.

BEWEIS: Nach Satz (1.3.4) ist ein primitives Polynom ¢,, aus Z[z] genau
dann iiber Q irreduzibel, wenn es iiber 7Z irreduzibel ist. Zu zeigen also: ¢,
tiber Z[x] irreduzibel. Angenommen, ¢, = h-k mit h, k € Z[z| und gradh > 1
und h irreduzibel in Z[x]. Will zeigen: Fiir h = £¢,, ist

e€Q(2" —1)mit h(e) =0undpe Pmitp { n= h(e’) =0 ()

Dann sind wir fertig: Da ¢,, = h - k, ist € eine primitive n-te Einheitswurzel.
Ist 7 irgendeine primitive n-te Einheitswurzel, so ist () = (¢). Nach Lemma
(3.12.3) existiert k € {0,...,n—1} mit v = e* und (k,n) = 1. Sei k = py-. . .-p,,
so liefert (x) angewandt auf ¢, py, dafs h(eP*) = 0. Wiederum (x) angewandt
auf eP', py ist h(ePP2) = 0. Mit trivialer Induktion ist h(eP*Pr) = 0, also
h(y) = 0. Somit hat h alle primitiven n-ten Einheitswurzeln als Nullstelle,
d.h. aus ¢, | h folgt: h = +¢,,, d.h. ¢, ist irreduzibel.

Zum Beweis von (x): Nach Lemma (3.12.3) ist mit ¢ auch ” eine primitive
n-te Einheitswurzel. Angenommen, h(e?) # 0. Da ¢,(e?) = 0, folgt k(e?) =0
und somit ist € eine Nullstelle von ky := k(z?) (denn ky(e) = k(e?) = 0). Da h
irreduzibel in Q[z], ist h das Minimalpolynom von e. Nach (2.4.4) gilt h | ky,
d.h.

ki = h-lmit!] € Zx] (1)

Dabei ist eigentlich [ € Q[z], aber es existieren ¢ € Q und l; € Z[z]| primitiv
mit [ = ¢ [y, also k; = chly, nach Satz (1.3.3) ist hl primitv und dann ¢ € Z.
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Sei wieder (nach Lemma (3.12.4))
hok-f=a"=1=¢, [ ¢a=¢n fmit f€Zla]

din
d<n

Sei 0 := a, aus Korollar (3.12.4). Dann gilt:
1 =ho -k f° 2)

p7 1 Bk = (k)" = k7 (a7) = (K7 (3)
Die letzte Gleichheit gilt, da fir k7 =Y, a;2" gilt

(k) = (Z ) MES (@) = Y ailat) = k()

i=0 i=0 i=0
Da h hochsten Koeffizienten +1 hat, ist grad h? = grad h > 1. Somit besitzt h”

in GF(p)(h?) eine Nullstelle §. Da h? - [? © (k)P ist dann § auch Nullstelle
von k7. Nach (2) ist dann § mehrfache Nullstelle von h%k% f7 = z™ — 1.
Wegen p t n hat ™ — 1 iber GF(p) nach (3.12.1) nur einfache Nullstellen.
Widerspruch zur Annahme.

BEMERKUNG: ¢, , ist im Allgemeinen nicht irreduzibel:
pro=a"+2° +2' + 2+ +r+ 1=+ 22+ D@+ +1)
Es ist GF(2)(z" — 1) = GF(8) = GF(2)(¢) mit grade = 3, das Minimalpo-

lynom von ¢ kann nur eines der beiden hinteren Faktoren sein. Da es keine
mehrfachen Nullstellen gibt, miissen beide Polynome vorkommen

3.12.6 Kreisteilungskorper

Sein € N.
DEFINITION: Q,, := Q(2" — 1) ist der n-te Kreisteilungskirper.

BEMERKUNG: Es gilt Q,, = Q(¢) = Q(¢,,) mit primitiver n-ter Einheitswur-
zel ; somit

(3.12. (3.12.4)

5)
Q. : Q] =[Q(e) - Q grad¢, "=""¢(n)
SATZ: Sei n € N, K ein Korper mit Charakteristik X' t n und K, =
K (2™ —1). Dann ist K, galoissch iiber K und Gal(K,,/K) isomorph zu einer
Untergruppe der Einheitengruppe E(Z/nZ). Insbesondere ist Gal(K,,/K)
abelsch und somit sind alle Zwischenkorper zwischen K und K, normal
iiber K.
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BEWEIS: Nach (3.12.1) hat 2" — 1 lauter verschiedene Nullstellen, ist also
separabel, damit ist K, galoissch tiber K. Sei G = Gal(K,,/K) und ¢ € K,
primitive n-te Einheitswurzel. Fiir ¢ € G ist €7 wieder eine primitive n-te
Einheitswurzel (da (£¥)° = (£7)* uns somit die multiplikative Ordnung eines
Elementes unter Automorphismen erhalten bleibt). Nach Lemma (3.12.3)
existiert ein r € {0,...,n — 1} mit €7 =¢" und (r,n) = 1. Sei

¢:G— E(Z/nZ);0 — r+nZ

Da
(2.8.1)

eh=¢e " g =1 r—ng'r—i—nZ:s—{—nZ

ist die Abbildung ¢ wohldefiniert. Fiir 01,09 € G und etwa 7' = €', 72 = £
gilt

(2‘8(:3))(3) n |

£0102 — (801)02 — (57’1)02 — (502)r1 — (67'2)7"1 — g2

also
(0102)? = rire + nZ = (11 + nZ)(ry + nZ) = ooy

Somit ist ¢ ein Homomorphismus. Es gilt weiter
ceKempeoo?=1+nl e =co=1
d.h. Kern ¢ = 1. Mit Homomorphiesatz gilt:
G =G/ Kernp ~ Bildy < E(Z/nZ)

Da Z kommutativ, ist F(Z/nZ) abelsch, also alle Untergruppen von G normal
in G. Nach (3.10.6) + (3.10.9) sind alle Zwischenkérper normal.

KOROLLAR:

(a) Gal(Q,/Q) = AutQ, ~ E(Z/nZ)
(b) Ist n = p € P, so ist Gal(Q,/Q) zyklisch der Ordnung p — 1.

BEWEIS:

(a) Gal(Q,/Q) < E(Z/nZ). Laut Satz

(3.10.5) (3.12.3)

Gal(Q./Q) =" [Q.:Q]=¢(n) =" |E(Z/nZ)|
= Gal(Q,/Q) =~ E(Z/nZ)
(b) n=p=Z/pZ = GF(p) = E(Z/pZ) = GF(p)* zyklisch der Ordnung
p—1.33
33Huppert, S.84, Kurzweil /Stellmacher 44-48
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3.12.7 Konstruktion des reguliren n-Ecks (mit Zirkel und Lineal)

Sein e N,n>3.

SATZ: (Gaufs, 1801). Das reguldre n-Eck ist genau dann mit Zirkel und
Lineal konstruierbar, wenn n = 2" - py...ps mit ganzen Zahlen r,s > 0
und Primzahlen p; # p;(i # j) der Form p; = 22 41,k >0 (Fermatsche
Primzahlen).

LEMMA: Genau dann ist das regulére n-Eck mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar, wenn ¢(n) eine 2-Potenz ist.

BEWEIS des Lemmas:

Die Konstruktion des reguldren n-Ecks mit Zirkel und Lineal ist dquiva-
lent zur Konstruktion des Punktes (cos 2%, sin 2%) aus B = {(0,0), (1,0)}
oder des Punktes (cos 27”, O). Sei € = cos 27” + i sin 27“ (primitive n-te
Einheitswurzel). Dann ist

1 2 .. 27
€ = (CO0S— —1SIn —,
n n
2r . . 2w 2r . 27 9 2m o 27
da CcOoS — + 181 — cos — —1¢sin — | = cos®* — +sin“ — =1
n n n n n n

Ferner € + ¢! = 2cos 2%, also Q (cos ) = Q(e + ¢ 7'). Da
e —(e+eNe+l=e2—2-1+1=0

ist ¢ Nullstelle des Polynoms 2? — (¢ + e ')z + 1 € Q (cos %) [z].
Somit [Q(g) :Q (cos 27”)] < 2, da e nicht reell, folgt: ist gleich 2. Da
[Q(e) : Q] = ¢(n) nach Bemerkung (3.12.6), folgt:

o) o

Nun konnen wir das Lemma zeigen:

,=" Sei n-Eck konstruierbar, also (cos 27”, O) konstruierbar (bei geeigne-
tem Koordinatensystem). Dann existieren Korper Ly = Q < Ly <
co. < Ly mit [L; : L;—1] =2 und % € Lj,. Daraus folgt

27

[Ly: Q] =2 = [Q <cos 7) : Q] = 2" fiireinr € N= p(n) =2
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»,=" Sei ¢(n) eine 2-Potenz, also @ = 2". Nach Satz (3.12.6) ist
Q (cos 27“) normal iiber Q (als Zwischenkorper zwischen Q und
Q(g)), also galoissch; sei G = Gal (Q (cos 2) /Q). Nach (3.10.6)
ist |G| = [Q(cos2) : Q] = @ = 2". Mit Satz von Sylow existiert
U < G mit |Uy] = 2771, ferne Uy < Uy mit |Us| = 2772, erhalte
Kette G =Uy > U; > ... > U, =1 mit |U; : Uy1| = 2 fiir alle .
Mit (3.10.6) gilt fiir L; = U;§: Q < Ly < ... < L, = Q (cos &)
und [L; : L] = [Ui—1 : U;] = 2, damit ist mit Satz (2.6.7)
(Cos %’r, O) konstruierbar.

BEWEIS des Satzes:

Wann ist ¢(n) eine 2-Potenz?

o a, (3:123) o -
n=p".. Py =" pn) =) ... e@")

Genau dann ist ¢(n) eine 2-Potenz, wenn alle p(p;*) 2-Potenzen sind.
— p=2:p(2%) =2*—2"1 =21 ‘immer 2-Potenz.

— p#2:0(p*) =p* —p> ' = (p—1)p* L. Dies ist genau dann eine
2-Potenz, wenn o < 1 und p = 2™ + 1. Fiir ungerades r > 1 ist

@+ =@+t —a2+ad >—...—a+1)firacZ
Ist m keine 2-Potenz, so m = 2¥v mit & > 0, v ungerade und v > 1
und somit

P (22") t1= (22’“+1) (...) mit a = 2%
p Primzahl impliziert v = 1, d.h. m = 2*.

Fermatsche Primzahlen sind:

E J0 1 2 3 4
22 113 5 17 257 65537

Vermutung von Fermat (1640): alle Zahlen dieser Form sind Primzahlen. Euler
zeigte aber im Jahre 1732: 232 + 1 = 641 - 6700417. Die Idee:
641 = 2'45"'=5.2"+1
2% = 16-2% = (641 — 5*)2% =641 - 2% — (5. 27)*
= 641-2% — (641 — 1)* =641-m — 1

Es sind bis jetzt auch keine weiteren Primzahlen dieser Form bekannt und
man vermutet inzwischen, daf es auch keine weiteren gibt.?*

34Konstruktionen des 17-Ecks: Stewart, S.189, des 257-Ecks: Richelot, Crelle Journale
Band 9, (1832), in Latein in der Bibliothek vorhanden!
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