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1 Gruppen

1.0 Vorkenntnisse

Sei G = (G,-) eine Gruppe, |G| die Ordnung von G (Anzahl der Elemente
von G).

1.0.1 Untergruppen

Sei H C (.

DEFINITIONEN:
1. H<G <% (H, |gxg) Gruppe < H # () und fiir z,y € H gilt zy~' € H.
2. H;<GGel)= g H <G

3. (H)=N{U| HCU<G}y={a1...a,| a; € HU H ' n € N}, heifit
das Erzeugnis von H.

4. B(G) = {U | U <G} heilst der Untergruppenverband von G (mit
Inklusion C als teilweise Ordnung)

1.0.2 Zyklische Gruppen
G heilt zyklisch genau dann, wenn g € G existiert mit G = (g).
1. LEMMA: (g) ={¢™ | m € Z}.

2. SATZ: Fiir jedes n € NU {oo} gibt es (bis auf Isomorphie) genau eine
zyklische Gruppe der Ordnung n, némlich (Z,+) (fir n = o) bzw.
(Z/nZ,+) (n € N).

3. SATZ: Zu jedem Teiler d von n existiert in der zyklischen Gruppe (g)
der Ordnung n genau eine Untergruppe der Ordnung d und zwar <g§>.

1.0.3 Restklassen, Index, Satz von LAGRANGE

Sei H <G,z € G.

DEFINITION: Hx = {ha | h€ H}, vH = {zh | h € H} Rechts- bzw. Links-
restklassen. Index |G : H| sei die Anzahl der Rechtsrestklassen.

1. SAaTz: G=J, . Hrvund Hr = Hy< HxNHy # 0 < 2y~ ' € H.

zeG

2. SATZ VON LAGRANGE Ist G endlich und H < G, so ist |G| =
|H|-|G: H|.



1.0.4 Elementordnung

Sei g € G.
DEFINITION: o(g) := |(g)| (kleinstes n € N mit ¢" = 1 bzw. 00).

EIGENSCHAFTEN:
1. o(g) teilt |G, falls |G| < oo.

2. Sind a,b € G mit ab = ba und (o(a), o(b)) = 1, so ist o(ab) = o(a) - o(b).

1.0.5 Komplexprodukte
Seien X,Y C G.
DEFINITION: XY ={zy | z € X,y € Y}.

1.0.6 Konjugation, Normalteiler, Faktorgruppe
Seien z,y,9 € G und X C G.

DEFINITION: 29 = g 'zg das zu x unter g konjugierte Element. X9 =
{29 | v € X}.

EIGENSCHAFTEN:
L. (ay)? = 299
2. 29" = (29)". Genauso fiir X C G.

3. 04: G — G; x~— 27 ist ein Automorphismus von G, der von g bewirkte
innere Automorphismus.

4. SATZ: Folgende Eigenschaften der Untergruppe N von G sind dquiva-
lent:
(1) N<G (d.h. N9 = N fiir alle g € G)
(2) Ng = gN fiir alle g € G.

(3) G/N ={Ng| g € G} bildet mit der Komplexmultiplikation (Ng)o
(Nh) = NgNh eine Gruppe. Ist N < G, so heift (G/N, o) die
Faktorgruppe von G nach N.

Ein N < G mit diesen Eigenschaften heifst Normalteiler von G.



1.0.7 Homomorphiesatz
Seien G und H Gruppen.

1. Ist N <G, so ist die Abbildung p : G — G/N; g — Ng ein Epimor-
phismus, der natirliche Homomorphismus von G auf G/N.

2. Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus, so ist N := Kerno < G und
o =p-7Tmit p: G — G/N, dem natiirlichem Homomorphismus und
dem Monomorphismus 7 : G/N — H; Ng — ¢°. Insbesondere ist
G’ ~ G/Kerno.

1.0.8 Beispiele

1. Q Menge, Sym(f2) - Menge aller Permutationen (g : Q — Q bijektiv)
auf €2, mit Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung.

() +1, falls g Produkt gerader Anzahl der Transpositionen
sgn(g) =
g —1, falls g Produkt ungerader Anzahl der Transpositionen

Somit ist sgn : S,, — {41, —1} ein Homomorphismus.

3. Firn >2ist A, := Kernsgn = {g € S,, | sgn(g) = 1} ein Normalteiler
vom Index 2 in S, - die alternierende Gruppe vom Grad n.

4. V Vektorraum iiber Kérper K. GL(V') - Menge aller nichtsinguléren
linearen Abbildungen von V' nach V' ist Gruppe mit Hintereinanderaus-
fiihrung als Verkniipfung, die volle lineare Gruppe auf V. Ist dim V' = n,
so ist GL(V') isomorph zu GL(n, K) - Gruppe der nichtsinguléren n x n
- Matrizen iiber K (mit Matrizenmultiplikation) !. Ist K = GF(q) mit
q=p/(p €P, feN),so erhalten wir endliche Gruppen (siehe 5).

5. GL(n,q) = GL(n,GF(q)) ~ GL(GF(¢)")). Es gilt |GL(n,q)| = (¢" —

D(¢" = a)(@" = ¢*) ... (¢" —¢"") = [T/ (¢" — ¢') - Anzahl der Basen
eines n-dimensionalen Vektorraums.

6. det : GL(V) — K*. Sei SL(V) := Kerndet = {g € GL(V) | detg =1},
die spezielle lineare Gruppe. Sei SL(n,q) = {g € GL(n,q) | detg = 1}.
Fiir ¢ = p/ ist

(1.0.7)

GL(n, q)

GL(V)/SL(V) -

K* = [SL(n, q)| =

siehe Bernd Stellmacher, Lineare Algebra 2001/2002, 4.1.3, 4.2.2
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1.0.9 Direktes Produkt

Seien Gy, ..., G, Gruppen. Dann ist Gy X...xXG,, = {(21,...,z,) | z; € G;}
mit (1,...,25) o (Y1, Yn) = (T191, ..., 2,Ys) eine Gruppe, das direkte
Produkt der G;.

BEWEIS: (1,...,1)ist Einselement, (7', ...,z ') ist das Inverse zu (z, . .., 2,).

BEISPIEL: n =2, G; = {1,a}, Gy = {l',b} = G; x Gy =: V}; Vierergruppe
mit Elementen (1,,1),(1,0), (a,1’), (a,b).

1.1 Operationen von Gruppen (auf Mengen)
1.1.1 G-Menge

Sei G eine Gruppe und €2 eine Menge.
DEFINITION: Wir nennen 2 eine G-Menge, wenn eine Verkniipfung (2, G) —
Q; (o, g) — a9 definiert ist mit

1. o! = o fiir alle o € Q.

2. a%h = ()" fiir alle v € Q, g, h € G.

Wir sagen ,,G operiert auf ), wenn () eine G-Menge ist.
BEMERKUNG: Ist €2 eine G-Menge und H < G, so ist {2 auch eine H-Menge.

BEISPIEL: Sei Q = {1,...,n} und G < S, und fiir « € Q,9 € G sei o
der Punkt aus €2, auf den die Permutation g den Punkt o abbildet. Das ist
eine G-Menge: Verkniipfung ist klar. 1 = id, also ist (1) erfillt, (2) gilt nach
Definition des Produktes zweier Permutationen.

SATZ:

1. Sei €2 eine G-Menge. Fiir g € G sei 0, : €0 — Q,a — . Dann ist o,
eine Permutation auf €2 und die Abbildung o : G — Sym(2, g — o, ist
ein Homomorphismus mit Kerno = {g € G | o/ = a fiir allea € Q} =
Kern(€2, G)

2. Sei umgekehrt €2 eine Menge und ¢ : G — Sym €2 ein Homomorphismus.
Dann ist  mit der Verkniipfung (2,G) — Q, (a,g) — a9 eine G-
Menge.

BEMERKUNG: Kern(£2, G) heift Kern der G-Menge und der Homomorphie-
satz (1.0.7) besagt: Kern(Q2,G) QG und G/ Kern(Q),G) ~ G7 < Sym Q.
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BEWEIS: Triviale Rechnung.
1. 04:Q — Q ist offenbar wohldefiniert. Zur Injektivitét:

o’ = ﬁgg De:f;fg ad = BQ
= o @ al = 99" &) (ag)g_l _ (59)9_1 — 3

Zur Surjektivitit: Sei 8 € Q. Sei a:= 49 € Q. Dann ist a% = o =
(8971)9 = 3. Also 0, € SymQ. Somit o : G — SymQ wohldefiniert.
Seien g, h € G, a € .

(2) h o in Sym .
a%h = a2 (ad)" = (a%) TS e
= Ognp = 0g - 0p
Also ¢ Homomorphismus. Weiter gilt:

geEKemo s o,=id & a=a% =af fir allea € Q2

2. Die Verkniipfung ist klar. Beweis der Eigenschaften:

(a) al = gt ofom- id

(b) agh _ Og(gh)g UHZOm. agoha _ (agg)h"’ _ (ag)h

=

1.1.2 Beispiel: Galoisgruppe

Seien K < L Kérper und G = Gal(L/K).

1. Q = L. Fir a € Q,9g € G sei o das Bild von « unter dem Au-
tomorphismus g € G. Das ist eine G-Menge, da Multiplikation von
Automorphismen Hintereinanderausfiihrung ist.

2. feKz], Q={aeL| f(a) =0}, Verkniipfung ? wie oben ist auch
eine G-Menge.

1.1.3 Beispiel: Konjugation

Sei GG eine Gruppe.
1. Q = G mit (a,9) — af := g lag (Konjugierte von «) ist G-Menge.
Beweis: Verkniipfung ist klar, a! = 17 a1l = o, a" = (a9)" laut (1.0.6).

2. Q=9(G), (U,g) —U={29| 22U} <G (dao,: G— Gz
x9 Automorphismus) ist G-Menge, d.h. G operiert auf B(G) durch
Konjugation.

3. H<G, Q={H*| z € G}, (H*, g) — (H*) = H™.

ZVerkniipfung ist wohldefiniert wegen (1.7.3(c)) - siehe Script Algebra 1 WS 2002/03.
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1.1.4 Beispiel: Rechtsmultiplikation

Sei GG eine Gruppe.

1. Q=G, (a,g) — a- g ist eine G-Menge, d.h. G operiert auf sich durch
Rechtsmultiplikation.

Beweis: Verkniipfung ist trivial, o' = «, a(gh) = (ag)h - Assoziativge-
setz.

2. Sei H <G, dannist Q = {Hz | z € G}, (V,g) — Vg eine G-Menge.

Beweis: V.= Hx = Vg = (Hz)g (105 H(zg) € Q. Weiter ist

1.0.5
(Ha)(gh) "= ((H)g)h.
Bemerkung: (1) ist Spezialfall H = 1 von (2).

BEMERKUNG: Linksmultiplikation statt Rechtsmultiplikation geht nicht.

1.1.5 Stabilisator und Bahn
Sei €2 eine G-Menge und « € ).

DEFINITIONEN:
1. Go:={g€ G| a9 = a}, Stabilisator von o in G.

2. o :={a | g € G}, Bahn von o unter G.

LEMMA:
1. G, <@
2. Kern(Q,G) = (,eqGa 1 G

BEWEIS:
1. 1 € G, nach (1). Fiir g,h € G, ist a9 = a = o, damit

1

at & (@V'=d"=a=gheGy o =) =a=g'eq,
2. Gleichheit folgt aus den Definitionen. Fiir x € Kern, g € G, a € € ist

— -1\ "\ Y zeKern -1\9 —
of leg 2) <<a9 1> > €K (ag 1) =a = ¢ 'zg € Kern = Kern <G



1.1.6 Hauptsatz liber G-Mengen

Sei 2 eine G-Menge.

1. Die Bahnen von G auf ) bilden eine Partition von €2, d.h. jedes o € )
liegt in genau einer Bahn von G auf €.

2. Sei a € Q und R, die Menge der Rechtsrestklassen von G, in G.
Die Abbildung ¢, : o — R,, o — G, - g ist bijektiv. Somit
|a%| = |G : G, Ist G endlich, so folgt: |G| = |Gal - [a€].

3. Ist  endlich und sind A4, ..., A, die Bahnen von G auf {2 und sind
a €Ny, (i=1,...,r),dh A; = a¥ so gilt

T s

Q=) 1a]=) |G: G,

i=1 =1

BEWEIS:

1. a € a“ (wegen (1) aus (1.1.1)), daraus folgt: Q = |J .o @“. Zu zeigen:
falls v € a% N B so ist a¥ = BY. Beweis: Da v € a% N BY, existieren
z,y € Gmit vy = o = Y. Also g = (B)* " = (a®)* = a. Ist
§ € af, so existiert ¢ € G mit § = o7, also § = o9 = (63”71)9 =
Bl e B¢ = oF C B9, Genauso % C o, also o = 3C.

Andere Beweismoglichkeit: definiere
a~ < dge Gmito? =
Zeige: ~ ist Aquivalenzrelation und zugehérige Klassen sind die Bahnen.

2. Fir o € Qund g,h € G gilt:

af=a" = o = (@) = (@) =" =0
DLLLD) y1
LU0 o,

Von links nach rechts gelesen: ¢, ist wohldefiniert, von rechts nach links:
©q st injektiv. Offensichtlich ist ¢, surjektiv (da (G4 - g) = (a9)%).
Der Satz von Lagrange besagt:

|G| = |Gal - |G : Ga| = |Gal - |0
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3. Folgt aus (a) und (b), wenn man beachtet, dass fiir ; € A; = 8¢ gilt:
a; € af N BY, also aff = Y = A; (siehe Beweis zu (a)).

BEISPIELE:

. Fir Q ={1,...,n}, G=S,, a=nist G, = {g€ S, | nY =n} ~
Sn_1 und a% = Q, d.h.

n=1a% =|G:Gy| =S, : Sn_i
Daraus ergibt sich insbesondere die Formel |S,| = nl.
2. Sei K < L,G = Gal(L, K).

(a) Fir Q= L,a € List G, = {a}®& < G.
(b) Fir f € K[z],Q={a € L| f(a) =0} ist Kern(Q2,G) = Q& I G
3

1.1.7 Zentralisator, Normalisator, Zentrum, Klassengleichung
Sei GG eine Gruppe.
1 Betrachte Beispiel (1.1.3(a)): Sei 2 = G mit (z,g) — 29 = g~ xg.
DEFINITIONEN:
(a) G, ={g€G| glzg=2}={g€ G| xg =gz} = Cq(xr) <G heilt
Zentralisator von x in G.
(b) 2% = {29 | g € G} heikt Konjugiertenklasse von z in G.

(c) Kern(Q,G)={ge G| 29 =zfiraller € G} =(),. Calx) = Z(G)
G heillt Zentrum von G.

zeG

BEMERKUNG: Nach (1.1.6) ist [2¢] = |G : Cg(z)].

SATZ: Sei GG eine endliche Gruppe. Sind K7, ..., K, die Konjugiertenklas-
sen von G und ist x; € K, so ist |K;| = |G : Ce(z;)| und

T

|G| = Z |K;| =|Z(G)| + Z |G : Cq(z;)| (Klassengleichung)
i=1

=1
zi¢Z(G)

3Vergleiche I, 10.9: K(Q) ist normal iiber K, also Q® = K(2)® < G. Hier allerdings
haben wir nicht vorausgesetzt, dass L galoissch {iber K ist.
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BEWEIS: Es gilt

& 29 = g fiur alle g € G < x; € Z(G)

2 Betrachte Beispiel (1.1.3(b)): Sei 2 = U(G) mit (U, g) — UY.

DEFINITIONEN:

(a) Gy ={g€ G| UY=U} := Ng(U) heifst Normalisator von U in G.
N¢(U) ist nach (1.1.5) eine Untergruppe von G, die U enthélt.

(b) U% ={UY | g € G} heift Konjugiertenklasse von U unter G.

(c) Kern(Q,G) ={g € G| U?=U fiir alle U < G} =5 No(U) heift

Kern oder Norm von G.

BEMERKUNG: Nach (1.1.6) ist [{U? | g € G} | = |G : Ng(U)].

1.1.8 Anwendung auf p-Gruppen

Sei p eine Primzahl.

DEFINITION: G heit p-Gruppe genau dann, wenn |G| = p" fiir n € Nj.

LEMMA: Sei G eine p-Gruppe. Ist © eine G-Menge und Qy := {a € Q| of = @ fiir alle g € G}
Menge der Fixpunkte unter G, so ist || = || mod p (d.h. p | || — [Q0]).
Ist insbesondere p t [Q, so ist Qg # 0.

BEWEIS: Nach Hauptsatz (1.1.6) ist Q2] = > 7| |G : G,,| mit gewissen
a; € Q. Offenbar gilt:

IG:Gyl =1 G, =G a; €

also .
o = jul + Y 1G: Gl
e
Nach Lagrange ist p | |G : G,,], falls G,, < G, alsop | > ... = |Q] — Q.

Insbesondere falls p t [Q], so ist
192 = Q0] + (12 = 120]) = p 1 €]

SATZ: Ist G eine p-Gruppe und N <G mit N # 1, so ist NN Z(G) > 14
Insbesondere, ist G eine p-Gruppe und G # 1, so ist Z(G) # 1.




BEWEIS: Sei Q= N\ {1} mit (2,G) — Q,x — 29 = g~ 'zg. Da N <G, ist
N9 = N und 19 = 1, also ist 2 eine G-Menge. Es gilt |[N| = p* fiir s > 1,
daraus folgt |Q] = p* — 1, also p 1 |2|. Nach Lemma existiert z € g, d.h.
x € Z(G)N N mit xz # 1. Setzt man N = G, so folgt: Z(G) # 1.

BEMERKUNG: Z(G) # 1 folgt auch sofort aus der Klassengleichung: p |
|Z(G)|, wegen 1 € Z(G) folgt |Z(G)| > p.

FOLGERUNG:
1. Ist |G| = p, so ist G zyklisch.
2. Ist |G| = p?, so ist G abelsch.
BEWEIS:

1. Sei 1 # a € G, dann ist 1 # (a) < G, daraus folgt mit Lagrange:
[{a)| = p, dh. G = {a).

2. Nach Satz ist 1 < Z(G) < G, daraus folgt: |Z(G)| teilt |G| = p*. Ist
|Z(@)| = p?, soist G = Z(G), also G abelsch. Angenommen |Z(G)| = p.
Sei dann @ € G\ Z(G). Betrachte Cg(a) < G. Es gilt Z(G) < Cg(a) und
a € Cg(a). Also Z(G) < Cgla) < G, mit |G| = p? folgt: Cg(a) = G,
somit a € Z(G), Widerspruch.

1.1.9 Anwendung der Rechtsmultiplikation
Sei H< G, Q={Hz | v € G} mit (Hz,g) — Hzyg.

LEMMA:
1. Der Stabilisator von Hx in G ist H?®.

2. Die Bahn von Hz ist €.

BEWEIS:

1. Es gilt
(1.0.3) . N
geGy, o Hr=Hzxg & zgv € H&ge H

2. Fiir Hy € Q ist Hz(z'y) = Hy.
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DEFINITION: Kern(Q2, G) = (,c H* = He < G heikt das Herz von H in
G.

SATZ: Ist H < G mit |G : H| = n € N, so ist G/H¢ isomorph zu einer
Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,. Insbesondere ist |G/Hg| ein
Teiler von n!

BEWEIS: Betrachte die G-Menge Q2 = { Hx | € G} mit Rechtsmultipli-
kation. Dann ist |Q2] = n. Satz (1.1.1) besagt: 0 : G — Sym ist Ho-
momorphismus mit Kerno = Kern(Q2, G) = Hg. Homomorphiesatz liefert:
G/Hg =G/Kemo ~G7 < SymQ ~ G,.

FOLGERUNG:

1. Ist H < G mit |G : H| < 00, so existiert ein in H enthaltener Normal-
teiler von endlichem Index in G' (némlich Hg)

2. Ist G endlich und H < G mit |G : H| = p, wobei p der kleinste
Primteiler von |G| ist, so ist H I G.

BEWEIS von (2): Ist V < U < G, so ist

GV V=Gl =G U]- U] =|G:U[-|U:V]-]V]
Also |G : V| =|G:U|-|U:V|. Somit |G : Hg| =|G: H|-|H : Hg|=p-|H :
He| teilt p! (nach Satz), also |H : Hg| teilt (p — 1)!. Jeder Primteiler ¢ von

|H : Hg| teilt |G, ist also grofer gleich p, kann also (p — 1)! nicht teilen. Also
existiert kein solches ¢, d.h. |H : Hg| = 1. Damit ist H = Hg < G.

1.1.10 Satz von CAYLEY

Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von Sym G. Falls |G| = n,
so ist G ~ § < §,. Insbesondere ist G isomorph zu einer Untergruppe von
Sym N.

BEWEIS: Setze H = 1 im Satz (1.1.9) (fir endliche Gruppen). Fiir unendliche
Gruppen betrachte 2 = G mit Rechtsmultiplikation. Offenbar Kern(Q2, G) = 1.
Satz (1.1.1) liefert: G/ Kern(Q2,G) ~ S < Sym ) = SymG.
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1.2 Die Sylowschen Satze
1.2.1 Untergruppen der Ordnung p“

SATZ: Sei |G| = p* - n, wobei p Primzahl, @ € Ny und n € N (p und n nicht
notwendig teilerfremd) und sei Ag(p®) die Anzahl der Untergruppen der
Ordnung p® von G. Dann gilt: Ag(p®) = 1 mod p, insbesondere Ag(p®) # 0.

BEWEIS: (von Wielandt 1959).

1. Sei Q@ = {M CG| |M|=p*} mit (M,g) — Mg. Dies ist eine G-
Menge, da aus |M| = p* folgt |[Mg| = [{mg| m e M}| = p*, d.h.
Rechtsmultiplikation ist Verkniipfung auf €. Es gilt |Q] = (p:a”) =:
N(p®,n).

2. Sei A eine Bahn von G auf 2, M € A und U = G, der Stabilisator
von M in G. Dann ist U = {g € G| Mg = M}, d.h. fiir alle m € M
und v € U ist m - u € M, also mU C M. Somit ist M Vereinigung
von Linksnebenklassen von U. Da Linksnebenklassen (zur Gruppe U)
disjunkt sind, so existiert k € N mit M = J*_, m;U und |M| =k - |U].
Insbesondere ist |U| ein Teiler von |M| = p*.

3. Es gilt

(67

_ Gl _pm
vl U]

Somit ist |U| = p® genau dann, wenn |A| = n. Weiter ist U < p® genau

dann, wenn |[A| =0 mod pn.

(1.1.6b)

|A| |G : U|

4. Behauptung: Die Bahnen der Lénge n sind genau die Mengen { Vg | g € G}
fir V < G mit |V| = p®.

Beweis: Ist |V| = p*, soist B:={Vg| g € G} C Q und B ist natiirlich
eine Bahn von G auf (). Ferner

Def.1.0.3

B P v = =

Gl _p™n
Vi p®

Sei umgekehrt A eine Bahn der Léange n und seien M und U = G,,
wie in (2). Es ist |U| = p®, somit ist in (2) £k = 1, dh. M = mU
mit m € M. Mit M liegt auch Mm™' = mUm™' = U™ " =V in A.
Ferner ist Vg € A fiir alle g € G. Damit B:={Vg| g € G} C A. Da
|B|=|G:V|=n,soist B=A.
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5. Die Anzahl der Bahnen der Lange n ist laut (4) Ag(p®) (jede Bahn
enthélt genau eine Untergruppe der Ordnung p® und jede Untergruppe
liefert genau eine Bahn). Hauptsatz (1.1.6) besagt: Seien Ay, ..., A, die
Bahnen von G auf €2, dann ist

N(p*,n) = [0 = Z\Ar—Zm\+Zmr—AG *)n mod pn

|Ail=n |Ail#n

6. Wende (5) auf die zyklische Gruppe G der Ordnung p®n an. Dann folgt
N(p*,n) =1-n mod pn. Nun setze (7) in (6) (fiir unsere beliebige
Gruppe) ein:

n=N(p“,n)= Ac(p*)n mod pn

also pn | n(Ag(p®) — 1), daraus folgt: Ag(p®) =1 mod p.

1.2.2 p-Sylowuntergruppen
Sei p € P, G eine endliche Gruppe, |G| = p®n mit (p,n) = 1.

DEFINITION: Eine p-Sylowuntergruppe von G ist eine Untergruppe der
Ordnung p® von G. Die Menge aller p-Sylowuntergruppen wird mit Syl,(G)
bezeichnet.

SATZ: Ist P eine p-Untergruppe und S eine p-Sylowuntergruppe von G, so
existiert ein x € G mit P < S* (oder Pl < S)

BEWEIS: Q = {Sz | x € G} mit Rechtsmultiplikation ist nach (1.1.4) eine
G-Menge, also auch eine P-Menge (nach Bemerkung (1.1.1)). Es gilt

e G “
¥ ]Df]G S| = 1G] pan:n;f_(]modp
151
Mit Lemma (1.1. 8) folgt daraus: es existiert ein Fixpunkt Sx von P auf €2,
also P < Gg, Lo S”ﬁ

1.2.3 Hauptsatz

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
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SATZ VON SYLOW (1872):

1. Zu jeder p-Untergruppe P von G existiert eine p-Sylowuntergruppe S
von G mit P < S. Insbesondere (mit P = 1) existieren p-Sylowuntergruppen.

2. Je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert.
3. [Syl,(G)] = |G : Ng(S)| =1 mod p fiir S € Syl (G).

BEWEIS:

1. Nach Satz (1.2.1) existiert eine p-Sylowgruppe T'. Nach Satz (1.2.2)
existiert x € G mit P < .S =1T7 und S € Syl,(G), da |S| = |T.

2. Seien S, T € Syl,(G). Satz (1.2.2) mit T' = P liefert: es existiert v € G
mit 7' < S*. Da |T| = |S| = |S¥|, folgt: T' = S*.

3. Nach (2) ist
SYL(G)| = [{5" | 2 € G} "% |G : Nu(9))|
Nach (1.2.1) ist

SyL,(G)] = [Ac(p®)| = 1 mod p

1.2.4 Gruppen der Ordnung pg

SATZ: Ist |G| = pg fir Primzahlen p, ¢ mit p > ¢, so hat G eine normale
p-Sylowgruppe. Ist G nicht zyklisch, so ist ¢ | p — 1 und G hat genau p
g-Sylowgruppen.

BEWEIS: Sei P € Syl,(G). Dann ist |P| = p und nach (3) aus (1.2.3) gilt:
ISyL,(G)| teilt |G : P| = g, also ist [Syl,(G)| = 1 oder ¢q. Da [Syl(G)| =
1 mod p, folgt: [Syl,(G)| = 1. Also ist P die einzige p-Sylowgruppe, damit
P4G.

Hat GG nur eine ¢-Sylowgruppe @, so sind nach Lagrange 1, P, ), G die einzigen
Untergruppen von GG. Da PUQ nur p = g— 1 < pq Elemente enthélt, existiert
g€ Gmit g¢ PUQ, also ist (g) = G, d.h. G ist zyklisch. Ist also G nicht
zyklisch, so enthélt G mehr als eine ¢-Sylowgruppe, also (da |G : Q| = p) gibt
es p g-Sylowuntergruppen. Nach (3) aus (1.2.3) ist p =1 mod gq.

FOLGERUNGEN:
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1. Der Untergruppenverband von G besteht aus 1, P, @), G oder aus 1, P,
p Untergruppen der Ordnung ¢ und G.

2. Die Untergruppen der Ordnung 15,33,35,... (mit ¢ { p — 1) sind
immer zyklisch.

3. Die einzigen Gruppen der Ordnung 6 sind Zg und Ss.

Beweis: ist |G| = 6, G nicht zyklisch, so ist [Syl,(G)| = 3, also Q2 =
Syly(G) mit Konjugation ist eine G-Menge. Es gilt nach Satz (1.1.9):
G =G/Qg ~ Gy < S5 fiir Q € Syl,(G). Da |G| = |Go| = 6 = |S3], folgt
G~ 53.

BEMERKUNG: (ohne Beweis) Fiir ¢ | p—1 gibt es (bis auf Isomorphie) genau
eine nichtzyklische Gruppe der Ordnung pq.

1.2.5 Beispiele: A; und S,

SATZ:
1. Die S, hat 4 3-Sylowuntergruppen und 3 2-Sylowuntergruppen.

2. G = A4 enthélt die 4 3-Sylowgruppen aus der Sy, eine 2-Sylowgruppe
und keine Untergruppe der Ordnung 6.

BEWEIS:

1. [Sy =24 =23-3.Ist S € Syly(G) so ist |S] = 3 und |G : S| = 8.
Mit (1.2.3(3)) folgt: [Syl;(G)| € {1,2,4,8}. Da |Syl;(G)] = 1 mod 3
sein muss, konnen wir 2 und 8 ausschliefen. Es gibt also 4 solche
Untergruppen, namlich 1, ((123)), ((124)) und ((234)).

Ist nun 7' € Syl,(G), so ist |T| = 8 und |G : T'| = 3. Daraus folgt:
[Syly,(G)| = 1 oder 3. Alle 12 Transpositionen kénnen nicht in einer
2-Sylowgruppe der Ordnung 8 liegen, also gibt es 3 solche Sylowgruppen.

2. G = A, enthilt die 4 3-Sylowgruppen aus der Sy. Diese 4 Untergruppen
der Ordnung 3 enthalten 4 - (3 — 1) = 8 Elemente ungleich 1. Es bleiben
4 Elemente in G, die dann nach (1.2.3(1)) die 2-Sylowuntergruppe
von G bilden. Das sind die Elemente {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Diese Elemente bilden die sog. Kleinsche Vierergruppe. Géabe es eine
Untergruppe H < A, mit |H| = 6, so folgte H < A; und H enthielte
eine und nach (1.2.3(2)) alle 4 3-Sylowuntergruppen der A4. Damit
enthielte H 8 Elemente, Widerspruch.
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SATZ: Ist |G| = 12 und hat G mehr als eine 3-Sylowgruppe, so ist G ~ Ay.

BEWEIS: Fir S € Syl,(G) ist |G : S| = 4. Da es mehrere 3-Sylowgruppen
gibt, ist nach Satz (1.1.9) G = G/Sg. Weiter ist nach Satz (1.1.9) G/S¢q
isomorph zu einer Untergruppe von S;. Da S; nur eine Untergruppe der
Ordnung 12 hat, folgt: G ~ Ay.

Zur Eindeutigkeit von Ay: ist Ay # H < .Sy mit |H| = 12, so ist nach Aufgabe
1 AyH = S4. Nach Aufgabe 2 folgt:
A4 |H] 12412

24 = =
|[AyNH|  [AyNH|

Wie oben gesehen, gibt es aber keine Untergruppe der Ordnung 6 in Ay.

1.2.6 Normaleigenschaften der Sylowgruppen

SATZ: Sei GG eine Gruppe und S < Syl (). Dann sind dquivalent:
1. S<4G.
2. S ist die einzige p-Sylowgruppe von G.

3. Jede p-Untergruppe von G ist in S enthalten

BEWEIS:
(a) = (b) Ist T' € Syl,(G), so existiert nach (1.2.3(2)) z € G mit T'= S* = 5.
(b) = (c) Ist P eine p-Untergruppe von G, so folgt mit (1.2.3(1)): P < S.
(c) = (a) Sei z € G. Dann ist |S*| = |S], also S* eine p-Untergruppe von G. Mit
Voraussetzung gilt S* < S, somit S* =5, d.h. § <G.

1.2.7 Gruppe der Ordnung p’q

SATZ: Sei |G| = p3¢ mit Primzahlen p und ¢. Hat G mehr als eine p-
Sylowgruppe und mehr als eine ¢-Sylowgruppe, so ist p = 2,q = 3, also
|G| =24 und G ~ 5.

BEWEIS: Es folgt sofort p # ¢. Ist P € Syl (G), so ist |G : P| = g, also hat
G eine oder g p-Sylowgruppen, mit Voraussetzung ¢. Somit ¢ = [Syl,(G)| =
1 mod p. Daraus folgt: p < q.

Sei @ € Syl (G), dann ist |Q| = ¢ und [Syl (G)| € {1,p,p* p*}. 1 geht
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nach Voraussetzung nicht. Da [Syl,(G)] = 1 mod ¢ und p < ¢, so folgt:
Syl,(G)| # p. Angenommen |Syl (G)| = p*. Die p? ¢-Sylowgruppen enthalten
p*(q — 1) = pP’q — p* = |G| — p* ¢-Elemente ungleich 1. Die iibrigen p?
Elemente bilden dann die einzige p-Sylowgruppe von G, Widerspruch. Also
Syl,(G)] =p* =1 mod ¢, also ¢ | p* =1 = (p+1)(p—1). Da g > p, folgt:
¢ =p+ 1. Dann ist p = 2 und ¢ = 3, also |G| = 24.

Sei = Syly(G). Dann ist |Q2| = 4. G operiert durch Konjugation auf €. Sei

1.1.6 1.2.3(2
K = Kem(2, G) = Noeo Na(Q)- Da |G : No(@)] =7 1@ 2% [0 = 4,

0 ist |[Ng(Q)| = 6 und |K| < 6. Nach Satz (1.1.1) ist G/K < SymQ = S,.
Ist also K =1, so folgt: G ~ S;. Ware |K| = 3 oder 6, so enthielte K eine
3-Sylowgruppe, also alle 3-Sylowgruppen, Widerspruch zu Satz (1.2.4). Wire
|K| = 2, so wire |G/K| = 12 und somit G/K ~ Ay. Sei S/K die Kleinsche
Vierergruppe in G/K, dann folgt mit Aufgabe 5: S < G und |S| = 8, daraus
folgt: S ist die einzige 2-Sylowgruppe von G, Widerspruch.

1.2.8 Normalteiler von p-Gruppen

SATZ: Ist |G| = p™ und N < G sowie k € N mit p* | |N|, so existiert ein in
N enthaltener Normalteiler der Ordnung p*.

KOROLLAR: Es existiert eine Kette 1 = Ng < N; < ... < N,, = G von
Normalteilern N, von G mit |N,| = p*.

BEWEIS des Satzes: Sei @ = {U < N | |U| = p*}. Nach Satz (1.2.1) ange-
wandt auf N ist |Q] =1 mod p. Q ist G-Menge per Konjugation: fir U € Q
ist U9 < N9 = N und |U%| = p*, also U9 € Q. Nach Lemma (1.1.8) existiert
ein Fixpunkt M € Q, d.h. M9 = M fiir alle g € G, also M < G.

Mit Induktion folgt das Korollar.

1.2.9 Normalisatoren in p-Gruppen

SATZ: Ist G eine p-Gruppe und H < G, so ist H < Ng(H).

BEWEIS: Induktion nach |G|. Ist Z(G) £ H,soist No(H) > (Z(G), H) > H.
Sei also Z = Z(G) < H. Nach Satz (1.1.8) ist Z # 1 und somit |G/Z| < |G].
Da |H/Z| < |G/Z], folgt mit Induktionsannahme: Ng,z(H/Z) > H/Z. Sei
xZ € Ngyz(H/Z)\ H/Z. Dann ist + ¢ H und

H/Z = (H/Z)*? = (x2) Y (H)Z)(22) = (x 'H22)/Z = (H"Z)/Z = H*|]Z
Mit Aufgabe 5 folgt: H = H*.
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1.2.10 Maximale Untergruppen von p-Gruppen

DEFINITION: Sei GG eine Gruppe. M ist maximale Untergruppe von G genau
dann, wenn M < G und aus M < H < G folgt H =G.

SATZ: Jede maximale Untergruppe einer p-Gruppe G ist normal in G und
hat Index p in G.

BEWEIS: Nach Satz (1.2.9) ist fiir maximale Untergruppe M von G offenbar
M < Ng(M) < G, also Ng(M) = G. Damit ist M <G.

Sei x € G\ M mit o(x) minimal. Dann ist o(2?) < o(x), also ¥ € M. Nach
Aufgabe 1ist M < M (z) < G (da M <@G), also M (z) = G. Es gilt

G| = |M (z)| "2 ’|AJ\44|5|<<5>>\’ = |M“<;CL><T> VI

also |G : M| = p.

1.3 Auflésbare Gruppen
1.3.1 Die Kommutatorgruppe

Sei G eine Gruppe und seien a,b € G.

DEFINITIONEN:
1. [a,b] = a b~ tab = a~'ab heikt Kommutator von a und b.
2. G'={[z,y] | =,y € G}) heibt Kommutatorgruppe von G.
BEMERKUNGEN:

1. bala,b] = baa='b"'ab = ab. Offenbar ist ab = ba genau dann, wenn
[a,b] = 1.

2. Offenbar ist G abelsch genau dann, wenn G’ = 1.

3. {[z,y] | z,y € G} ist im Allgemeinen keine Untergruppe.

SATZ: Sei H < G. Genau dann gilt H <G und G/H abelsch, wenn G’ < H.
Die Kommutatorgruppe ist also der kleinste Normalteiler mit abelscher
Faktorgruppe.
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BEWEIS: Sei G’ < H. Fiir alle g € H,h € H gilt: h™'h9 = [h,g] € H, also
h9 € H. Somit H < G. Weiter gilt fir H < G-

G/H abelsch & Vr,ye€ G: Hrxy= HxHy= HyHxr = Hyx
& Vo,yeG:ax 'ty tay = (yx) lay e H
& G'<H

BEISPIELE: Fiir G = S3 ist G/ = As, fiir G = Ay ist G' =V, fir G = 9, ist
G/ - A4.

1.3.2 Vererbungseigenschaften
Seien G, G’ Gruppen.

LEMMA:
1. H<G= H <

2. Ist o : G — G ein Homomorphismus, so ist (G?)" = (G’)°. Insbesondere
(fiir 0 : G — G/N natiirlicher Homomorphismus): Ist N <G, so ist
(G/N) =G'N/N.

BEWEIS:
1. Trivial.

2. Filir a,b € GG ist
[a,b]” = (a” b ab)” = (a®) "1 (b7) 1a”b” = [a?, 0] € (G7) (%)

Weiter gilt: ist z € G’, so gilt nach Lemma (1.0.1)(3): es existieren
Kommutatoren oder Inverse der Kommutatoren zy,...,x, mit x =
x1...x,. Dann ist nach (x) 27 =z9...27 € (G7)', also (G")? < (G7)".

Fiir u,v € G7 existieren a,b € G mit u = a%,v = b7, mit (%) folgt:

[u,v] = [a,07] = [a,b]” € (G')?, d.h. (G7) < (G')°.
Fir o : G — G/N mit g — gN gilt: (G/N) = (G°) = (G')” = G'N/N.

1.3.3 Hohere Kommutatorgruppen

Sei G eine Gruppe.
DEFINITION: GO = G, G*D = (G®)’ fiir k € No. G® heift die k-te
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Kommutatorgruppe von G. G® und G® werden oft mit G” und G" bezeich-
net.

LEMMA: Seien G und G Gruppen und sei k € Ny.
1. H<G= H® <G®

2. Ist 0 : G — G ein Homomorphismus, so ist (G®))” = (G°)® insbe-
sondere aus N < G folgt: (G/N)® = GHIN/N

3. G 1@

BEWEIS:

2. Induktion nach k. Fiir k = 0 ist (G©)” = G7 = (G)®). Die Aussage
gelte fiir k, dann gilt

(@) (@) T (@@ (e ®y ey

3. Fiir g € G wenden wir (b) an auf 0, : G — G :  +— 29 und erhalten

k) ogAuto.

(kg — ((k)yog B oy ( (k)
(GY)? = (G') (G7) G
also G < @G.

1.3.4 Auflésbare Gruppen

SATZ: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dquivalent:
1. Es existiert ein n € N mit G = 1.

2. Es gibt eine Kette von Normalteilern N; von G mit G = Ny > Ny >
...> N, =1und N;/N,;,; abelsch fiir alle 7.

3. Es gibt eine Kette von Untergruppen M; von G mit G = My > M; >
...> M, =1und M;;; < M; und M;/M,,; abelsch fiir alle 1.

DEFINITION: Die Gruppe G heift auflisbar, wenn sie eine (und damit alle)
dieser 3 Eigenschaften hat.

BEWEIS:

20



(1)=(2) Setze N; = G®. Dann folgt mit (1.3.3)(c): N; <G und N;;; = N! also
N/N;41 abelsch nach Satz (1.3.1).

(2)=(3) Trivial, setze M; = N;.

(3)=(1) Induktion nach s. In M; existiere Kette der Lange s—1. Nach Induktions-
annahme existiert m € N mit (M;)™ = 1. Da M, <G mit G /M abelsch,
folgt mit (1.3.1): G’ < M;. Somit GV = (G")(™) 1.3;(@ (M) =1

BEISPIELE:
1. Abelsche Gruppen sind auflésbar: n = 1 erfiillt (a) des Satzes.
2. p-Gruppen sind auflésbar. Mit Korollar (1.2.8) folgt: (b) ist erfiillt.

3. S, ist auflésbar fir n < 4. In S3 ist die Kette Sz, A3, 1. In Sy ist die
Kette Sy, Ay, Vi, 1.

1.3.5 Vererbungseigenschaften fiir auflésbare Gruppen

Sei G eine Gruppe.

SATZ:
1. Ist G auflosbar und H < G, so ist H auflosbar.

2. Ist G auflésbar und ¢ : G — G° ein Homomorphismus, so ist G?
auflosbar. Insbesondere falls N < G und G auflésbar, so ist G/N
auflésbar.

3. Ist N <G und sind N und G/N auflsbar, so ist G auflosbar.

BEWEIS:

1. Ist G auflésbar, so existiert n € N mit G™ = 1, dann folgt mit (1.3.3)(a):
HM™ < G0 = 1, also ist H auflosbar.

2. Ist G aufloshar, so existiert n € N mit G = 1, dann folgt (G°)™ H30)
(GM)7 =17 = 1, damit ist G° auflosbar.
3. Sind N und G/N auflésbar, so existieren r,s € N mit N = 1 und

1
1= (G/N)® = GEUN/N. Also G® < N. Somit G+ = (G())")
N =1,

IN
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1.3.6 Gruppen der Ordnung p®q

SATZ: Gruppen der Ordnung p“q mit « € N und Primzahlen p, ¢ sind
auflosbar.

BEWEIS: Induktion nach |G|. Sei |G| = p®q. Wir zeigen:
(x) Es existiert ein Normalteiler N von G mit 1 < N < G.

Dann sind wir fertig: N und G/N sind entweder p-Gruppen oder haben
Ordnung pPq (oder q) mit 8 < a. Nach Induktionsannahme bzw. Bsp (1.3.5)(a)
sind also N und G/N auflosbar. Nach (1.3.5)(c) ist also G auflosbar.

Beweis von (x): Sei p # q und q = |Syl,(G)] (sonst gilt (x)).

Fall 1. SNT =1 fiir alle S,T" € Syl (G) mit S # T. Dann enthalten
diese p-Sylowgruppen ¢(p* — 1) = ¢p® — ¢ = |G| — ¢ p-Elemente. Die
iibrigen Elemente bilden die normale ¢-Sylowgruppe.

Fall 2. Es existieren S,T € Syl,(G) mit S # T und D := SNT # 1.
Wihle S und T so, dass D moglichst grof ist. Sei M = Ng(D). Nach
Satz (1.2.9) ist D < Ng(D) = Ng(D)NS=MnNS. Genauso M NT =
Np(D) > D. Wére M eine p-Gruppe, so gibe es nach nach (1.2.3(1))
P € Syl (G) mit M < P. Dann gilt SNP > SNM = Ng(D) > D. Mit
Wahl von D folgt: S = P, genauso T' = P, also S =T, Widerspruch.
Somit ¢ | |M| und nach Sylow (1.2.3) existiert Q@ < M mit |Q| = q.
Dann ist

Aufg2 |S|-1Q _ pYq _
15Q| " Snol - 1 =|G|=5Q=G

Fiir jedes g € G existieren also x € S,y € Q) mit g = xy. Somit
89 = 8% = (§TW"E¥ §¥ > pv = D

day € Q@ <M = Ng(D). Daraus folgt: 1 < D <(),.,S =S¢ JG.
Also N = Sg erfiillt (x).

1.3.7 Gruppen 5, fiir n > 5

SATZ: Fir n > 5 ist .S,, nicht auflosbar. ‘

BEWEIS: Wir zeigen mit Induktion nach k, dass S alle 3-Zyklen enthélt. Fiir
k=0ist S = Sn, die Aussage gilt. Sei die Aussage fiir k richtig. Sei (a, b, ¢)
ein 3-Zyklus. Da n > 5, existieren 2 weitere Elemente in Q = {1,... n},
etwa d,e. Sei a = (¢,d,a) und 5 = (a,b,e). Nach Induktionsvoraussetzung

ist a, 3 € S% und somit la, O] € S Also
[, 6] = ™' ap = (a,d. c)(e, b, a) (¢, d, a) (a,b,¢) = (a,b,¢) € SFH
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1.3.8 Einfache Gruppen

DEFINITION: Die Gruppe G heifst einfach, wenn G genau zwei Normalteiler
besitzt (also G # 1 und G aufer 1 und G keine weiteren Normalteiler hat)

BEMERKUNG: Sei G eine Gruppe, M; maximaler Normalteiler von G, M,
maximaler Normalteiler von M; usw. Dann sind G/M; und M; /M, fiir alle
1 einfach.

FRAGEN:
1. Welches sind die einfachen Gruppen?

2. Wie setzen sie sich zusammen (Erweiterungstheorie)?

LEMMA: Sei GG eine auflésbare Gruppe. Dann gilt: GG ist genau dann einfach,
wenn G zyklisch von Primzahlordnung ist.

BEWEIS:
,,<=" Trivial

.= Sei G einfach und auflosbar, also G # 1. Da G =1 fiir ein n € N, ist
G > G'. Danach (1.3.1) oder (1.3.3) G' <@, folgt G’ =1 (da G einfach).
Also G abelsch nach (1.3.1). Sei 1 # x € G. Dann ist 1 # (x) < G. Da
G einfach, folgt: G = (). Ist p € P (mit p | o(x) falls o(z) < o0), so ist
(xP) < (z) = G, also (aP) = 1, d.h. |G| = p.

1.3.9 Einfache Gruppen der Ordnung 60

SATZ: Die alternierende Gruppe A; (der Ordnung 2 = 60) ist die kleinste
nichtabelsche einfache Gruppe, das soll heifsen:

1. Gruppen der Ordnung kleiner 60 sind auflsbar.
2. As ist einfach.

3. Jede einfache Gruppe der Ordnung 60 ist isomorph zu As.

BEWEIS:

1. 60 = 22 -3 -5. Wir wissen: Gruppen der Ordnung p%, p®q, pqr® sind
auflosbar. Die einzige Zahl kleiner 60, die nicht von dieser Form ist,
ist 22 .32 = 36. Ist |G| = 36, so existiert P € Syly(G) mit |P| = 9,

®Die Auflésbarkeit fiir pgr folgt mit Aufgabe 6(b).
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also |G : P| = 4. Mit dem Satz (1.1.9) folgt: |G/Pg| teilt 4! = 24. Wie
bereits gesehen, ist dann G/ P auflosbar, ferner nach Beispiel (1.3.4)
ist Pg auflosbar. Nach (1.3.5)(3) ist G auflosbar.

2. Angenommen es existiert N < Ay mit 1 < N < As. Dann sind |N| und
|G/N| Kkleiner 60, also auflosbar nach (1). Nach (1.3.5)(3) ist dann Aj
selber auflosbar. Da |S5/As| = 2, folgt mit (1.3.5)(3): S5 ist auflosbar,
Widerspruch zu Satz (1.3.7)

3. Sei G einfach mit |G| = 60. Wir zeigen:
(%) G hat eine Untergruppe H der Ordnung 12.

Dann sind wir fertig, denn nach (1.1.9) ist G/Hg ~ U < S5. Da G
einfach, ist Hg = 1, also G ~ U. Also |U| = 60. Ware U # As, so wére
120 > |UAs5| = “g%‘jé’" = |g%§i‘. Daraus folgt: |[U N As| > 30. Aber Aj
hat nach (2) keine Untergruppe der Ordnung 30. Somit U = As, d.h.

G2A5.

Beweis von (%): Sei S € Syl,(G) (also |S| = 4) und sei H = Ng(5S5).
Angenommen G hat keine Untergruppe der Ordnung 12.

(i) Behauptung: Ist U < G mit |G : U| < 4, soist U = G.

Beweis: Nach Satz (1.1.9) wire G/Ug < Sy, S35 oder Sy wenn
|G : U] = 4,3 oder 2 wire. Da G einfach, folgt: Ug = 1, also G
auflosbar, Widerspruch zu Lemma.

Es gilt |G : Ng(S)| = 3,5 oder 15. Wegen (i) und Annahme, folgt:
|G : Ng(S)| = 15.

(ii) Behauptung: G hat 15 2-Sylowgruppen.

Beweis: Seien Si, Sy € Syl,(G) mit S; # Ss und sei D = S1 N Ss.
Es folgt: D < S; < (S1,52) < Cg(D)°® (da die Gruppen der
Ordnung 4 abelsch sind). Falls |Cg(D)| = 4 - 3, so erhalten wir
einen Widerspruch zur Annahme, falls |Cq(D)| = 4 - 5, erhalten
wir einen Widerspruch zu (i). Es folgt |Ce(D)| = 4 - 15, d.h.
Ce(D) = G. Somit D <G, also D = 1. Somit enthalten die 2-
Sylowgruppen von G 15(4—1) = 45 verschiedene Elemente. Bleiben
15 iibrig. Gébe es 4 5-Sylowgruppen, so hétten wir 4(5 — 1) = 16
Elemente der Ordnung 5, Widerspruch. Es folgt also [Syl;(G)| < 3,
mit (1.2.3(3)) folgt: |Syl;(G)| = 1, d.h. die 5-Sylowgruppe ist ein
Normalteiler von G, Widerspruch, da G einfach.

SMit Cg(D) = {x € G| a® = a fiir allea € D}
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1.3.10 Gruppen A, fiir n >5

SATZ: Fiir alle n > 5 ist die alternierende Gruppe A,, einfach. Ferner sind
1, A, und S, die einzigen Normalteiler der S,,.

BEWEIS:
1. A, = ((ab)(cd) | a,b,c,d € Q), wobei Q = {1,...,n}.
2. Sind a, b, ¢, d € ) paarweise verschieden, so ist
(ab)(ed) = (abc)(cad)
(ab)(ad) = (abd)
(ab)(ab) = 1

3. Aus (1) und (2) folgt: A, = ((a,b,c) | a,b,c € Q)
4. (ay,...,a;)7 = (by,..., by) falls

Bewezs:

_ 50 _
i i = 4711 mod k = Dit1 mod &

Folgerung: Je zwei Zyklen der Lénge k sind in S,, konjugiert (allgemeiner:
je zwei Elemente gleichen , Typs“ sind konjugiert) Konjugierte eines
Zyklus der Lange k ist wieder ein Zyklus der Lange k.

5. Aus (4) folgt: Die Zyklen der Lénge k bilden eine Konjugiertenklasse in
Sh-

6. Aus 1 # N .5, folgt: A, < N.
Beweis: Sei 1 # 0 € N und i € €2 mit i # i. Dan > 5, existiert j €
mit i # j # . Sei 7 = (ij) € S,. Dann gilt i7" = jo £ i@ 27 o,
Damit ist 7o # o7, also

1#[o,7]=0"'0"€ N (daceN<S,)

Es gilt 77! = 7, also [0,7] = o07'7o7 = 777 € N, dies ist nach (4)
Produkt zweier Transpositionen. Da [7, 0] # 1, ist 77 # 7. Nach (2) ist
also 777 = (abc) oder 77 = (ab)(cd) mit a, b, ¢, d paarweise verschieden.
Da n > 5, existiert ein weiterer Punkt e € Q. Nach (4) ist (ab)(ce) € N
(da N <G). Somit (ab)(cd)(ab)(ce) = (cde) € N. In jedem Falle enthélt
N einen 3-Zyklus, nach (5) also alle, nach (3) folgt: A, < N.
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7. A, ist einfach.

Beweis: Angenommen es existiert N <A, mit 1 < N < A,. Sei 7
irgendeine Transposition in S,,. Dann ist 7 ¢ A,,, also S,, = (A,,, 7). Es
gilt N™ < A, also auch NN™ < A, und NN N < A,,. Ferner gilt

2 72=1

(NN = NN "=' NN = NN7, d.h. Ng, (NN7) > (A,,7) = S,

Also NN7™ <S,,. Nach (6) ist dann NN = A,,. Genauso (N N N7)™ =
NTN N, also NN N7 <5, nach (6) ist dann N N N7 = 1. Es gilt

n! -1 Aufg. 2 -
5 = [Au] = [NN7| =7 NT INT| = [N
Hieraus folgt: |N| ist gerade. Nach (1.2.1) existiert o € N mit o(o) = 2,

also o = (ab)(cd) . . ., die Zyklenzerlegung enthélt nur Zyklen der Lénge
2. Sei jetzt 7 = (ab), dannist 0 = 07, also 0 € NNNT = 1, Widerspruch.

2 Anwendungen der Galoistheorie

2.4 Einheitswurzeln und Kreisteilungskorper

Sei K ein Korper, n € N mit char K 1 n, L = K(2" — 1).

2.4.1 Einheitswurzel

DEFINITION: ¢ heiltt n-te Finheitswurzel iber K, genau dann, wenn ¢ Null-
stelle von 2™ — 1 ist.

SATZ: E, = {e € L | " = 1} ist eine zyklische Gruppe von L* der Ordnung
n.

2.4.2 Primitive Einheitswurzeln und Eulersche ¢-Funktion

DEFINITIONEN:
1. ¢ heifst primitive n-te Einheitswurzel genau dann, wenn E,, = (¢).

2. ¢(n) sei die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln iiber K.
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¢(n) = Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln von E,
= Anzahl der Erzeugenden einer zyklischen Gruppe der Ordnung
= Anzahl der zu n teilerfremden natiirlichen Zahlen kleiner n
|E(Z/nZ)| Ordnung der Einheitengruppe von Z/nZ

SATZ:

1. ¢ ist multiplikativ, d.h. ¢(rs) = @(r)e(s) falls ggT(r,s) = 1.

o+
/N
—_
|
S
N—

2. p(p)=p'—pl=p

2.4.3 Kreisteilungspolynome
DEFINITION: Das n-te Kreisterlungspolynom sei

On Kk = H (x —¢)

EEETL
primitiv

Sei zudem ¢, := ¢ und ¢, = Gp.arp)
BEISPIELE:

gbl:l’—l, ¢4:I2+1, QZ56:ZL’2—I+1, ¢12:ZI}4—I2+1

Fir p € P ist
pp=1+x+... +aP!

LEMMA: Es gilt

" —1 :H¢d,K

dln

SATZ: Die Koeffizienten von ¢, g liegen im Primkérper; ist char K = 0, so
sind sie ganzzahlig, d.h. ¢,, € Z][z].
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2.4.4 Anwendung - Lemma iiber Teilbarkeit

LEMMA: Seien ¢,d,n € Nund ¢ > 1.
L.¢—1|¢q"—1<=d|n

2. d|n, d#n:>¢n(q)|qn_1

q?-1

3. n>1=|pn(q)| > q¢— 1 (insbesondere ¢,(q) 1 ¢—1)

BEWEIS:
(2), (1 ,,<*) Sei d|n. Nach Lemma (2.4.3) ist
n (2.4.3)
" —1=TJoe=Te¢c I] & =" " =1 [ o
tn tld s|n,std s|n,std

Also ¢¢ — 1| ¢" — 1. Fiir d # n ist

Dieses Produkt wird offenbar von ¢, (q) geteilt.
(1,=) Seiq?—1]|¢*—1und n =de+r mit 0 <r < d. Dann folgt
qd_l‘qn_l:qde+r_1:qr(qde_1)+qr_l

Da ¢ — 1| ¢% — 1 nach (1 ,<%), folgt: ¢* — 1| ¢" — 1. Mit r < d folgt:
r =20, also d | n.

(3) Sei g € R,q > 2. Ist ¢ primitive n-te Einheitswurzel, so folgt: ¢ liegt auf
dem Einheitskreis und € # 1. Geometrisch klar: ¢ — 1 < |¢ — ], daraus
folgt

0@l =| T[ =)= ] la—el>(@-17" S g1

eckby, eekby,
primitiv primitiv

2.4.5 Endliche Schiefkérper - Satz von WEDDERBURN

DEFINITION: Ein Schiefkorper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen
+,- mit ”

"Anders ausgedruckt: Schiefkérper ist ein Kérper, bei dem die Kommutativitit der
multiplikativen Gruppe nicht verlangt wird.
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1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Sei 0 das neutrale Element.

2. (K'\ {0},") ist eine Gruppe.

3. (a+b)c=ac+bcund a(b+ c) = ab + ac fiir alle a,b,c € K.
BEISPIELE:

1. Jeder Korper ist ein Schiefkorper.

2. H={(a,b,¢,d) | a,b,c,d € R} mit komponentenweise Addition und

(ao, ai, az, asz) o (by, by, by,b3) = (agby — aiby — azby — asbs,
apby + bpay + asbs — asbe,
apby + bpas + a1bs — asby,
agbs + byagz + a1by — asb)

heiltt Quaternionenschiefkorper . Ist
=(1,0,0,0),7 = (0,1,0,0),5 = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1)
so ist e das Einselement und
= =k’=—e, ij=k, jk=1, ki=j, ji=—k, kj = —i, ik=—j

Es gilt®
Q = {67 _e7ia _i7j> _j7 ka _k} S H*

SATZ: (WEDDERBURN 1905) Jeder endliche Schiefkorper ist ein Korper,
d.h. kommutativ.

BEWEIS: (Witt 1931) Sei K ein endlicher nichtkommutativer Schiefkérper.
Fira € KseiC(a):={z € K| ar =xa} undsei Z(K) ={z € K | zy = yx
fir alle y € K}.

1. Z(K) < C(a) < K (Teilschiefkorper) fiir alle a € K und natiirlich ist
Z(K) ein Korper.

Beweis: Fiir b,c € C(a) ist
cJa = bxceCl(a)
cJa = b-ceCla)

= —jk = —i = i~!. Damit ist

a(be) = (ab)e = (ba)c =

8Vergleiche Aufgabe 4: i* = e, i2 = j2, i/ = (—
Q@ ~ Qg, der Quaternionengruppe.

albtc)=abtac=ba+ca= (bt
(b
7)ij
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2. Ist Z(K) < R < K, soist R ein Z(K)-Vektorraum. Sei ¢ = |Z(K)|. Da
Z(K) ein Korper ist, ist ¢ > 1. Ist dimy)(K) = n, so ist |[K| = ¢".
Fir a € K sei dimgx)C(a) = ng, also |C(a)| = ¢™. Sei G = K*.
Offenbar ist G eine endliche nichtkommutative Gruppe mit |G| = ¢" — 1.
Weiter ist Z(G) = Z(K) \ {0}, also |Z(G)| = ¢ — 1, genauso gilt fiir alle
0#a€ K: Cgla) =C(a)\ {0}, also |Cg(a)| = g™ — 1. Nach Lagrange
ist |Cg(a)| ein Teiler von |G|. Mit Lemma (2.4.4)(a) folgt daraus: n, | n
fir alle 0 # a € K. Sei R C G ein Représentantensystem fiir die
Konjugiertenklassen der Léange grofer 1 in G. Die Klassengleichung
(Satz (1.1.7)) besagt:

n

¢ —1=16] = 12@)|+ Y16 Cala) =g -1+ 3

Nag 1
a€ER a€R q

Es gilt nach (2.4.4): ¢,,(q) | ¢" — 1 und ¢,(q) teilt die Summe rechts,
daraus folgt: ¢,,(q) | ¢ — 1, Widerspruch zu (2.4.4).

2.4.6 Satz von DIRICHLET

SATZ: (DIRICHLET 1837) Zu je zwei teilerfremden natiirlichen Zahlen
n, m existieren unendlich viele Primzahlen p mit p = m mod n, d.h. von
der Form m,m +n,m + 2n, ...

Wir beweisen den Spezialfall m = 1.

LEMMA: Seien n,m € N mit m > 1 und p ein Primteiler von ¢,,(m). Dann
ist p + m. Ist zusétzlich p 1 n, so gilt p =1 mod n.

BEWEIS: Nach (2.4.3) ist ¢, ein Teiler von " — 1 in Z[z], also p | ¢, (m) |
m"™ — 1. Wére also p | m, so p | m" und somit p | 1, Widerspruch.

Da p {1 m,ist m + pZ € (Z/pZ)*. Sei d die Ordnung von m + pZ in dieser
Gruppe. Es gilt:

(m+ pZ)" =m" + pZ pimi=ty +pZ =1

Nach (3) aus 8.3 (Algebra 1) folgt d | n. Angenommen d < n, also n = de mit
e > 1. Nach (2.4.4)(2) ist

m"—1 (m¥)e —

— d d\2 dye—1
p[¢n(m)|md_1— - =14+m®+ (m*)*+...+ (Mm%
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Da 1+ pZ = (m + pZ)? = m? + pZ, folgt:

0=1+1+...+41=e mod p
R —

e

Somit p | e, also p | de = n, Widerspruch zur Voraussetzung. Somit d = n ist
Ordnung von m + pZ in der Gruppe Z/pZ der Ordnung p — 1, nach Lagrange
folgt d=n|p—1, dh. p=1 mod n.

KOROLLAR: Ist n € Nyn > 1 und p ein Primteiler von ¢,(n), so ist
p=1 mod n.

BEWEIS: Setze n = m im Lemma.

SATZ: Zu jeder natiirlichen Zahl n existieren unendlich viele Primzahlen p
mit p =1 mod n.

BEWEIS: Fiir jedes k£ € N mit k£ > 2 betrachte ¢,x(nk). Nach (2.4.4)(c)
ist |¢nr(nk)| > nk — 1, enthélt also einen Primteiler p;. Nach Korollar ist
pr = 1 mod nk, insbesondere pr = 1 mod n. Fiir alle k gilt pr > nk. Daraus
folgt ]}Lrgo pr = 00, es gibt also unendlich viele solche Primzahlen.

2.4.7 Kreisteilungskorper

Sein € N.

DEFINITION: Q, := Q(z" — 1) = Q(¢,) = Q(¢) mit € € E,, primitiv heifst
n-ter Kreisteilungskorper.

LEMMA: (Gauk) ¢, ist irreduzibel iiber Q und somit [Q,, : Q] = p(n).

SATz: Gal(Q,/Q) ~ E(Z/nZ), insbesondere ist Gal(Q, /Q) abelsch und
somit sind alle Zwischenkorper normal

KOROLLAR: Ist n = p € P, so ist Gal(Q,/Q) zyklisch der Ordnung p — 1.

BEMERKUNG: Allgemein fiir char K { nund L = K(z"—1) ist Gal(L/K) <
E(Z/nZ), insbesondere abelsch und jeder Zwischenkorper normal.
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2.4.8 Fixkorper eines Kreisteilungskorpers

SATZ: Sei p eine Primzahl, ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel, Q, = Q(¢)
der p-te Kreisteilungskérper und G = Gal(Q,/Q). Sei H < G, f = |G : H|
und sei R ein Représentantensystem fiir die Restklassen von H in G. Sei
0= cpc und fiir p€ Rseid, =), e’. Dann gilt:

1. {4, | p € R} ist eine Basis von H§ als Q-Vektorraum.

2. H§ = Q(4,) fiir alle p € R, insbesondere H§ = Q(J).

BEWEIS:

1. Fir o € H ist

(5p)a _ <Z 6p7'> UAéto. Zep(’ra') _ 5/)
TeEH

TeEH

denn mit 7 durchlduft auch 7o alle Elemente aus H. Somit ist , € H,
also sind 9, f Elemente in H§. Es bleibt zu zeigen: J, sind linear
unabhéngig.

Angenommen es existieren a, € Q mit

Ozz%épzz%Z&?pT:ZZapspT

PER PER TeH peER TEH

Die p7 durchlaufen alle Elemente von G. Die €”” sind dann genau die p—1
primitiven p-ten Einheitswurzeln, also ¢, 2, ..., P~ !, Multiplikation mit
g1 liefert die Gleichung 0 = Y a,e’ mit 1,¢,¢2, ..., P~ 2 Diese Potenzen
sind nach 4.4 (Algebra 1) linear unabhéngig iiber Q, also sind alle a, = 0
und damit sind die J, linear unabhéngig.

2. Fir p € R gilt
p
v (L) mperomeya s,
TeEH TEH TEH

d.h. alle §, sind unter G' konjugiert. Wire fiir ein p € R Q(J,) <
HF, so wiren alle §, (1 € R) in diesem normalen (nach Satz (2.4.7))
Zwischenkorper enthalten, Widerspruch zu (1). Somit Q(6,) = HS.
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2.4.9 Die p-ten Einheitswurzeln
1. Fiir p = 2 sind 1, —1 die Einheitswurzeln.
2. Seip=3. Esgilt 0=¢*—1= (¢ —1)(e? + £+ 1). Da ¢ primitiv, folgt:
e? +e+1=0, daraus folgt: 1o = —2 £ /2 - 1=L1(-14+iV3).
3. Sei p = 5. Sei G = Gal(Q5/Q), dann ist |G| = 4. Fiir 0 : € — &2 gilt
0% e et =¢71 also 0% # 1, damit ist G = (o). Sei H = (¢?) und

K =HJ. Esgilt G=HUHo ={1,0*} U{0,0%}, sei also R = {1,0}
(siehe (2.4.8)). Dann ist

0 = (51:51+5"2:€+€4:€+6_1
0, = e +e” =e24&°

Es gilt (z — 0)(z — ) = 2% — (0 + 85 )T + 60,. Die Koeffizienten sind

4
d+0, = €+€4+62+€3:Z€i—€0:—1

i=0
60y = (e+eN @+ =+t +f+ef=S+etteted =1
Damit ist |
o= 3 .

Multipliziere § = € +¢* mit e, dann folgt e6 = e2+1, also €2 —de+1 = 0,
d.h. ¢ ist Nullstelle des Polynoms 2? — éx + 1 € K|[z]. Daraus folgt

) 02
=—24/——-1
€1,2 9 1

Da 6?2+ 6 — 1 =0, ist §2 = 1 — 6, daraus folgt
fo = 5 (54 V)= (52 V5 8) = (53T 0)

Die letzte Gleichheit gilt, weil aus (*) folgt: |§| < 3. Damit ist

Elosa = % (5 + z\/3—+5> mit § = % (i\/B - 1)

¢ liegt im 1 Quadranten, falls beide Male positives Vorzeichen genommen
wird. Es folgt

2r . 27 1 1 1
cosg—l-zsmg = Z(\/5—1>+z§\/3+§<\/§—1)
1 1
= 1 (Vo-1)+igy2vs+10



Also | ) .
2m . 2m
(V5 1); == 2y/2vE+10
cos — 4(\/5 ) sin - = o V5 +
Dies ergibt die Vorschrift fiir die Konstruktion des regelméfigen 5-Ecks.
4. Sei p =17, dann ist |G| = 16. Es gilt’

o 1 SR —
os T’; = (—1 VT /34— 2T+ \/68 4 12VT7 — 161/34 + 20T - 2 (1-v17) V34— 2\/17)

2.5 Reine Gleichungen und zyklische Korpererweite-
rungen

2.5.1 n-te Radikale

Sei K ein Korper, n € N.

DEFINITION: Die Nullstellen der Polynome 2™ — a mit 0 # a € K heiflen
n-te Radikale iiber K.

SATZ: Sei K ein Korper mit char K { n, der die n-ten Einheitswurzeln
enthélt. Ist L = K (a)) mit einem n-ten Radikal « iiber K, so ist L galoissch
tiber K und Gal(L/K) zyklisch von n teilender Ordnung.

BEWEIS: Sei @" —a =0 mit 0 # a € K. Sei ¢ eine primitive n-te Einheits-
wurzel. Dann gilt (e'a)” = e™a™ = o™ =a fir alle: =0,...,n — 1, d.h. €'«
sind Nullstellen von 2" — @ (siehe 12.2, Algebra 1). Das sind n verschiedene
Nullstellen, d.h. ™ — a ist separabel und L = K(a) = K(2" — a), d.h. L ist

galoissch iiber K.

Fir ¢ € G = Gal(L/K) ist (a”)" = (a™)? = a° = a, also o’ = ¢'a fir
ein ¢ € {0,...,n —1}. Sei E, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Dann
erhalten wir eine Abbildung p : G — E, mit o + &' = O;—U Behauptung: p ist
ein Monomorphismus.

Beweis: Seien 0,7 € G und a° = e'a und o7 = /a.
. . SiEK .

Somit (07)” = &'e’ = o177, d.h. p ist ein Homomorphismus.

Ist 0 € Kern p, so gilt o” = % = 1, daraus folgt a” = a. Da L = K(«), folgt:
o = id. Mit Homomorphiesatz folgt: G ~ G/ Kermmp ~ G? < E,,, d.h. G ist

9Siehe v.d. Waerden S. 180-181, Hornfeck S. 223-225, Stewart S. 186-188.

34



zyklisch von n teilender Ordnung (siche Satz (2.4.1))

KOROLLAR: Ist n =p € P, so ist entweder L = K oder [L: K] =n (d.h.
das Polynom z" — a ist irreduzibel)

BEWEIS: |Gal(L/K)| | p, daraus folgt: |Gal(L/K)| = [L : K] =1 oder p. Ist
[K(«) : K] = p, so folgt: das definierende Polynom von « hat Grad p, also ist
2P — a das definierende Polynom.

BEMERKUNG: Die Voraussetzungen des Satzes sind notwendig:

1. char K { n. Ist char K = p=n, so 2? — a = (z — )P, damit ist dieses
Polynom inseparabel, falls irreduzibel, die Erweiterung ist also nicht
galoissch.

2. K enthilt die n-ten Einheitswurzeln. Q enthélt ¢ und —¢ nicht. Nach
10.7, Beispiel 5 (Algebra 1) hat Q(z* —5) als Galoisgruppe Ds, die nicht
zyklisch ist.

2.5.2 Spur und Norm
Sei L galoissch tiber K und G = Gal(L/K), sei a € L.

DEFINITIONEN:
L. Spx(a) =Y e heifit Spur von a.

2. Npk(o) =[], eq a” heit Norm von a.
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SATZ:

1. S =5k : L — K ist eine K-lineare Abbildung von L in K, d.h. es
gilt fiir alle o, 6 € L und a € K:

(a) S(
(b) S(a+ ) S(a) +5(6)
c) S(aa) = aS(a)

(
2. N = Np/k : L — K ist multiplikativ und homogen vom Grad n = [L :
K], d.h.

(a) N(o) € K

(b) N(af) = N(a)N(B)
(¢) N(aa) = a"N(«a)

a) €

N
N

Ferner ist N* =

L' — K* ein Gruppenhomomorphismus.

BEwWEIS: Fir 7 € G ist
.
ceG ceG

Da mit o auch o7 alle Gruppenelemente durchlduft. Somit S(a) € F'§ = K,
da L/K galoissch ist. Genauso

:<Hao>T:Haw:

ceG ceG

also N(a) € K. Weiter gilt

Sla+8) = Y (@+p8)7=> a"+> 7 =5(a)+S(5)

ocG oeG ocG

S(aa) = Z(aa)” = Za”of’ = Zaoﬂ = aZoﬂ = aS(«a)
e oeG oeG oelG

N@B) = sy =]l =118 = 3)
ceqG ceqG oeqG oelG

N(aa) = H(aoz)":Ha”oz *Haa *a‘G|Ho¢ =a
oceG oeG oeG ocG

BEISPIELE:
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. K=R,L=C,G={l,0} mit 0 :a+ib+ a—ib. Ist « = a+1ib, so gilt

S(a) = (a+1ib) + (a —ib) = 2a = 2R(«a)
N(«) (a +ib)(a — ib) = a* + b* = |a|?
KernS = {ib| b e R}
BildS = R
Kern N* = {a €C| |a| =1} = Einheitskreis
BildN* = R,

2. Sei 0 # n € Z kein Quadrat und s € C mit s> = n. Sei K = Q, L =
Q(s) ={a+bs| a,beQ}. Esist G={l,0} mit 0 :a+bs — a—bs.
Es gilt S(a) = 2a mit Kern und Bild wie in (1).

N(a) = (a+bs)(a—bs)=a®—nb
Kern N* = {a+bs|a®—nb* =1}
Bild N* = {c€@|3a,b€Qmita2—nb2:c}

Fiir den Kern sind gesucht die rationalen Punkte auf der Hyperbel (oder

Ellipse) 2% — ny? = 1. Fiir das Bild sind ¢ gesucht, fiir die die Gleichung

22 — ny? = c rationale Losungen hat.

3. Sei K = GF(q) (¢ = p/,p € P),L = GF(¢"). Sei ¢ : @ — a4, dann
gilt 0 € G = Gal(L/K) und G = (o) = {o'| i=1,...,n}, wobei

oo — af. Esgilt

n—1 n—1
S(O{) e ZQUZ:Zaqzza+aq+”.+aqnil
=0

i=0
o i 1 2 n—1 " -1

N(o) = H al = gttetd+t+a" ™t _ S
i=0

Behauptung: Spur und Norm sind fiir endliche Kérper surjektiv.
1

Beweis: Ist S(a) = 0, so ist a Nullstelle des Polynoms z+z7+...+z7 .
Dieses Polynom hat hochstens ¢"~! Nullstellen. Da |L| = ¢" > ¢" !,
existiert & € L mit S(a) # 0. Somit ist S(L) ein Teilraum ungleich {0}
von K. Daraus folgt: S(L) = K.

Es gilt | Kern N*| < qqn_—_ll, da o € Kern N* & o1 = 1. Daraus folgt

. . (on | L gt —1
Bild N*| "2 1
| Bild N7 [Kemn N[ = I ¢

Da |K*| = ¢ — 1, folgt: Bild N* = K*.
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2.5.3 Dedekinds Lemma

DEFINITION: Eine Halbgruppe ist eine nichtleere Menge H mit einer assozia-
tiven Verkniipfung.

SATZ: Sei (H,-) eine Halbgruppe, K ein Kérper und seien oy, ..., 0, ver-
schiedene Homomorphismen von H in K*. Dann sind o4,...,0, linear
unabhéngig im K-Vektorraum Abb(H, K), d.h. sind ¢y, ..., ¢, € K, so dass

ch® +ch™ 4+ ...+ =0 (*)

firalle h€e H,soistc; =...=¢, =0.1°

BEWEIS: Induktion nach n. Sei n = 1. Sei ¢; € K mit ¢;h% = 0 fiir alle
h € H. Da h?t € K*, ist h?* # 0, also ¢; = 0.

Sei n > 1 und die Aussage fiir n — 1 richtig. Seien ¢, ..., ¢, € K mit (*) fiir
alle h € H. Angenommen nicht alle ¢; = 0. Sei 0.B.d.A. ¢; # 0. Da 01 # 09,
existiert @ € H mit a”* # a”. Setze ah in (*) ein:

0=ci(ah)™ + ...+ c,(ah)™ = c1a” h + ...+ c,a® h"
Nun multipliziere (*) mit a”*:
0=a""¢h’ +...+a% c,h’ = c;a®* h° + ...+ ¢c,a’ h°"
Subtraktion liefert
0=co(a”—a”)h?+.. . +cy(a” —a”)h’" = Z ch% mit ¢; = ¢;(a” —a”")
i=2

Nach Induktionsannahme sind alle ¢; = 0, insbesondere gilt 0 = ¢, = ¢o(a” —
a’), dies ist ein Widerspruch, da ¢y # 0 und a” # a”".

FOLGERUNGEN:
1. Seien K; und K, Koérper und seien o4, ..., 0, Monomorphismen von
K; in K5. Dann sind o4, ..., 0, iiber K, linear unabhéingig.

2. Paarweise verschiedene Automorphismen eines Korpers sind linear un-
abhéangig. Also sind o4, ..., 0, paarweise verschiedene Automorphismen
von L und sind ¢4, ...,¢, € L mit c;a +...+¢,a =0 fir alle a € L,
so sind alle ¢; = 0.

BEWEIS:

1. Betrachte oy : Kf — K3 (mdglich, da ¢; Monomorphismus). Wende
nun den Satz an.

10Beachte dafiir, dass die Summe gleich h2 ¢ ist.
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2.5.4 Surjektivitat der Spur

SATZ: Ist L galoissch iiber K, so ist Sy k(L) = K.

BEWEIS: Nach Folgerung (2.5.3)(2) existiert o € L mit Sp/x () # 0; denn
wire 0 = Sy k(o) = Y o 1-a fiir alle o € L, so folgte aus (2.5.3)(2): 1 = 0.
Daraus folgt: dim Bild 57,k > 1, also Bild S;/x = K.

FOLGERUNG: Sei L galoissch iiber K, G = Gal(L/K) und H < G.Ist L =
(v, ..., ) als K-Vektorraum, so ist H§ = (01, ..., On) als K-Vektorraum
mit

Bi = Spyuz() Za firi=1,. (*)

oeH

BEWEIS: Sei R = H§. Nach 10.6 (Algebra 1) ist Gal(L/R) = H und somit
fir o € L gilt Sp/p(a) = >,y 7. Also gilt die Gleichheit (*) und 8; € R
nach Satz (2.5.2)(1). Nach Satz existiert zu jedem r € R ein o € L mit
r=Spr(a). Da L = (o, ..., an), existieren ¢; € K mit a = > " | ¢;y, also

r = SL/R SL/R (Z Czaz> 25 2 Z CzSL/R Oéz Zczﬁz

2.5.5 Die Lagrangeschen Resolventen

Sei n € N und K ein Korper mit char K { n, der die n-ten Einheitswurzeln
enthélt. Sei L galoissch iiber K vom Grad n mit zyklischer Galoisgruppe
G = Gal(L/K) = (o) der Ordnung n.

DEFINITION: Fiir o € L und € € E, nennen wir (g,a) = Y7~ ¢'a” eine
Lagrangesche Resolvente.

SATZ:
1. (g,0)” =e7(g, ).
2. (e,a)" € K (d.h. (¢,a) = 0 oder n-tes Radikal)

3. a=1% 5 (50).

4. Ist ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt (¢,a) = 0 oder L =
K((e,@)).

BEWEIS:
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1. Es gilt

n—1 g n—1 n—1
; i ; i+1 ec K ; i+1
(6,0&)0 — 2 gzaa — (ga)zaa <t 2 61040
i i =0

=0 1=0
n—1 n—1
1 i1 _ : i+1 _
_ E c 1€z+1aa _ 1 2 gZ'Ha/J — ¢ 1(8,(1/)
=0 =0

Die letzte Gleichheit gilt, weil " = «, da € € E,, und " = id.

2. Es gilt
(20" = ((e,0))" 2 (e} (e.0))" =€ 7"(e,0)" = (c,0)"
Also (e,a)" € (0)§F = K.
3. Sei E, = (¢). Firallei =0,...,n — 1 gilt dann
(e, a)=a+ca’ +¥a” + ... e Digr
Die Summe iiber alle Gruppenelemente ist

i(ei, a)=na+...+a” (Z(EJ)Z> o+ (Z(s”‘l)Z)

=0 =0

Firj=1,...,n—1 gilt

Alle Summanden auker dem ersten sind also 0, es folgt: v = L 37, (0, ).
4. Sei 0 # 3 = (g,). Dann folgt: 37 = e~'3. Daraus folgt: B =i,
Beweis: Induktion liefert
g7 = (87) = () = () e B g

Es ist G = {1,0,0%,...,0" '}, Es gilt 7 = e~ # § fiir alle i =
1,...,n—1. Wire K(3) # L, so ware K(f) = (K(3)®)§ mit 1 #
K(B)®. Fiir o' € K(38)® wire 3°° = 3, Widerspruch.

i+1

BEISPIELE:
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. K =R L=C/n=2G= (o) fir o : a+ib — a — ib. Die n-ten
Einheitswurzel sind 1, —1. Fir a = a + ib gilt

(l,a) = a+ib+1-(a—ib)=2a
(—lL,a) = a+ib— (a—ib) =2ib

Es gilt (—1,a)? = —2b* € K, somit ist (2) erfiillt. Weiter gilt (3):
1 :
a= 5(2(1 + 2ib)

Es gilt C = R(2ib), somit ist (4) erfiillt.

2. Sei K mit char K # 2, f = 22+ px +q € K|z] irreduzibel und separabel,
L = K(f). Seien «, § Nullstellen von f, dann ist o’ =  und 4% = a.
Es gilt

B +pr+q=(r—a)(z-F)=2"—(a+ Bz +af
Also p = —(a + ), q = aff. Weiter gilt

(LLa) = a+a’=a+p=—p
(—l,a) = a—a’=a—p

(-La)? = (a=pB)P=a>—-2a8+ 8= (a+B)° —4aB =p’—4q

Es folgt: (—1,a) = £4/p* — 4q. (3) des Satzes liefert:

o= 5((1La) +(~1a)) = 5 (~p= VP~ 4q)

2.5.6 Kriterium fiir Radikalerweiterung

SATZ: Sei n € N und K ein Korper mit char K t n, der die n-ten
Einheitswurzeln enthélt. Ist L eine galoissche Erweiterung vom Grad n von

K mit zyklischer Galoisgruppe, so ist L = K () mit einem n-ten Radikal /3
iiber K.

BEWEIS: Sei € eine primitive n-te Einheitswurzel in K. Sei Gal(L/K) = (o).
Dann existiert o € L mit (g,a) = Y.~ ela® # 0, denn 1,0,...,0" " sind
paarweise verschiedene Automorphismen von L und ¢; = ¢’ € L miissten
alle 0 sein, nach (2.5.3)(2), wenn 3.1 ea” = 0 wiire fiir alle @ € L. Dann

ist # = (¢, @) nach (2.5.5)(2) ein n-tes Radikal iiber K und L = K(/3) nach
(2.5.5)(4).
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2.5.7 Ultraradikale
Sei char K = p und K < L.

DEFINITION: « € L heifit Ultraradikal iber K genau dann, wenn o —a € K,
also a Nullstelle von 2P — x — a fiir a € K.

SATZ: Sei char K = p > 0,a € K und « eine Nullstelle von 2 —x —a. Dann
sind o, +1,...,a+ p — 1 die simtlichen Nullstellen dieses Polynoms und
somit ist L = K («) galoissch tiber K und Gal(L/K) zyklisch der Ordnung

1 oder p.

BEWEIS: Sei k € GF(p) < K. Dann gilt

«a Nuistelle P _ I kng‘(p) ek =0

(a+k)P —(a+k)—a=a’+k —a—k—a

Also ist o+ k Nullstelle von f = zP — x — a. Das sind p verschiedene, also alle
Nullstellen von f und somit ist f separabel tiber K. Nach Def. 10.5 (Algebra
1) ist K(f) = K(«) galoissch iiber K.

Fir o € G = Gal(L/K) ist a” = a + k mit k € GF(p), da o’ Nullstelle von
f7 = fist. Sei p: G — (GF(p),+) mit 0 — k = a” — a. Ist 0” = k und
T =1, so folgt:

aT=() =(a+k) =" +kT=a+1+k
Also ist (o7)? =1+ k = o” 4+ 77, d.h. p ist Homomorphismus. Ist ¢ € Kern p,

so ist 0 = 0, d.h. a = «, also ¢ = id (da L = K(«)). Somit ist p
Monomorphismus und G < (GF(p), +).

2.5.8 Kiriterium fiir Ultraradikalerweiterung

SATZ: Sei char K = p > 0 und L galoissch iiber K mit [L : K] = p. Dann
existiert ein o € L mit o —a € K und L = K ().

BEWEIS: Sei G = Gal(L/K), dann ist |G| = [L : K| = p, d.h. G zyklisch.
Sei G = (o). Nach (2.5.4) ist Sp/x(L) = K, d.h. es existiert § € L mit
SL/K(ﬁ) = 1. Sei

p—1

a=Yif" =7 +207 +... +(p—1)p"

=1
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Es gilt
af :ﬁ”2+2603+...+(p—1)50p
wobei (p — 1)3°" = —3'4 = —3. Subtraktion liefert:

a_ag:60"'_/602—'—.--6010_1—|—BZSL/K(5):1

Also o =a—1# a, somit o ¢ K, dh. L = K(«) (da [L: K] = p). Somit
ist grad p, = p, sei etwa

Pa = 2P + apz® + ap_12" + ..+ ap € K[z] mit a # 0

Da P nicht irreduzibel und 2P — a nicht separabel ist, ist £ > 1. Mit « ist
auch a” Nullstelle von p, € K[z]. Somit ist

0 = pa(a) =aof + akak + ak_lak_l +...4+ag
0 =pala—1)=a? — 1+ apa® — kara® ' + Terme vom Grade < k — 2

+ aj_10" ' + Terme vom Grade < k — 2
Subtraktion liefert

0 =1+ kapa®™ ' + Terme vom Grade < k — 2

Somit ist 0 = f(«) mit f € K[z] vom Grade < k — 1. Nach 4.4 (Algebra 1)
gilt p, | f, wobei

f = kapa® ' + 1+ Terme vom Grade < k —2

Daraus folgt: f ist Nullpolynom. Daraus folgt: kazz®*~ ! +1 =0, also k = 1
und ap = —1. Somit gilt p, = 2P — x + ag, d.h. « ist ein Ultraradikal.

2.6 Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale
2.6.1 Hauptsatz

Sei K ein Korper.

DEFINITION:

1. L heikt Radikalerweiterung von K, wenn L = K(ay, ..., q,) mit o]’ €
K(ay,...,a;_1) = K;_qy und char K 1 n; fir i = 1,...,r (also a; ist
n-tes Radikal iiber K; 1)
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2. f € Klz] heikt durch Radikale auflosbar, wenn K(f) in einer Radikaler-
weiterung von K enthalten ist.

BEMERKUNGEN:
(a) K(f) braucht selbst keine Radikalerweiterung zu sein. Zum Beispiel

hat die Gleichung 23 = 20x + 25 die Losung z; = 5, die in der
Cardano-Formel mit Hilfe von komplexen Zahlen dargestellt wird.

(b) Alle Nullstellen sollen durch Radikale ausdriickbar sein.

SATZ: Sei char K = 0 und L galoissch iiber K. Genau dann ist L in einer
Radikalerweiterung von K enthalten, wenn Gal(L/K) auflosbar ist.

KOROLLAR: Sei char K = 0. Das Polynom f € K|x] ist genau dann durch
Radikale auflosbar, wenn Gal(K (f)/K) auflosbar ist.

2.6.2 Der Isomorphiesatz

SATZ: Sei M eine Erweiterung des Korpers K, seien L und S Zwischenkorper
und sei T' = (L, S). Ist L galoissch iiber K, so ist T" galoissch iiber S und
Gal(T/S) ~ Gal(L/Ln S) < Gal(L/K). Insbesondere ist [T' : S] = [L :
LNngS].

BEWEIS: Nach Definition 1.10.5 ist L = K (f) mit einem separablen Polynom
f e Kz, L =K(ay,...,an,) und f = (x — aq)...(x — a,). Somit T =
(L,S) = (K,aq,...,a,,5) = S(a1,...,04), also T = S(f) und f ist nach
Lemma [.9.1 separabel iiber S. Nach Definition 1.10.5 ist T" galoissch {iber S.

Sei p: Gal(T'/S) — Gal(L/LNYS); o+ o|p Fir o € Gal(T/S) ist k7 = k
fiir alle k € K und o permutiert die Nullstellen {ay,...,a,} von f. Daraus
folgt: L7 = L, somit ist p wohldefiniert. Es gilt

(o7)f = (o7)|p = o|pT|L = 07"

Damit ist p ein Homomorphismus. Weiter gilt

oceKemp=o0|,=id = af =q, fiir alle
— o=idauf S(ay,...,a,) =T

Somit ist p injektiv.

Sei nun U := Bildp < Gal(L/L N S). Behauptung: U§ = L N S. Beweis:
Trivialerweise L NS < UF. Sei § € UF. Fir 0 € Gal(T/S) ist dann 37 =
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pol = 37" =3, dh. B € Gal(T/S)F = S, also 3 € LN S. Es gilt somit nach
[.10.6
U=UZ6 = (LNS)S = Cal(L/LNS)

Damit ist p ein Isomorphismus. Mit [.10.5 folgt
[T :S5] =|Gal(T/S)| = |Gal(L/LNS)|=[L:LNS]

2.6.3 Sukzessive abelsche Erweiterungen

SATZ: Seien K = Ky < ... < K, = M Korper, K; galoissch iiber K; ; mit
abelscher Galoisgruppe Gal(K;/K; 1) firi=1,...,r undsei K < L < M
mit L galoissch tiber K. Dann ist Gal(L/K) auflosbar.

BEWEIS: Induktion nach r. Fiir r =0ist K = M = L und Gal(L/K) =1
auflosbar. Sei also r > 1 und die Aussage fiir 7 — 1 richtig. Nach (2.6.2) ist
T = (L, K;) galoissch iiber K;. In (K3, M) sind dieselben Voraussetzungen
mit r—1 statt r erfiillt. Nach Induktionsannahme ist also Gal(7'/ K;) auflosbar.
Sei R = L N K;. Mit dem Isomorphiesatz (2.6.2) folgt:

(i) Gal(L/R) ist auflosbar.
Im Folgenden zeigen wir auch:
(ii) R ist normal iiber K und Gal(R/K) ist abelsch.

Betrachte die galoisschen Erweiterungen (K, K1) und (K, L). Seien 3.6 in
Gal(K,/K) =G und §,® in Gal(L/K) = G die zugehorigen Korresponden-

Zen.

Fiir (K, K;) gilt: R6 <G (da G abelsch). Mit 1.10.9 folgt: R ist normal iiber
K. Nach Satz 1.10.11 ist Gal(R/K) ~ G/R®, also ist abelsch.

Fiir (K, L) gilt: Da R normal iiber K, folgt mit 1.10.9: R® < G und 1.10.11
sagt G/R® ~ Gal(R/K). Nach (i) ist R® = Gal(L/R) auflésbar. Nach Satz
(1.3.5)(3) ist dann G auflésbar.

2.6.4 Beweis des Hauptsatzes

LEMMA: Sei L galoissch tiber K mit [L : K] = n = |Gal(L/K)| und K
enthalte die n-ten Einheitswurzeln. Ist G = Gal(L/K) auflésbar, so ist L
eine Radikalerweiterung.

BEWEIS: Induktion nach n. Ist n =1, so ist L = K triviale Radikalerweite-
rung. Sei also n > 1 und Aussage fiir kleinere Grade richtig.
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Fall 1. Es existiert R mit K < R < L und R normal iiber K. Dann ist R ga-
1.10.11

loissch iiber K und Gal(R/K) =~ G/R® auflosbar (nach (1.3.5)(2)) von n
echt teilender Ordnung. Nach Induktionsvoraussetzung ist R = K (aq, ..., a;)
eine Radikalerweiterung von K.

Offenbar ist L galoissch iiber R und Gal(L/R) = R® < G auflésbar nach
(1.3.5)(1) von n echt teilender Ordnung. Nach Induktionsvoraussetzung ist
L=R(,...,0:) = K(ag, ..., (1, ..., 0s) eine Radikalerweiterung,.

Fall 2. Es existiert kein solches R, d.h. nach 1.10.9 G ist einfach. Nach
Lemma (1.3.8) ist dann G zyklisch von Primzahlordnung n. Nach Satz
(2.5.6) ist dann L = K («) mit n-tem Radikal « iber K.

BEWEIS DES SATZES:

»,= Sei L enthalten in einer Radikalerweiterung von K, also L < K(ay, ..., q;)
mit " € K(aq,...,0q)firi=1,...,r.Sein =kgV{n; | i=1,...,r}
und sei M = K, (2" — 1). Sei € eine primitive n-te Einheitswurzel. Sei
My =K, M, = K(¢) und M; 11 = M;(ey;) fiir i = 1,...,r. Behauptung:
Voraussetzungen von (2.6.3) sind erfiillt fiir (K, L) und M; statt K.
Nach Satz (2.4.7) ist M; galoissch iiber My mit abelscher Galoisgruppe.
M; 1 = M;(«;) mit n;-tem Radikal und M; > M; enthélt n;-te Einheits-
wurzeln. Nach (2.5.1) ist die Erweiterung galoissch und Gal(M;41/M;)
zyklisch.

»=" Sel G = Gal(L/K) auflésbar und |G| = n. Sei L = L(z" — 1) und

K = K(¢) mit primitiver n-ter Einheitswurzel ¢ € L. Offenbar ist L
galoissch tiber K (denn aus L = K(f) folgt: L = K(f(2™ —1))) und

L= <L7 [~(> (da L = L(¢)). Nach (2.6.2) ist L galoissch iiber K und
Gal(L/K) ~ Gal(L/L N fi) < Gal(L/K) auflésbar von n teilender
Ordnung. Mit Lemma ist L Radikalerweiterung von K = K(¢), also
von K.

2.6.5 Der Hauptsatz fiir char K > 0
Seien K < L Korper, char K = p > 0.

DEFINITION: L heift eine Ultraradikalerweiterung von K, wenn L = K (aq, ..., a;),
wobei entweder o € K(aq,...,a;-1) und p t n; (also «; ist n;-tes Radikal
iiber K(ay,...,a;-1)) oder of —a; € K(ay,...,a;-1) (also a; Ultraradikal

tber K(ay,...,o4q)) firi=1,... r.
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SATZ: Sei char K = p > 0 und L galoissch iiber K. Genau dann ist L in
einer Ultraradikalerweiterung von K enthalten, wenn Gal(L/K') auflésbar
ist.

BEWEIS: In der Ubung.

2.7 Die allgemeine Gleichung n-ten Grades.
2.7.1 Hauptsatz

DEFINITION: Sei K ein Korper (beliebiger Charakteristik) und L = K(ay, . .., a,)
der Korper der rationalen Funktionen in den unbestimmten aq, ..., a, liber
K. Das Polynom

f=a"—az" ' +ax"* — ...+ (=1)"a, € L]
heifst allgemeine Gleichung n-ten Grades iiber K.
BEMERKUNGEN:
1. Man beachte: f € L[z], nicht f € K][x].
2. Das alternierende Vorzeichen hat technische Griinde.

3. Gesucht ist Losung dieses Polynoms durch Radikale iiber L.

SATZ: Seien K, L, f wie oben. Dann ist L( f) galoissch iiber L und Gal(L(f)/L
S, die symmetrische Gruppe auf n Symbolen.

12

KOROLLAR: (ABEL 1826) Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist bei
Charakteristik 0 fiir n > 5 nicht auflésbar durch Radikale.!!

BEWEIS DES KOROLLARS: Nach (2.6.1) ist f auflosbar durch Radika-
le genau dann, wenn Gal(L(f)/L) auflésbar ist. Nach dem Hauptsatz ist
Gal(L(f)/L) ~ S,. Nach (1.3.7) ist .S,, fiir n > 5 nicht auflésbar.

2.7.2 Symmetrische Funktionen
Seien K, L, f wie in (2.7.1). Weiter sei

g=(@—a1)...(x —a,) =2" — 512" + 52" % — ...+ (=1)"s,

UFiir n = 3,4 ist die allgemeine Gleichung auflésbar. Tartaglia hat die Formeln fiir n = 3
gefunden und sie Cardano erzédhlt, der sie 1545 verdffentlicht hat.
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LEMMA: (VIETASCHER WURZELSATZ) Es gilt

n
ST = al—i—...—l—anzg a;
i=1

So = a1a2+...+a1an—i—a2a3+...—|—a2an+...+an_1an:E a;a;

1<j
S — E Qi) Ay - - - Ay,

11 <i9<...<ig
Sp = A1...04p
s; heilen elementarsymmetrische Funktionen in den aq, ..., a,.

BEWEIS: Wie erhilt man s;z"*? Durch k Faktoren der Form (—a;) und
n —k Mal z.

SATZ: Sei M = K(s1,...,8,) (also K < M < L). Dann ist L = M(g)
galoissch tiber M und Gal(L/M) ~ S,,.

BEWEIS: Es gilt g € M[z] und L = K(ay,...,a,) = M(ay,...,a,) = M(g).
Da die Nullstellen von g paarweise verschieden sind, ist g separabel. Also ist
L galoissch iiber M.

G = Gal(L/M) operiert nach Beispiel (1.1.2) auf Q = {a4,...,a,} (Menge
der Nullstellen von g) Fiir o € Sym Q = G sei 0 der Automorphismus von
L= K(ay,...,a,), der die a; wie o permutiert und die Elemente aus K fest
lasst (existiert, da ay,...,a, gleichwertig sind). Offenbar bleiben alle s; fest
unter o”. Somit o” € Gal(L/M). Also p : SymQ — Gal(L/M) mit o +— o”
ist wohldefiniert.

Behauptung: p ist ein Isomorphismus. Beweis:

P
" = af = () = ()" = a]"" = (7)) = 0?1’
c€Kemnp = of =idauf L = a; = af = af fiir alle i
= o=id

Somit ist p ein Monomorphismus. Ist w € Gal(L/M), so permutiert w die
Nullstellen von g, d.h. induziert eine Permutation g auf €2. Dann ist w = p?,
d.h. p ist surjektiv.

KOROLLAR: Ist h € K(ay,...,a,) symmetrisch (d.h. in invariant unter
Permutationen der a;), so ist h € K(s1,...,s,) = M, lasst sich also rational
in den elementarsymmetrischen Funktionen s, ..., s, ausdriicken.'?
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BEWEIS: h € Gal(L/M)§ = M.

BEISPIEL: Sei n = 2. Sei h = a? + a3, dann gilt

h=aj+ a5 = (a; + as)* — 2a1ay = 57 — 25,

2.7.3 Beweis des Hauptsatzes
Seien K, L, f, M, g wie in (2.7.1) und (2.7.2).

IDEE: Konstruiere Isomorphismus ¢ : L — M mit f¢ = ¢g. Dann wende 1.7.4
an.

u(s1,...,5n)

BEWEIS: Sei ¢ : L — M mit h = % — h(s1,...,sn) = 55777 Dieses ist
ein Homomorphismus, falls wohldefiniert. Zu zeigen ist also zunachst:

(x) Ist v € Klay,...,a,] mit v(sy,...,$,) =0, so ist v = 0.

Beweis: Es gilt
0=v(s1,...,8,) =0 (Zai,Zaiaj,..) € Klay, ..., a,]
i<j

Setzen wir in dieses Polynom die Nullstellen x4, ..., x, von f (aus L(f))
ein, so erhalten wir mit Lemma (2.7.2) angewandt auf f:

0=w (le,z.xzx],) =v(ag,...,a,) =0

i<j

Zur Injektivitat von ¢:

U\S1y.-.4Sn *
Ozh“":Méu(sl,...,sn)zogu:(), dh.h=0
v(S1,.. ., 8
Somit ist Kern ¢ = 0. Setzt man sy, ..., s, in die rationale Funktion h = a;
ein, so erhalt man h¥ = s; € Bild . Setzt man sq,...,s, in die konstante

Funktion h = k € K ein, so erhélt man h¥ = k € Bild . Somit Bildp D
K(s1,...,8,) = M.
Nun gilt

fP=a"— 52" 5" P — .+ (=), =g

12Der allgemeine Satz gilt fiir Polynome h € K (ay, ..., a,)[x] und besagt, dass h in M|x]
liegt - siehe v.d.Waerden, S. 100.
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Nach 1.7.4 existiert Fortsetzung von ¢ zu Isomorphismus ¢ : L(f) — M(g).

Sei A : Gal(L(f)/L) — Gal(M(g)/M) mit o — 1 ~tayp. Offenbar ist o)

ein Automorphismus von M (g) und fiir a € M gilt: o' = a® ' € L, somit
al tev — ((aw—l)o)w — v — g

Also v~ toyp € Gal(M(g)/M), d.h. X ist wohldefiniert. Zur Injektivitét:
=P Tlop =yl s o =T loY)p T =YW T i)Y T =7

Zur Surjektivitit: Fiir p € Gal(M(g)/M) ist p = = (hup 1) = (pup=1)>.
Weiter ist

(07) = ¥ (om)o = (W ou) (¥ r) = o7

2.7.4 Erweiterungen mit vorgegebener Galoisgruppe

SATZ: Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl oder 0. Dann
existieren Korper K < L der Charakteristik p mit L galoissch iiber K und
Gal(L/K) ~@G.

BEWEIS: Nach Satz von Cayley (1.1.10) ist G ~ G; < S,, mit n = |G|. Sei
F ein Korper der Charakteristik p, Ko = F(ay, ..., a,) Korper der rationalen
Funktionen in aq,...,a, iber F' und L = Ky(f) mit f wie in (2.7.1). Nach
dem Hauptsatz ist L galoissch iiber Ky mit Gal(L/Ky) ~ S,. Sei K = G5,
dann ist Gal(L/K) = K& = G,§6 = G,. 13

2.7.5 Umkehrproblem der Galoistheorie
FRAGE: Kann in (2.7.4) K = Q gewéhlt werden?

SATZ: Ist A eine endliche abelsche Gruppe, so existiert ein galoisscher
Erweiterungskorper L von Q mit Gal(L/Q) ~ A

BEWEISSKIZZE: Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen gilt:
A=A, x ... x A, mit A; zyklisch der Ordnung n;.'* Nach dem Satz von
Dirichlet (2.4.6) existieren Primzahlen p,...,p, mit p; = 1 mod n; und
pi #p;firi# j.Sein=p;...p,, L =0Q, und G = Gal(L/Q). Dann gilt
G~ E(Z/nZ) ~ Uy x...xU, mit U; ~ E(Z/p;,Z) zyklisch der Ordnung p; — 1.

13Es ist bis heute nicht bekannt, ob man als K immer Q nehmen kann.
4Giehe z.B. Kowalsky, Michler.
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Mit (1.0.2) folgt: es existieren V; < U; mit |U; : V| = n;. Sei H = Vi x ... x V,,
dann gilt

G/H~Uy/Vix.. xUJV,~A; x...x A, =A

Sei nun K = HF, dann ist K normal iiber Q und Gal(K/Q) ~ G/K® =
G/H ~ A.

2.7.6 Nichtauflésbare Gleichungen iiber

LEMMA: Sei p eine Primzahl. Ist G < S, und enthélt G eine Transposition
und ein Element der Ordnung p, so ist G = S,,.

BEWEIS: S, wird durch die Transpositionen erzeugt:

(ay...a,) = (aras)(arasz) ... (a1a,)

Sei 7 = (ij) € G. Das Element g € G mit o(g) = p muss wegen || = p ein
Zyklus der Linge p sein, also g = (...i...5...). Dann ist ¢* = (...4j...) fiir
geeignetes k € N. O.B.d.A. enthdlt G 7 = (12) und g = (123...p), dann gilt
79 = (1929) = (23), (23)9 = (34) usw., d.h. G enthilt alle Transpositionen der
Form (4,7 + 1). Fiir r < s ist

(rs)=(rr+1)...(s=1s)(s=2s—=1)...(rr+1)eqG

SATZ: Sei f ein irreduzibles Polynom aus Q[z] mit grad f = p € P. Besitzt
f genau p — 2 reelle Nullstellen, so ist Gal(Q(f)/Q) ~ S,

BEWEIS: O.B.d.A. sei Q(f) < C. Sei Q = {a€Q(f)]| f(a) =0}. Da
f separabel ist, sind alle Nullstellen von f verschieden, also |Q2] = p. Sei
G = Gal(Q(f)/Q). Nach (1.1.2) operiert G auf Q mit Kern(2,G) =1 (da
aus o’ = o fiir alle v € Q folgt: 0 = id auf Q(y, ..., a,) = Q(f)). Nach Satz
(1.1.1) ist G ~ G < Sym Q) = S,

Da f irreduzibel, ist [Q(«;) : Q] = grad f = p fir a; € Q. Also nach dem
Gradsatz p | [Q(f) : Q] "2° |G| = |G4|. Mit dem Satz von Sylow (1.2.1) folgt:
(G1 enthélt ein Element der Ordnung p.

Sei 0 : C — C mit a + ib — a —ib. Dann ist f7 = f (da f reell), also

Q(f)7 = Q(f). Sei 7 : Q(f) — Q(f) mit a — a7, also 7 = o|g(y). Offenbar
gilt 7 € G.

Da o jede nichtreelle Zahl z € C bewegt, muss 7 die beiden nichtreellen
Nullstellen a, 3 von f vertauschen, d.h. 7 = (af) bewirkt Transposition auf
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2. Nach Lemma ist G; = S, also G ~ 5,,.

SATZ: Fir jede ungerade Zahl » > 3 gibt es ein irreduzibles Polynom
f € Q[z] mit genau r — 2 reellen Nullstellen, wobei grad f = r. Fiir alle
Primzahlen p > 5 existieren somit Polynome f € Q[z] vom Grad p mit
Gal(Q(f)/Q) ~ S,, d.h. die nicht durch Radikale auflésbar sind.

BEWEIS: (R.BRAUER) Fiir r = 3 erfiillt 23 — 2 die Behauptung. Sei also
r > 5. Sei m eine gerade natiirliche Zahl und seien n; < ny < ... < n,_o
gerade Zahlen. Sei

g=(@*+m)(x—n1)...(x —ne_y)

Offenbar ist grad ¢ = r und g hat die r — 2 Nullstellen ny,...,n, 5. Fiir s € Z
ungerade ist |g(s)| > 2, da |g(s)| = |s* + m||s — ni|...|s — n,_s|, wobei alle
Faktoren > 1 und ein |s — n;| > 3 sind.

Sei f(x) = g(x) — 2. Zwischen ny und n,_, hat die Funktion g mindestens 52

Maxima, die Funktion f hat dann r — 3 Nullstellen (fiir jedes Maximum 2
auf dem entsprechenden Intervall) Ferner ist f(n,_s) = g(n,_2) —2 = —2 und
lim, . f(z) = 400, da f den hiéchsten Term z” hat. Also existieren weitere
Nullstellen > n,_o von f, somit hat f r — 2 reelle Nullstellen.

Seien ayq, ..., a, sdmtliche Nullstellen von f, dann ist

T r—2

[[(@ =)= f(z) = g(2) =2 = (& + m) [ [ (= — n;) =2

i=1 i=1

Mit (2.7.2) gilt:
r r—2
Koeffizient von 2"~ ! = — Z o = — an
i=1 i=1

r r—2
Koeffizient von 272 = E ;o =m + E n;n;
i<j i<j

Weiter gilt

T

' 2 T
Binom.
E 04? = E o —25 (ee
i=1

i=1 i<j
r—2 2 r—2 r—2
= (Zn,) —Qanj—Qm:Zn?—Qm
i=1 i<j i=1
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Wihle m so groR, das Y27—2n? — 2m < 0 wird. Dann ist 3/_, a? < 0 und
somit mindestens ein «; nicht reell Dann ist auch die Nullstelle &; n1cht reell,
somit hat f genau r — 2 reelle Nullstellen.

Nach Eisenstein ist f irreduzibel: 2 teilt alle Koeffizienten in g, also auch in
f, bis auf den von z" und 4 teilt nicht das absolute Glied von f, da 4 das
absolute Glied von g teilt.

BEISPIEL: Fiir 7 = 5 wihle ny = —2,ny = 0,n3 = 2, dann ist 0, n? =
440+ 4 = 8. Also reicht m = 4, dann ist

f=@+4)(z+2x(r—2)—2=x(z" —16) — 2 = 2° — 162 — 2

Cardanosche Formel fiir n = 2

Sei K Korper mit char K # 2, f = 22 + px + q, K(x1,15) = K(f). Es gilt
f=(x—2)(x —229) = 2° — (21 + 12)T + 2129

Daraus folgt: (z1 + x2) = —p und x5 = q. Weiter gilt:

(1 — 19)> =p* —4q, alsox; — a3 = \/p? — 4q

Daraus folgt:
1
Iy = 5(($1+$2)+($1—$2 —p+ VP —

(=p — V/P?* — 4q)

l\DI}—ll\DI»—A

Ty = 5((951 +x2) — (71 — T9)) =

2.7.7 Die Cardanoschen Formeln fiir n = 3

Sei K ein Korper, char Ky # 2,3 und sei K = Ky(¢) mit € = —% + %\/—3
(dann gilt €2 = — — 23/=3 und €* = 1). Dabei ist /=3 irgendein Element o

von K mit o? = —3 (fur Ky =Qetwa/—3 = z\/_ wobei \/_ die positive reelle
Wurzel ist). Betrachte L = K (ay, az, a3) und fy = 2> — a12* + asz — a3 € Lz],
die allgemeine Gleichung 3. Grades iiber K.

(a) Substituiere z = x + £a; und betrachte f = fo (z —|— 1a1) Dann ist
L(fo) = L(f) und somit Gal(L(f)/L) = Gal(L (fo)/L) 5’3 Es gilt

fo o+ — P+ sa? +1 222 1+ a0 +
X —a = 33 al1x a;xr —a1r — —a7Tr — =-a a2 —Qa1a9 — Q
0 31 1 31 27 1 31 91 2 312 3

= 333—|—p1‘+q

it 1 1 2
2 3
= Q9 — —a und = —aia9 — —a; — a
b 2 34 q 312 o7 3
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(b) Wir betrachten also f = z% + px + ¢. Seien z1, x5, z3 die Nullstellen von
fin L(f). Sei

d= H(xl — ;) = (21 — x2)(x1 — 23) (22 — 23)"°

i<j
BEHAUPTUNG: d? = —4p® — 27¢°.
BEWEIS: Es gilt
f=2*+pr+q=(v—x)(x — 2)(x — 23) (1)

Mit dem Vietaschen Satz (2.7.2) ergibt sich

0 = T1+ To + X3
P = X1X9 + T1X3 + 23 (2)
q = —T1X2T3

Es gilt

fr=3"+p'E (x —x1)(x — 22) + (x — x1) (. — 23) + (x — x2)(z — 23)

Setze x1, x9, x3 ein:

3@'% +p = (Il — ZEQ)(Q]l — Ig)
3254+ p = (v9—m1)(29 — 3)
3933 +p = (v3—11)(T3 — 72)

Multipliziert man alle drei Gleichungen, so ergibt sich auf der rechten
Seite (—1)3 - d* = —d?, somit gilt

d* = — (321 + p) (323 + p) (323 + p)
Ausmultiplizieren ergibt
d* = —2Twiwiwy — Ip(aizs + aiwg + a55) — 3p”(af + 23+ 23) — p* (3)

In dieser Formel stehen symmetrische Funktionen, die nach Korollar
(2.7.2) durch elementarsymmetrische Funktionen ausgedruckt werden
konnen.

15Mit dieser Wahl von d erhalten wir L(d) = A3J. Der niichste Schritt wird darin
bestehen, L(f) ausgehend von A3F zu bestimmen.
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Es gilt nach (2)

2 2.2 .22 2 2 2 2 2
p° = x5+ xiT5 + 1575 + 2x]T2x3 + 2057173 + 2057122

= 2wy + xias + 2575 + 2217973 (21 + To + T3)
Also gilt
P’ = aia; + xiz; + x3a)
Mit (2) folgt weiter

0= () +a9+x3)* =27 + 23+ 23 + 22119 + 27173 + 27973

~~

Also
—2p =7 + a5 + 23
Eingesetzt in (3) ergibt sich
d* = —27¢* — 9p® + 6p° — p* = —4p® — 27¢°
Also

d=+/—4p? — 27¢?

Esist [L(f) : A3§] = 3 und nach (2.5.5) gilt dann Gal(L(f)/AsF) = A

(o) wobei ] = x9, x5 = w3, 2§ = x1. Daraus folgt

(1,;31) = .131+l’2+133:0
(6,1‘1) = I +Ex +€2[L'3
(e%,11) = x +e%x0+ex

Es gilt nach (2.5.5)(3):
1

T, = g((5,931)%—(82,961))
BEHAUPTUNG:

Ty = é<€2(5=x1)+5(527x1))

vy = Lelesm) 42 m)

BEWEIS: Es gilt

0 = z1+x2+23
2 2
e(e,x1) = ex1+mxy+em

e(e?, 1) = exy + a9+ 223

95
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Mit Addition ergibt sich
e2(e, 1) +e(e®,21) =0+ 325+ 0 (7)
Die andere Formel folgt genauso.

BEHAUPTUNG:
(e,11) = {/—Fq+3V3d = {’/_27761+%\/12p3+81q2
(52,561) = f/—%?q — %\/—3612 = \3/—277(1 — % 12p3 + 81¢?

wobei dieselbe Wurzel 1/12p? + 81¢? in beiden Formeln genommen werden
muss und die 3-ten Wurzeln so zu wahlen sind, dass gilt

(8)

(e,21)(e%, m1) = —3p 9)

(7), (8) und (9) sind die Cardanoschen Formeln (veroffentlicht 1545).

BEWEIS:

d = ((L’l — .Z‘Q)(.Tl — (L’g)(.TQ — .Tg)

= (21 — 22)(x100 — ox3 — T 123 + fE%) (10)

= X3y + T173 + X3T3 + T1TaT3 — T1ToT3 — TIT3 — TIT] — Tox3
Es gilt
(a+b+c) =a®+ b+ + 3ab® + 3ac® + 3ba* + 3bc* + 3ca® + 3cb? + 6abe
Somit ist

(e,71)° = (x1+emy+ea3)®
= 2%+ %5 + 823 + 3e(a?xy + 2573 + 2173)

2/, 2 2 2
+3e%(xixs + 2521 + X3T2) + 667711973

3
3, .3, .3 2 2 2, 2 2 2
= ]+ x5 + 2 (xiwa + x523 + 11205 + TIX3 + X571 + T3X2)

2
3
—1—5\/ —3£l‘%$2 + 23x3 4+ 1175 — Tiw3 — TAT] — x§$2)1+6$1x2x3
=d n;crh (10)
Die letzte Gleichheit gilt, da
1 1 1 1
— 24 -V/T3 und e= - — /o
€ 5 + 5 un € 5 5 3
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Die Terme sind symmetrisch und konnen somit wieder durch elementar-
symmetrische Funktionen ausgedruckt werden. Nach (2) gilt

0 = (z1+x9+x5)°

_ .3 3 3 2 2 2 2 2 2
0 = (1 + a2+ x3)(x129 + X123 + To3)

= x%mg + ZE%fL‘g + :L‘%lj + IIJ%?Eg + x%xl + x%mg + 3x17273

q = —I17273

Die erste Formel mit 1, die zweite mit —g und die dritte mit —% multi-
pliziert und alles aufaddiert ergibt

27 3
4= $?+$§+$§_5($1$3+$1$§+$2$?+I2ﬂ7§+x3x§+x3x%)—|—6x1x2x3
Also gilt
27 3v -3 27 3
(57 x1>3 = _?q + Td (i) _?q + 5 12p3 + 81¢?

Dieselbe Rechnung mit (£?, z1) liefert € und 2 vertauscht und das negative
Vorzeichen.

Seien a, ca, %a die Losungen der ersten Gleichung in (8) und b, b, £2b die
Losungen der zweiten Gleichung. Frage: in welcher Kombination sollen
die Losungen genommen werden? Betrachte

(21 + exg + €%23) (21 + %29 + £13)
- l’% + 531’2 + 531’3 + (6 + 52)(ZE1I2 + T3 + ZL’Q(L’g)

2
= 2]+ xy+ a3 — (122 + 123 + T2x3)

(e,21)(e%, 11)

= “2p—p=-3p
Beachte e2 +¢+1 =0, also ¢ + %2 = —1.
BEMERKUNGEN:
1. Das sind Formeln fiir beliebige Koeffizienten aus K.

2. Direkte Herleitung der Formel: Wir betrachten wieder f = 23 + px + q.
Sei a eine Nullstelle dieser Gleichung und w eine Nullstelle der Gleichung
22 — 3ax — 3p. Dann ist also w? — 3aw — 3p = 0, also

A
T3 )
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Setze a aus x in f ein:

0= ) = (2-2)'+

d n
3 w 3
S Pt
T or T 3 w\3 ) TP\3 4
w3p3
= w Lt

Also ist w? Nullstelle der Gleichung

z  p 2 3
0=———+4¢q oder 0=2z"—-27p°+27qx
271z

Die pg-Formel liefert:

27 1 21 3
T2 = =54 + 5\/(279)2 +4-27p? = 51 + 7V 81¢* + 12p?

3. Sei Ky < R. Es gibt zwei Moglichkeiten:

e f hat eine reelle und zwei konjugiertkomplexe Losungen, also x1, xo =
a + b, r3 = a — ib. Dann ist

d = (r1—z2)(r1 —x3) (T2 — 23) = (71 — a — ib) (1, — a + ib)2ib
= |x1 —a—ib|2ib

Somit ist d* < 0. Also ist —3d* > 0, somit —Z'¢ + 2v/-3d> € R,
d.h. (e,71) und (€%, z1) sind reelle Radikale, also x; Summe reeller

Radikale.
e f hat drei reelle Losungen x1, x2, x3. Dann ist
d= (l’l — {L‘Q)(l‘l — 1'3)(1172 — l’g) eR
Somit ist d? > 0. Betrachte zwei Fille:

- d =0, dann ist (g,21) = ¢/ —%q in R wéahlbar, also x; durch reelle
Radikale dargestellt. Man kann dann (z — x1) aus f ausklammern
und weiter mit der pg-Formel reelle Darstellung von s, x3 erhalten.

- d?> > 0. Dann sind alle Losungen durch komplexe Radikale darge-
stellt. Dies kann nicht behoben werden, wie (2.7.8) zeigt.
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2.7.8 Der ,,Casus irreducibilis*

SATZ: Ist K <R und f € K[z] irreduzibel vom Grad 3 mit 3 verschiedenen
reellen Nullstellen, so ist f nicht durch reelle Radikale auflésbar, d.h. es
existiert keine Radikalerweiterung L von K mit K(f) < L <R.

LEMMA: Ist K <R und a € R ein p-tes Radikal {iber K fiir ein p € P, so
ist [K () : K] = p oder 1.

BEWEIS: « ist Nullstelle von 2 — a. Sei o ¢ K. Zu zeigen ist: 2 — a ist
irreduzibel {iber K (dann folgt mit .5.1: [K(«) : K] = p). Sei € € C eine
primitive p-te Einheitswurzel. Dann folgt:

P —a=(x—a)(r—ea)... (r—ea) (%)

(da die e'a genau die Nullstellen von 2 — a sind). Angenommen z¥ — a = gh
mit g, h € K[z], wobei 1 < grad g < p. Dann ist g Produkt einiger der linearen
Faktoren in (%) und somit ist das konstante Glied b von g von der Form e*a™
mit 1 < m < p. Dann ist

W =ePqm™ = o™ = (o)™ = a™
Da (m,p) = 1, existieren ¢,j € Z mit 1 = im + jp, also
a=ama’? = bPa’? = (b'al )P
Somit ist b'a’ € K eine, also die reelle Nullstelle von 2P — a, also b'a’ = «

siehe (x)). Dies ist ein Widerspruch, somit ist 27 — a irreduzibel.
( pruch,

BEWEIS DES SATZES: Sei f = 2%+ px +¢. Angenommen K < K(f) < L =
K(aq,...,00) <Rmit o) € K;_1 = K(ag,...,;,-1). O.B.d.A. sind alle n;
Primzahlen, denn fiir o/ = a; € K;_; ist of Nullstelle von 7 — a; und «;
Nullstelle von 2 — o, man betrachte also eine Zwischenerweiterung mit o

Sei ag = d = [[;;(x; < x;). Dann ist d> = —4p* — 27¢*> € K. Somit ist
K(ayp,...,q,) eine Radikalerweiterung von K und immer noch in R, da alle
r; € R.

K enthélt keine Nullstelle von f (da f irreduzibel), K(ag, a1, ..., ;) enthélt
alle Nullstellen. Also existiert s > 0 so, dass R = K(ao,...,as_1) keine
Nullstelle enthélt, aber R(c) enthélt eine Nullstelle ;. Da R keine Nullstelle
enthélt, ist f irreduzibel iiber R, also [R(x;) : R| = grad f = 3. Ist a; ein
p-tes Radikal mit p € P, so folgt nach Lemma: [R(c;) : R] = p. Daraus folgt
mit dem Gradsatz: R(z1) = R(«,) und p = 3. Da [K(ap) : K] = 2, folgt:
$s>0,dh.d=qay € R.
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Fall 1. R(x;) = R(f) = R(ay). Es gilt a® = a € R. Da R(a) ein Zerfillungs-
korper, also normal ist, enthélt R(cy) alle Nullstellen des {iber R irreduziblen
Polynoms 22 — a, also ay, ear,, £2a, mit & primitive 3-te Einheitswurzel. Somit
ist £ =¢ € R(a,) < R.

oS

Fall 2. R(z1) < R(f). Daraus folgt: [R(f) : R| = 6 und Gal(R(f)/R) ~ Ss,
d.h. es existiert 0 € G mit 2] = x9, 2§ =z, 2§ = x3. Es gilt

d° = (.I’Q — .ZCl)(iL'Q — .773)(331 — 1'3) =—d 7é d

Dies ist ein Widerspruch, da d € R und o € Gal(R(f)/R).

BEISPIEL: Sei K = Q, sei f = 2® — 4x + 2 irreduzibel nach Eisenstein. Es
gilt lim, ., f(z) = —o0, f(0) =2, f(1) = —1 und lim, ., f(z) = oo, somit
hat f laut dem Zwischenwertsatz drei Nullstellen.

2.7.9 Die Cardanoschen Formeln fiir n =4

Sei K ein Korper mit char Ky # 2,3, sei K = Ky(¢) mit primitiver 3-ter
Einheitswurzel e. Sei

fo=2—a12" +a22” —azz + a4
(a) Die Substitution z = z + {a liefert:
f=a"+pr®+qr+r
mit p,q, 7 € L = K(ay,...,a,). Es gilt ndmlich

3 5 1 14 1, 1 3 4
—aj; = -aiap——ajy—az; T =a4s+-—ajar——-a1a3— ﬁal

p=a2=q 2 8 16 1

(b) Es gilt Vj < Ay < S3, wobei Vy = {(12)(34), (13)(24), (14)(23), 1}. Seien

(51 = (.’L'l + 1'2)(.1'3 + .%4)
do = (v1+ z3)(22 + 24) (1)
53 = (I’l +$4)(ZL’2 —|—l’3>

Dann ist 0; invariant unter V4 und (12) (also im Fixkdrper einer 8-
Sylowgruppe), ds invariant unter V4 und (13) und d3 invariant unter V,
und (14). Somit liegen d; in den drei Fixkorpern der 8-Sylowgruppen. Sei

g= (2 —086)(x—&)(x—6) =2° - t12° + tyr — t3
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wobei t; elementarsymmetrische Funktionen von §; und symmetrische
Funktionen von x; sind. Es gilt

g =2 —2px® + (p* — 4r)x + ¢* (2)

Diese Gleichung heifst kubische Resolvente der Gleichung 4 Grades. (2)
kann man mit Hilfe der Cardanoschen Formel 16sen und erhalt Radikale
in p, q,r. Das liefert L(d1,d,93) = V45F.

V4§ liegt in 3 Korpern vom Grad 2 unter L(f), die invariant unter den
Involutionen der Vj (aber nicht der ganzen Vj) sind. Seien

Q) =21+ Tg, Q=21 +T3, Q3=+ Ty
Dann gilt wegen 61 = (1 +x2) (23 +x4) und x1 + 29 + 23+ 14 = 0 (Vieta):
01 = (21 + 22)(— (21 + 22)) = —af
Analog fiir s und a3. Es gilt also:
=0 ap =0 az=+/—0 (3)
Ferner gilt
o +ay+ a3 =20+ 71 + T2+ T3+ T4 = 22

also

<\/ 51+\/ 52+\/ 53)

l\DI»—l

T = 2(Oé1+042+043
Genauso
041—Oég—Oég:I1+$2+I2+$4+I2+$3:2$2

also z9 = %(oq — ay — a3). Insgesamt ergibt sich

T = %<\/—51+\/—52+\/—63> \

vy = %<\/ 31— /s — v/~ 53) "
vy = %<—\/—5l+\/ 5y — \/— 53)

T = %(—\/—51—¢—62+¢—63)
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Es gilt
ajeas = (1 4+ x2) (21 + x3) (21 + 24)

= x‘z’ + a:?(ﬂ?g + X3+ x42+x1 (H xixj> + xox374 (5)
e i<j

=0
= -9

Somit sind zwei Vorzeichen in (3) wéihlbar, das dritte muss so gewahlt
werden, dass (5) erfiillt ist.
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3 Geordnete Korper

Eines der Ergebnisse der Theorie ist der folgende Satz:

SATZ VON ARTIN-SCHREIER (1927): Sei A ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper. Ist K ein echter Teilkérper von A und [A : K| < oo, so ist
[A: K] =2und A = K(i) mit i* = —1. Die Menge S der Quadrate ungleich
0 in K ist abgeschlossen unter Addition und K = S U {0} U — S.

FOLGERUNGEN:
1. char A = 0 (denn aus char K = p folgt mit 1 =12 € S, dass0 = p-1 € S)

2. Aut A hat hochstens nur endliche Untergruppen der Ordnung 1 oder 2:

1.104

U<AutAund |U| < oo = [A: UG = |U]|

3.8 (Geordnete Gruppen, Ringe und Korper
3.8.1 Geordnete Gruppen
Sei (G, +) eine abelsche Gruppe.

DEFINITION: P C G heift Positivbereich von G, wenn gilt:
1. P+PCP
2.0¢ P
3. G=PU{0}U-P

Ist P ein Positivbereich von G, so heift G geordnet durch P. Die Elemente
aus P heifsen positiv, die aus —P negativ.

BEISPIELE:
1. (Z,+) mit P=N
2. (Q+)mit P={aeQ| a>0}
3. {a€eQ|a>0}, )mit P={aeQ| a>1}

BEMERKUNGEN:
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1. PN —P =) (deshalb sind die Namen ,positiv¢ und ,negativ* sinnvoll):
Wire a € PN—P, so wire —a € P, also 0 = a+(—a) € P, Widerspruch.

2. Mit P ist auch —P ein Positivbereich: Fiir a,b € P ist (—a) + (—b) =
—(a+0b) € —P.

3.8.2 Geordnete Ringe (und Korper)

Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring.

DEFINITION: P C R heifit Positivbereich, wenn gilt:

1-3 Wie in (3.8.1), d.h. P ist ein Positivbereich der additiven Gruppe
(R, +).

4 P-PCP

Weiter wie in Definition (3.8.1).

BEMERKUNG: Hier ist —P kein Positivbereich, wenn P einer ist, denn fiir
a € Pist (—a)(—a) = a® € P, also (—a)(—a) ¢ P.

SATZ: Ist P ein Positivbereich des Ringes R und definieren wir fiir a,b € R
a<b:sb—acP(e:b>a)
so gilt fiir alle a, b, c € R:

'Y)a<b b<c=a<c

(1)

(27)

(3') a<bodera=bodera>b

(4) a <b= a+c<b+ c (Monotonie)
(57)

a<b, 0<c=ac<bc

Mit (1) - (3’) ist (R, <) vollstandig geordnet, also eine Kette.

Ist Umgekehrt < eine Relation auf R mit (1’) - (5°),s0ist P={a € R| 0 < a}
ein Positivbereich von R.

BEWEIS:
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(1) Ista<b, b<e sogilt: (c—a)=(c—b)+(b—a)eP=a<c
R}g—/ T
S S

2)Ya—a=0¢P=ada

(3’) Aus a # b folgt mit (3): entweder a — b € P (also a < b) oder b—a € P
(also a — b € P, somit a > b)

4) (b+c)—(a+c)=(b—a)eP,alsob+c>a+c
(5) Ist (b—a) € P, c€ P,soist (b—a)c=bc—ace€ P, also bc > ac.
Beweis der Umkehrung:
1. P+PCP:

a,beP=0<a=a+0<a+b=0<a+b=a+beP

2. Nach (2') ist 0 £ 0, also 0 ¢ P

3. Fira € Rist a=0 oder 0 < a oder a < 0. Mit (4) ist im letzten Fall
a+(—a) <0+ (—a), also 0 < —a, d.h. —a € P.

4. Fir 0 <a,0<bist 0=0-b < ab, also ab € P.
BEISPIELE:
1-3 Z,Q,R sind geordnet durch die natiirlichen positiven Zahlen.

4 C besitzt keinen Positivbereich. Beweis: Angenommen P wire einer.
Dann ist ¢ € P oder i € —P, also —1 = > = (—i)> € P. Auch 1 € P
oder 1 € =P also1 =12 = (-1)2 € P, somitist 0 =1 -1 € P,
Widerspruch.

3.8.3 Polynomringe

SATZ: Ist P ein Positivbereich des Integritéatsbereiches R, so ist

P:{fER[x] ‘f:iaixiundanEP}

1=0

ein Positivbereich von R|x].

BEWEIS: Seien f = Y71 jaa’, g =3 1 a2l € P und etwa an, b, € P, so
ist @, by, oder a, + by, hochster Koeffizient von f + g, also f + g € P; ferner
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by € P der von fg, d.h. fg € P. Somit gelten (1) und (4). Da 0 ¢ P, so
gilt (2). Ist f € R[z], so ist entweder a, € P (also f € P) oder a, = 0 (also
f=0) oder a, € —P (also —f € P). Somit gilt (3).

BEMERKUNG: Das ist im allgemeinen keineswegs die einzige Anordnung von
R]z] (siehe néchstes Beispiel).

BEISPIEL:

5 Sei 7 € R transzendent tiber Q. Dann ist P, = {f € Q[z] | f(7) > 0}
ein Positivbereich von Q[z]. Fir 7 # 7 ist P, # Pr,, d.h. Q[z] besitzt
iiberabzahlbar viele verschiedene Anordnungen.

Beweis: Sind f,g € Py, so ist (f + g)(1) = f(r) + g(r) > 0, also
f + g € P, genauso mit fg statt f + ¢g. Somit gelten (1) und (4).
Trivialerweise ist 0 ¢ P, denn 0(7) = 0. Sei nun f € Q[z], f # 0. Da 1
transzendent, folgt: f(7) # 0, also f € P oder —f € P. Somit gilt (3).

Sind nun 7 # 7, etwa 7 < 7o, dann existiert r € Q mit T < r < 7.
Sei f =z —r € Q[z], dann ist f(mz) > 0, also f € P, und f(m) < 0,
also f # Py,.

3.8.4 Grundeigenschaften geordneter Gruppen, Ringe und Kor-
per

SATZ: Jede geordnete Gruppe ist torsionsfrei , d.h. hat aufser der 0 keine
Elemente endlicher Ordnung. Jeder geordnete Ring ist nullteilerfrei. Jeder
geordnete Korper hat Charakteristik 0.

BEWEIS: Sei P ein Positivbereich der Gruppe G bzw. des Ringes R bzw. des
Korpers K.

1. Angenommen 0 # a € G hat endliche Ordnung. Dann existiert n € N
mit na = 0 und n(—a) = 0. Sei 0.B.d.A a € P. Dann ist 0 = na € P,
Widerspruch.

2. Angenommen ab = 0 mit a # 0 # b. Dann folgt: (—a)(—b) = (—a)b =
a(—b) = 0. Somit existieren solche a,b mit a,b € P. Dann ist aber
0 = ab € P, Widerspruch.

3. Ist char K = p > 0, so ist p die Ordnung von 1 in (K, +). Mit (1) ergibt
sich ein Widerspruch.
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3.8.5 Eigenschaften geordneter Korper
Sei P ein Positivbereich des Ringes (oder Korpers) R.

DEFINITION: Fiir a € R sei |a| = a falls a € P und |a| = —a sonst.

LEMMA: Fiir a,b,c € R und a; € R gilt:

(a) Ist a # 0, so ist a®> € P, ferner > a? € P, falls eines der a; # 0.
(b) a<b= —a>—b
()

(d

0<a<b=>0<a?<b und0<i < =, falls Inverse existieren
l<a=a<ad®udl<a<l=d’<a
<b c<d=a+c<b+d
) |abl = |al - [b]
(8) la+0b] < |af + [b]

)
(e) a
(f

BEWEIS:

(a) Ist @ # 0, so ist a € P oder —a € P. Daraus folgt: a®* = (—a)? € P.

3.8.6 Eindeutigkeit der Anordnung von Z,Q,R

SATZ: Z,Q,R besitzen jeweils nur einen Positivbereich (als Ringe), sind
also nur auf eine Weise anordbar.

LEMMA: Sind P;, P, Positivbereiche mit P, C P,, so ist P, = Ps. ‘

BEWEIS: Angenommen P; # P,. Dann existiert a € P, \ P;. Dann ist a # 0
und somit a € —P; nach (3). Daraus folgt: —a € P, C P, also0 =a—a € Ps.

BEWEIS DES SATZES: Sei P ein Positivbereich von Z bzw. Q, R.

1. Fiir Z: Es gilt 1 = 1-1 € P nach (3.8.5)(a). Mit trivialer Induktion
folgt: n-1 € P, also N C P. Mit dem Lemma folgt: N = P.

2. Fiir Q: Genauso wie oben folgt: N C P. Nach (3.8.5)(c) gilt: = € P fiir
alle m € N, also mit (4): 2 =n- L € P fiir alle n,m € N.

3. Fiir alle @ € R mit a > 0 existiert b € P mit a = b?, also a € P. Somit
gilt {a € R| a >0} C P. Wende nun das Lemma an.
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3.8.7 Einschriankung und Fortsetzung von Anordnungen

Sei P ein Positivbereich des Ringes R.

’LEMMA: Ist T'< R, so ist PNT ein Positivbereich des Ringes T'.

BEWEIS: (1), (2), (4) sind trivial. Zu (3): Sei a € T, dann gibt es drei Flle:
a € P (alsoa € PNT) oder a =0 oder a € —P (also —a € PNT, d.h.
a € —(PNT)). Somit gilt: PN T erfiillt (3).

DEFINITION: Seien P und P’ Positivbereiche der Ringe R bzw. R’ und sei
R < R'. Die Anordnung P’ auf R’ setzt die Anordnung P von R fort , wenn
P'N R = P, d.h. wenn fiir alle a,b € R gilt:

a<beb—acePsb—acP sa<'b

BEISPIELE:
(a) Die Anordnung auf R setzt die Anordnungen von Q und Z fort.

(b) Ist R durch P geordnet, so setzt P aus (3.8.3) P auf R[z] fort. Beweis:
PN R =P, da ein konstantes Polynom ay € R genau dann in P liegt,
wenn sein hochster Koeffizient ag in P liegt.

(c) Betrachte Q[z], T € R transzendent iiber Qund P, = {f € Q[z] | f(7) > 0}
(vergleiche (3.8.3)). Dann setzt P, die Anordnung von Q fort, denn es
gilt ao(7) = ayp.

SATZ: Jede Anordnung eines Integritdtsbereichens R lasst sich auf genau
eine Weise zu einer Anordnung des Quotientenkorpers () von R fortsetzen,
niamlich durch rs~! € P* < rs € P.

BEMERKUNG: Diese Definition ist wohldefiniert: Ist rs=! = uv™!, so ist

rv = us, also rsv? = uvs® und wegen (3.8.5)(a) folgt: rs € P < uv € P.

BEWEIS: FEindeutigkeit: Angenommen P* ist ein Positivbereich von @), der
P fortsetzt. Sei a € Q, etwa a = = mit r,s € R, s # 0. Dann gilt:

r 3.8.5a) T
a="ecp YT
s s

P=P*(R
P?=rseP* &="rseP

Somit ist a € P* genau dann, wenn r, s € R existieren mit ¢ = - und rs € P.

Existenz: Sei P* = {a € Q| 3r,s € Rmita=Zundrs € P}. Zu (1) und
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(4): Sei a,b € P*, also a = %,b =% mit r,s,u,v € R und 7s,uv € P. Dann
gilt

a+b = Tus und (rv + us)sv = rsv? + uvs® € P nach (3.8.5)(a)
SV
= a+be P
ab = " und (ru)(sv) = (rs)(uv) € P = ab € P*
SV

Zu (2): Ist 0 =7, so ist r = 0, also rs ¢ P, also gilt 0 ¢ P*.

Zu (3): Sei a = £ € Q fiir r,s € R. Dann gibt es drei Fille: rs € P (also
a € P*) oder rs = 0 (also a = 0) oder rs € —P (also —rs € P, d.h.
—a == € P").

KOROLLAR: Ist K ein durch P geordneter Korper, so ist

. f‘ n . m .
p* =1 L = a;x', g = b;,x’ € K|z| und a,b,, € P
{g F=3 at g = bat € Kl

=0

ein Positivbereich des Korpers der rationalen Funktionen K (z) iiber K.

BEWEIS: Es ist nach (3.8.3)

P:{fEK[:B] ‘f:iaixiundaneP}

i=0
Sei g = Y 1" bja?, dann gilt

ie]-?’*@fgelf’@anmeP
g

BEMERKUNG: P* lasst sich beschreiben als P* = {yp € Q(z) | ¢(7) > 0}

3.8.8 Isomorphismen und Anordnung

LEMMA: Ist P ein Positivbereich des Ringes R und o : R — S ein Ringiso-
morphismus, so ist P? ein Positivbereich von S.

BEWEIS: Sind a,b € P?, so ist a = u? und b = v? mit u,v € P. Dann gilt
atb=u"T0v" = (utv)?. Somit gelten (1) und (4). Zu (2): 0 ¢ P, da
0 ¢ P und o injektiv. Zu (3): Ist a € S, so existiert u € R mit u” = a. Es gibt
dann drei Félle: v € P (also a € P?) oder u = 0 (also a = 0) oder u € —P
(also a = —(—u)? € —P7).
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BEMERKUNG: Ist f € Q[z] und @ € R mit f(a) = 0, so ist Qo) <
R geordnet nach Lemma (3.8.7). Ist f(5) = 0, so existiert nach 1.4.4 ein
Isomorphismus o : Q(a) — Q(3). Lemma (3.8.8) liefert Anordnung auf Q(g3).

BEISPIEL:
6. Sei f =ax* —2. Sei a = v/2 € R positiv. Sei 3 = ia, dann erhilt Q(3)
Ordnung iiber o : Q(a) — Q(f) mit o — . Es gilt z.B.
B-@ = iV24V2<0,da(B-/)" =a-a’=V2-V2<0inR
B+ = iV2—-vV2>0,daa+a®>>0

DEFINITION: Seien P und P’ Positivbereiche der Ringe R bzw. R’. Die
Abbildung o : R — R’ heift Ordnungsisomorphismus (beziiglich P und P’),
wenn o ein Isomorphismus des Ringes R auf den Ring R’ ist und P C P’
gilt (nach Lemma (3.8.6) also P7 = P’), also a < b < a7 <" b7 fiir alle
a,b € R.

BEISPIELE:

7. Q(v/2) hat genau zwei (isomorphe) verschiedene Anordnungen. Betrach-
te o : Q(\/ﬁ) — Q(ﬂ) mit a+bv/2 — a—byv/2. Sei P der Positivbereich,
der zu von R induzierten Anordnung gehért. Dann gilt: v/2 € P, also
—v/2 € P?, d.h. /2 ¢ P?. Somit sind P und P? verschiedene Anord-
nungen von Q(v/2) und ¢ ist Ordnungsisomorphismus zwischen den
beiden.

e Q[z] mit P ist isomorph zu Q(x) mit P genau dann, wenn Q(7) =
Q(0). Beweis: in der Ubung.

3.8.9 Anordnung transzendenter Erweiterungen

SATZ: Ist K ein durch P geordneter Korper und « transzendent iiber K,
SO ist

P = {@ ‘ f:i:aixi, g:Zm:bjxj € Klz| und a,b,, € P}
i=0

g(a) i

ein Positivbereich von K(«)

BEWEIS: Korollar (3.8.7) + Lemma (3.8.8) + 1.4.3.
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3.9 Archimedische Anordnungen

3.9.1 Archimedisch geordnete Gruppen (und Koérper)

DEFINITIONEN:

1. Eine geordnete Gruppe (G, <) heilt archimedisch geordnet , wenn es
fiir alle a,b € G mit a,b > 0 ein n € N gibt mit b < na.

2. Ein geordneter Ring (Korper) R heift archimedisch geordnet, wenn
seine additive Gruppe (R, +) archimedisch geordnet ist.

BEISPIELE:

1. Jede Untergruppe und jeder Teilkorper von R ist archimedisch geordnet,
da (R, +) die Eigenschaft (1) hat.

2. Die Anordnung aus (3.8.9) fiir Q(«) mit « transzendent {iber Q ist nicht
archimedisch: Sei b = o,a = 1 € P*. Es gilt a — na € P* fiir alle n € N,
da hochster Koeffizient gleich 1 ist. Somit ist o > n fiir alle n € N. Ist
a € R, so hat Q(«) nach (1) auch eine archimedische Anordnung.

3.9.2 Ganzzahlig einschlieftbare Elemente, Dichtheit
Sei K ein geordneter Schiefkérper. Dann ist Z < Q < Z(K) < K.

DEFINITIONEN:

1. Ein Element a € K heitt ganzzahlig einschlieffbar, wenn es n € N gibt
mit —n < a < n.

BEMERKUNG: Elemente, die nicht ganzzahlig einschliefbar sind, nennt

man unendlich groff und ihre multiplikativen inversen unendlich klein.
Z.B. z in (K (z), P*) ist unendlich groR und % ist unendlich klein.

2. Q ist dicht in K genau dann, wenn fiir alle a,b € K mit a < b ein
q € Q existiert mit a < g < b.

71



SATZ: Sei K ein geordneter Schiefkdrper. Dann sind dquivalent:
1. K ist archimedisch geordnet.
2. Jedes Element aus K ist ganzzahlig einschliefsbar.

3. Q ist dicht in K.

BEWEIS:

(1) = (2)

(2) = (3)

Sei b € K. Ist b > 0, so existiert nach Definition (3.9.1) ein n € N mit
b<n-1=mn Also —n<0<b<n. Istb<0,soist —b> 0, also
existiert n € N mit —n < —b < n, also nach (3.8.5)(b) —n < b < n.

Seien a,b € K mit a < b. Dann ist b — a > 0. Nach (3.8.5)(c) ist
dann (b — a)™* > 0 und nach Voraussetzung existiert n € N mit
(b—a)™' <mn,also 0 <+ <b— a. Nach Voraussetzung existiert k € Z
mit —k < na < k. Somit existiert die kleinste ganze Zahl m mit na < m,
also m — 1 < na < m. Somit gilt
m m-—1

a < — =
m n

1
+—<a+(b—a)=b
n
Also ¢ = ™ tut das Verlangte.

Seien a,b € K mit 0 < a,b. Nach Voraussetzung existiert » € Q mit
0<r<aund s€ Qmitb<s (<b+b). Da Q archimedisch geordnet
ist, existiert n € N mit nr > s, also b < s < nr < na.

3.9.3 Satz von HILBERT

‘ SATZ: Ein archimedisch geordneter Schiefkorper ist ein Korper.

BEWEIS: Sei S ein nichtkommutativer archimedisch geordneter Schiefkorper.
Dann existieren a,b € S mit ab # ba, also etwa ab < ba. Offenbar ist
(—a)(=b) = ab < ba = (—=b)(—a). Wir kénnen also a > 0 annehmen. Nach
Satz (3.9.2) existiert r € Q mit ab < r < ba. Multiplikation mit ¢ > 0 und
Benutzung von (5’) aus (3.8.2) fiir Multiplikation von rechts und links ergibt
aba < ra und ra < aba. Da Q < Z(S), ist ar = ra, also aba < ra = ar < aba,
Widerspruch.
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3.9.4 Nullstellen von Polynomen

LEMMA: Sei K ein geordneter Korper und f = 2™ + a,_ 12" '+ ... +ag €
Kz], sei M = max{l,|ao|+ ...+ |an_1|}. Dannist f(s) >0 fir M <s e K
und (—1)"f(s) > 0 fir —M > s € K. Somit liegen die Nullstellen von f im
Intervall [—M, M].

BEwWEIS: Es gilt

Qe a a
f:x"( L+ nil+—:>
i X X
F"1<M<|\‘t1<1<11 L 1 p folgt:
ur S| 1st — alsO —— — araus 10
= s = M ERY; g
oy a a Uy a a
VU Y 1)
S s™ 1 s™ ‘3‘ ’Sn 1‘ ‘Sn‘

< llonal +oo A laol) < 77 =1
Vi Qp—1 Qol) > Vi =
( ..) > 0, da beide Faktoren grofer

Fiir M < sist s >0, also f(s) =
|s| > M, also f(s) = (=1D)"(=s)"(1 +...). Da
0.

)
0 sind. Ist —M > s, so ist [s]
(—s) > 0 ist, folgt: (—1)"f(s) >

3.9.5 Algebraische Erweiterungen

SATZ: Jede Fortsetzung einer archimedischen Anordnung eines Korpers auf
einen algebraischen Erweiterungskorper ist archimedisch.

BEWEIS: Sei K archimedisch geordnet, L eine algebraische Erweiterung von
K geordnet und diese Anordnung Fortsetzung der Anordnung von K. Wir
zeigen: jedes b € L ist ganzzahlig einschlieftbar. Da b algebraisch iiber K ist,
existiert f = 2" +a, 12" ' +...+ap € K[z] mit f(b) = 0. Offenbar f € L[z].
Sei M = max{1l, |a,_1| + ...+ |ao|}. Nach Lemma ist —M < b < M (in L).
Offenbar ist M € K und somit (da K archimedisch geordnet) nach Satz
(3.9.2) ganzzahlig einschliefbar, d.h. es existiert n € N mit —n < M < n (in
K). Dies gilt auch in L, also —n < —M < b < M < n. Somit ist b ganzzahlig
einschlieffbar. Nach Satz (3.9.2) ist L archimedisch geordnet.

KOROLLAR: Ist K absolut algebraisch (d.h. algebraisch iiber Q), so besitzt
K hochstens archimedische Anordnungen.
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3.9.6 Hauptsatz

SATZ: Jeder archimedisch geordneter Korper ist ordnungsisomorph zu einem
Teilkérper von R.

BEWEIS: Sei K ein archimedisch geordneter Korper. Fiir a € K sei L(a) =
{r € Q| r < a}. Nach Satz (3.9.2) existiert n € N mit —n < a < n, somit ist
L(a) # 0 (da —n € L(a)) und n ist eine obere Schranke von L(a). Somit ist
L(a) C R nicht leer und nach oben beschrénkt, d.h. es existiert sup L(a) € R.
Dann ist 0 : K — R mit a — sup L(a) eine wohldefinierte Abbildung. Wir
zeigen: o ist ein Ordnungsisomorphismus auf K7 < R.

1. Behauptung: L(a +b) ={r+s| r € L(a),s € L(b)}.
Beweis: Fur r € L(a) und s € L(b) ist r+s < r+b < a+ b, also
r+se L(a+b).

Seit € L(a +0b), d.h. t < a+b, dann ist t — b < a. Nach Satz (3.9.2)
existiert r € Q mit t —b <r < a. Sei s =t —r. Dann ist r + s =t und
r€ L(a) und s =t —r < b, also s € L(b).

2. Behauptung: (a+ b)° = sup L(a + b) = sup L(a) +sup L(b) = a” +1°.

Beweis: Ist t € L(a+b), so existieren r € L(a) und s € L(b) mitt =r+s <
sup L(a) + sup L(b). Daraus folgt: sup L(a + b) < sup L(a) + sup L(b).
Angenommen sup L(A) + sup L(b) —sup L(a +b) = ¢ > 0. Nach Definition
von sup existieren r € L(a) und s € L(b) mit sup L(a) —r < § und
sup L(b) — s < 5. Es gilt also

sup L(a) +sup L(b) — (r + s) < %+§ =
Daraus folgt: sup L(a +b) < r+ s € L(a + b), Widerspruch.

3. Ist a € K mit 0 < a, so existiert r € Q mit 0 < r < a. Somit enthélt L(a)
positive rationale Zahlen, also ist sup L(a) = a” > 0 in R. Somit ist o
ein Ordnungsisomorphismus, falls Isomorphismus und o ist injektiv: Nach
(2) ist o ein additiver Homomorphismus. Sei a € Kerno. Ist a > 0, so
ist a” > 0, ist a < 0, so ist —a > 0, also 0 < (—a)? = —a“. Somit folgt:
Kerno = {0}.

4. Zu zeigen ist: (ab)? = a’b’. Behauptung: Gilt dieses fiir a,b > 0, so gilt es
allgemein.

Beweis: (hier nur ein Fall, die anderen analog) Sei a < 0, b > 0, dann gilt:

(ab)” = (=(=a)b)” = =((=a)b)” = =(=a)7V" = =(=a”)b” = a”}”
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5. Ist @ > 0, so existieren nach (3.9.2) r € Q mit 0 < r < a also r € L(a)
fir 7 > 0. Sei L*(a) ={r € Q| 0 <r < a}. Dann ist also L*(a) # () und
sup Lt (a) = sup L(a).

6. Behauptung: L™ (ab) = {rs| r € L*(a),s € LT(b)}, falls a,b > 0.

Beweis: Ist r € L*(a) und s € LT(b), so ist 0 <7 < aund 0 < s < b, also
mit 7 < a und 0 < s folgt: rs < as < ab. Daraus folgt: rs € L*(ab).

Sei nun t € LT (ab), also 0 < t < ab. Dann folgt: 0 < { < a. Nach (3.9.2)
existiert 7 € Q mit £ < r < a. Setze s = £ > 0. Dann ist 7 € L*(a) und
t=rs. Aus { <r folgt: s = £ < b, also s € L (D).

7. Behauptung: (ab)? = sup LT (ab) = sup L*(a) -sup LT (b) = a”1°.

Beweis: Ist t € Lt (ab), so existieren r € L*(a) und s € L*(b) mit t =
rs < sup L (a)sup L*(b). Somit gilt: sup L (ab) < sup LT (a) sup L (D).

Wiére nun sup L™ (a)sup LT (b) —sup LT (ab) = ¢ > 0 und ist r + ¢, =
sup Lt (a) und s + ey = sup L1 (b) fiir r € L*(a) und s € L*(b), so gilt:

sup LT (a)sup LT (b) = (r +1)(s +&2) =75 + €15 + 769 + €169

Fiir geeignete €1, &y ist €15 + reg + €169 < €. Somit folgt: sup LT (ab) < rs,
Widerspruch.

3.9.7 Automorphismen

SATZ: Jeder Ordnungsisomorphismus o eines archimedisch geordneten Kor-
pers K ist die Identitét.

BEWEIS: Angenommen o # id. Dann existiert ¢ € K mit a” # a, also etwa
a’ > a. Nach Satz (3.9.2) existiert r € Q mit a < r < a?. Da Automorphis-
men nach (1.10.1) trivial auf Primkorpern sind, ist 77 = r. Da ¢ die Ordnung
erhélt, folgt aus a < r, dass a” < r? =r < a?, Widerspruch.

KOROLLAR: R hat nur den trivialen Automorphismus (AutR = 1).

BEWEIS: Fiir a € R ist a > 0 genau dann, wenn a # 0 und ein b € R existiert
mit b # 0 und * = a. Somit a” = (b?)7 = (b7)?, also a® > 0, d.h. jeder
Automorphismus von R ist ein Ordnungsisomorphismus.
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3.10 Erweiterungen geordneter Korper

3.10.1 Formal-reelle Korper

DEFINITION: Der Korper K heifst formal-reell, wenn —1 nicht Summe von
Quadraten in K ist.

BEMERKUNGEN:

1. K ist genau dann formal-reell, wenn gilt:
Za?zOfﬁraiEKjai:()fﬁr alle ¢
i=1
»=" Angenommen Y ;"  a? = 0 und 0.B.d.A. a; # 0. Dann gilt:
1 & " a4\’
— 2 _ v
O—FZai _1+;<a—1)

L =1

,<=" Angenommen —1 = 37" | af. Dann gilt: 0 = 1% + >, a7

=1 """ =1 """
2. Ist K formal-reell, so ist char K = 0 (da p - 12 # 0 fiir alle p € N).

3. Ist K geordnet, so sind alle a? € P fiir a; # 0, also —1 nicht Summe
von Quadraten. Somit gilt: K geordnet = K formal-reell.

SATZ: (ARTIN-SCHREIER 1926) Ein Kérper K ist genau dann anordbar,
wenn er formal-reell ist.

BEWEISIDEE: Sei Q@ = {>_a? | 0 # a; € K}. Dann erfiillt Q die Eigenschaf-
ten (1), (2), (4) eines Positivbereiches. Mit dem Lemma von Zorn wollen wir
@ so erweitern, dass auch (3) erfiillt ist.

3.10.2 (@-Bereiche

Sei K ein Korper.

DEFINITION: Eine Teilmenge M von K heifst ()-Bereich, wenn gilt:
. M+MCM
2.0 M
3 Q:={>a?|0#£a €K} CM.
4. M-M C M
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BEMERKUNGEN:

1. Ist K nicht formal-reell, so existiert kein @)-Bereich. Beweis: Ist K nicht
formal-reell, so ist 0 € @ C M, ein Widerspruch zu (2).

2. Ist K formal-reell, so ist M = @ ein Q)-Bereich. Beweis:
(1) (af)+ (b)) €@
(2) Gilt nach Bemerkung (3.10.1)(1).
(3) Qc
(4) (Z a?) (Z 632) = Zm(aibj)z €qQ

3. Jeder Positivbereich ist ein Q-Bereich (nach Definition (3.8.2) und
(3.8.5)(a)).

LEMMA: Sei M ein Q-Bereich des Kérpers K und ¢t € K mit ¢t ¢ —M U
{0} U M. Dann existiert ein Q-Bereich M’ mit M C M’ und t € M.

BEWEIS: Sei M' = {a+0bt| a€e M, be My=MU{0}}. Dann gilt fiir
a,c € M und b,d € My:

(1) (a+bt)+ (c+dt)=(a+c)+(b+d)t e M.

(4) (a+bt)(c+dt) = ac +bd 2+

ad+be)t € M’
eM cMy eM eMo

(3") @ € M C M’: man wihle b = 0.

(2) Angenommen 0 € M’, d.h. 0 = a + bt mit a € M und b € M,. Nach
(2) ist a # 0, also auch b # 0. Dann gilt: t = —§ = —@bb% € —M, da
ab € M und b% e M.

Zu zeigen ist noch: t € M'. Setze a = b =1, dann folgt: 1 +¢ € M'. Nach (2)
gilt: 1 +¢ # 0. Damit

2t \? t—1\2 At 12— 2t + 1 t+1)2
M>3(— ) +(——) t=t- + + :t-( +1) =1t
t+1 t+1 (t+1)2 (t+1)2

SATZ: (ARTIN-SCHREIER 1926) Jeder )-Bereich eines (formal-reellen)
Korpers lasst sich zu einem Positivbereich erweitern.

FOLGERUNG: Satz (3.10.1). Beweis: Sei K formal-reell. Dann ist nach Be-
merkung (2) @ ein Q-Bereich, also laut dem Satz existiert ein Positivbereich
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von K.

BEWEIS: Sei M ein Q-Bereich von K. Sei 9t = {M' | M C M’ M'(Q — Bereich}.
M ist durch Inklusion teilweise geordnet. Weiter ist M € 91, also 901 ist nicht
leer. Sei T € M eine Kette in MM und S = (Jpee T Wir zeigen: S ist ein
-Bereich.

(1), (4) Seien a,b € S. Dann existieren T7,T» € T mit a € T; und b € Ty. Da ¥
eine Kette ist, gilt etwa T C T, also a,b € T,. Da Ty ein (Q-Bereich ist,
folgt: a+b€To C Sund abe T, C S.

(2) 0¢ T firalleT € T, also 0 ¢ (JpecT =S,
(3) QCTCSfiralleT € %.

Somit ist S ein ()-Bereich und M C T C S fiir alle T' € T, also ist S € IM
obere Schranke von €. Mit dem Lemma von Zorn folgt: ex existiert ein
maximales Element P € 9.

Behauptung: P ist ein Positivbereich. Beweis: Da P € 9 ein (Q-Bereich
ist, sind (1), (2), (4) von Definition (3.8.2) erfiillt. Zu (3): angenommen
K # —P U {0} U P, dann existiert ¢t € K \ (=P U {0} U P). Mit dem
Lemma folgt: es existiert ein Q-Bereich P’ mit P C P’ und t € P’. Dann ist
M C P C P, also P € M und P # P, ein Widerspruch zur Maximalitit
von P.

3.10.3 Fortsetzungen der Anordnung

SATZ: Seien K < L Korper und sei K durch P geordnet. Genau dann lasst
sich P zu einem Positivbereich P* von L fortsetzen, wenn gilt:

Z ait; # —1fiir allea; € Pund t; € L (%)
Aquivalent dazu ist:

ZaitfzofﬁraiGP, t; € L= t; =0 fir alle ¢ (%x)

BEWEIS:

=" Sei P* ein Positivbereich von L mit P C P*. Da a; € P C P* und
(nach (3.8.5)) t2 € P*U {0}, folgt: > a;t? € P*U{0}.

S = Sei M = {> a;t? | a; € P, 0 #t; € L}. Wir zeigen: M ist ein Q-Bereich.
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(1) Offensichtlich Y7 a;t? + > b;s5 € M.

4) (X aitd) (X bys3) = 322, aibj(tis;)® € M.

(2) Mit (%*) folgt: 0 ¢ M.

(3’) Setzt man a; = 1, soist > t? € M, also Q C M.

Nach Satz (3.10.1) existiert ein Positivbereich P* O M D P (da es gilt
a; = Cli12 € M)

(%) = (+*) Angenommen Y  a;t7 =0 und 0.B.d.A. ¢; # 0. Dann gilt:

1 « “a [\
0= LS o145 % (L
art? & ! +;CL1 (tl)

(%%) = (x) Angenommen Y a;t? = —1, dann gilt: 0 = 1-12 4+ > a;t2.

3.10.4 Einfache algebraische Erweiterungen

Sei K ein geordneter Korper.

DEFINITION: Wir sagen, dass das Polynom f € K[x] auf K das Vorzeichen
wechselt, wenn es a,b € K gibt mit f(a)f(b) < 0. Man sagt auch: f wechselt
zwischen a und b das Vorzeichen.

Achtung: Hat nichts mit einer Nullstelle zwischen a und b zu tun!

SATZ: Sei K ein durch P geordneter Kérper und f ein irreduzibles Polynom
aus K[z], das auf K das Vorzeichen wechselt. Sei L = K(«) mit einer
Nullstelle o von f. Dann lésst sich die Anordnung P auf L fortsetzen:

Mf = {Zait?

ist ein ()-Bereich von L.

CLZ'EP,O%ISZ'GL}

BEWEIS: Wir zeigen mittels Induktion nach n := grad f = [K(«) : K], dass
(xx) in K («) gilt. Fiir n = 1ist K () = K und die Aussage gilt nach (3.8.5)(1).
Sei nun die Aussage fiir Polynome kleineren Grades richtig. Angenommen
(*x) und somit auch (x) ist falsch, dann existieren 0 # ¢; € K(«a), a; € P mit

ST a;it? = —1, also
k
i=1
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Nach (1.4.4) existieren f; € K[z] mit ¢; = fi(«) und grad f; < n. Somit ist
1+ >, a;f? € K[z] mit

k k k
(1 +Za,~f1~2) () =1 +Zaifl-2(a) = 1—1—2(1&? =0
i=1 i=1 i=1

Nach (I.4.4) teilt f dieses Polynom in K[z] (da f = p, bis evtl. auf den ersten
Koeffizienten), d.h. es existiert h € K|[x] mit

k
1+Zaifi2:fh (1)
i=1

Fiir alle ¢ € K ist f(c)h(c) = 1+ 3.1, a; f2(c) > 0, also insbesondere fiir ¢ = a
und ¢ = b mit f(a)f(b) < 0. Somit 0 < f(a)h(a)f(b)h(b). Da f(a)f(b) <0,
folgt: h(a)h(b) < 0.

Sei h = gy ... g, mit irreduziblen g; € K[z]. Ware g¢;(a)g;(b) > 0 fiir alle 4, so
wére auch h(a)h(b) =[] gi(a)g:(b) > 0. Somit existiert ein irreduzibler Teiler
g von h mit g(a)g(b) < 0.

Da grad <1 + Zle aiff) < 2n—2und grad f = n, folgt: grad h < n—2, also
grad g < n — 2 < n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt (%) in K (), wobei
7 eine Nullstelle von g ist. Da g ein Teiler von h ist, ist h(y) = 0. Setze v in
(1) ein:

k

k
0=h(Mf() =1+ aff(7), also 1= aiff(7)

=1

Dies ist ein Widerspruch zu (x) in K (7).

KOROLLAR:
1. Fiir jedes a € P lasst sich P auf K(y/a) fortsetzen.

2. Ist [L : K| ungerade, so léasst sich P auf L fortsetzen.

BEWEIS:

1. f =2 — a ist das definierende Polynom von +/a, falls v/a ¢ K. Es gilt
f(0) =—a < 0und f(s) > 0 fiir s > M = max{1, |a|} nach (3.9.4).

2. Nach (1.9.6) (Satz vom primitiven Element) ist L = K(«) mit a € L.
Ferner fir f = p, ist n = grad f = [L : K| ungerade. Nach (3.9.4)
existiert M € K mit f(s) > 0 fir s > M und (—1)"f(s) > 0 (also
f(s) <0) fiir s < —M.
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3.10.5 Ordnungs- bzw. reell-abgeschlossene Korper
Seien K, L geordnete Korper.

DEFINITIONEN:

1. L heifst Ordnungserweiterung von K, wenn K < L und die Ordnung
von L die von K fortsetzt (siehe (3.8.7)).

2. L heifst ordnungsabgeschlossen, wenn jede algebraische Ordnungser-
weiterung von L gleich L ist.

3. L heifst Ordnungsabschluf$ von K, wenn L eine algebraische Ordnungs-
erweiterung von K ist und L ordnungsabgeschlossen ist.

4. Der Korper F' heilst reell-abgeschlossen , wenn F' formal-reell ist und
keine echte algebraische Erweiterung formal-reell ist.

BEMERKUNGEN:

1. R ist ordnungsabgeschlossen und reell-abgeschlossen. Beweis: Eine echte
algebraische Erweiterung von R miisste im zu C isomorphen algebrai-
schen Abschluf liegen, wegen [C : R] = 2 also selbst isomorph zu C
sein.

2. Ist F reell-abgeschlossen, so ist nach (3.10.1) F' anordbar und jede Ord-
nungserweiterung ist formal-reell. Somit ist F' ordnungsabgeschlossen
in jeder Anordnung.

SATZ: Der algebraische Abschlufs A eines geordneten Korpers K enthélt
einen Ordnungsabschlufs von K.

BEWEIS: Sei M = {(L,P,) | K <L < A, Py C P}. Fiir L, M € O sei
(L,PL)<(M,PM)<:>L§M, P, C Py

M ist nicht leer, da (K, Px) € M. Ist T C M eine Kette, so sei S =

Behauptung: (S, Ps) € M. Beweis: Da S Vereinigung einer Kette von Kérpern
ist, so ist S selbst ein Korper. Noch zu zeigen: Pg ist ein Positivbereich. Seien
a,b € Pg, dann ist a € Pp, und b € Pr,, wobei etwa Pr, C Pr,, also ist
a,b € Pr,. Somit folgt: a + b, ab € Pr, C Ps. Trivialerweise ist 0 ¢ Ps.
Ist a € S, so existiert ein Koérper T mit a € T. Es gibt folgende Fille:
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a € PrC Pgodera=0oderac —PrC —PFs.

Somit ist S eine obere Schranke von 9. Mit dem Lemma von Zorn folgt: 91
hat ein maximales Element (L, Pp). Behauptung: (L, Pp) ist ordnungsabge-
schlossen (somit nach Definition (L, Pp,) ein Ordnungsabschluf von K).

Beweis: Sei (R, P) eine algebraische Ordnungserweiterung von (L, Py). Sei
B ein algebraischer Abschlufs von R. Da R algebraisch iiber L ist, ist B
algebraisch iiber L, also ein algebraischer Abschluf von L. Da A algebraisch
iber L ist, ist A ein algebraischer Abschlufs von L. Nach (1.7.12) existiert
o : B — A, ein Isomorphismus iiber L. Nach Lemma (3.8.8) ist dann (R’, P?)
geordnet und Px C P, = P C pe (da P, C ﬁ) Somit ist (R, f"’) e M.
Da L < R” und P, C P, folgt: (L, Py) < (R°, P?). Aus der Maximalitét
von L folgt: L = R?, also L = R.

3.10.6 Zwischenwertsatz

SATZ: Sei K ein ordnungsabgeschlossener Korper, seien a,b € K und
f € K|z] mit f(a)f(b) < 0. Dann besitzt f eine Nullstelle ¢ € K zwischen
a und b.

BEWEIS: Wie im Beweis vom Satz (3.10.4) existiert ein irreduzibler Faktor
h von f mit h(a)h(b) < 0. Nach Satz (3.10.4) ldsst sich die Anordnung von
K auf K(«a) fortsetzen, wobei a eine Nullstelle von A ist. Da K ordnungs-
abgeschlossen ist, folgt: K(a) = K. Somit hat h eine Nullstelle in K, also
gradh = 1, d.h. h = z — . Dann ist f(a) = 0. Sei 0.B.d.A a < b. Da
h(a)h(b) < 0, folgt:

(a—a)b—a)<0=a—a<0<b—a=a<a<b

KOROLLAR: Ist f(a) < u < f(b), so existiert ¢ zwischen a und b mit

f(e) = u.

BEWEIS: Setze g = f—u, dann ist g(a) = f(a) —u < 0 und g(b) = f(b) —u >
0, also g(a)g(b) < 0. Mit dem Satz folgt: es existiert ¢ zwischen a und b mit
g(c) =0 = f(c) —u.
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3.10.7 Hauptsatz iiber ordnungsabgeschlossene Korper

SATZ: (EULER 1749, LAGRANGE 1772) Die folgenden Eigenschaften
sind fiir den geordneten Korper K dquivalent:

1. K ist ordnungsabgeschlossen.

2. Jedes Polynom ungeraden Grades in K [x] hat eine Nullstelle in X und
jedes positive Element von K ist ein Quadrat, d.h. K = (K*)2U{0} U

3. K (i) ist algebraisch abgeschlossen.

BEWEIS:

(1) = (2) Ist f € K[z] mit Grad von f ungerade, dann folgt mit (3.9.4): f wechselt
Vorzeichen auf K (sieche Beweis zu Korollar (3.10.4)). Mit (3.10.6) folgt
daraus: f hat eine Nullstelle in K.
Sei 0 < a € K. Dann gilt: f = 2% — a € K[x] wechselt Vorzeichen auf K
(siche Beweis zu Korollar (3.10.4)). Mit (3.10.6) folgt daraus: es existiert
e K mit 0= f(8)=p5%—a.

(2) = (3) Siehe (I.11.3). Aus (2) folgen die Voraussetzungen (1) und (2) von

(I.11.3). Die Voraussetzung (3) gilt, da in L = K (i) jedes Element ein
Quadrat ist: fiir a + ib € L sei

a+va®+ b V—a+ a1+ b?
2

U= 5 v =sgnb
Dann gilt: (u + v)?* = a + ib. Mit (I1.11.3) folgt: L ist algebraisch
abgeschlossen.

(3) = (1) Sei K < L eine algebraische Ordnungserweiterung. Laut (3) gilt dann:
[L: K] =2und L = K(i) mit i* = —1. Dann ist aber L nicht geordnet,
Widerspruch.

KOROLLAR: Ein ordnungsabgeschlossener Korper hat nur eine Anordnung.
Jeder Isomorphismus zwischen zwei ordnungsabgeschlossenen Korpern ist
ein Ordnungsisomorphismus.

BEWEIS: Ist K ordnungsabgeschlossen, so ist nach Satz P = (K*)2. Quadrate
werden von Isomorphismen auf Quadrate abgebildet, somit folgt der zweite
Teil der Aussage.

BEMERKUNG: Reell-abgeschlossen ist dasselbe wie ordnungsabgeschlossen,
da ein ordnungsabgeschlossener Kérper nur eine Anordnung hat.
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3.10.8 Sturmsche Ketten

Sei K ein geordneter Korper, f € K[z] und a < b aus K.

FRAGE: Wieviele Nullstellen hat f zwischen a und b7

DEFINITIONEN:

Wir setzen fy = f und f; = f’. Dann wenden wir den Euklidischen
Algorithmus an:

fo = afi—fa (wobei fo =0 oder grad f, < grad fi)
i = @f—1f

fr—l = QTfr
Die Polynomfolge (fo, ..., f.) heifst die Sturmsche Kette von f.

(a) Seien 0 # a; € K. Die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge
(ao,...,a,) ist die Anzahl der ¢ € {0,...,n — 1} mit g;a,41 < 0.

(b) Seien b; € K. Dann sei die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge
(bo, - .., by) definiert als die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge,
die man erhélt, wenn man alle Nullen weglasst.

BEISPIEL: Die folgende Folge hat 3 Vorzeichenwechsel:

(-1,7,0,0,3,-2,0,1,5) = (~1,7, 3, — 2,1, 5)

SATZ: (JACQUES CHARLES FRANCOIS STURM 1807-1855) Sei K ein
ordnungsabgeschlossener Korper, f € K[x] mit grad f > 1 und a,b € K
mit a < bund f(a) # 0 # f(b). Fiir ¢ € K sei v(c) die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel in der Folge (fo(c),. .., f+(¢)), wobei (fo, ..., f.) die Sturmsche
Kette von f ist. Dann ist die Anzahl der Nullstellen von f in (a,b) gleich

v(a) —v(b).

BEISPIEL: Sei f = fo=2%—1, fi = f' =2x. Dann ist 2> — 1 = %:1: 2x — 1,
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also fo = 1. Die Vorzeichen in der Sturmschen Kette sehen wie folgt aus:

t fo() | f1(8) | fo(t) | o(t)
t<—1 + — + 2
t=-—1 0 — + 1
-1<t<0] — — + 1
t=20 — 0 + 1
0<t<1 — + + 1
t=1 0 + + 0
t>1 + + + 0
BEWEIS: fo,..., f, sind Polynome ungleich 0, haben zusammen also nur

endlich viele Nullstellen. Somit ist D = {d € K | Ji mit f;(d) = 0} endlich.
Sei DN (a,b) ={dy,...,d,}, wihle d; < d;4 fiir alle . Seien

a+d; d; + dipq fiir i — 1 1 d, +0b
;s =——— firi=1,...,n—1; s,=
2 2 2

Sp —

Es gilt dann: d; < s; < d; 1. Wir zeigen:
(i) v(a) = v(sp) und v(b) = v(s,)
(i) v(s;) = v(s;—1) falls f(d;) # 0.
(iii) v(s;) = v(s;—1) — 1 falls f(d;) = 0.
Seien s,t € K mit s < t. Wir betrachten drei Falle.
1. Behauptung: Ist [s,t] N D = 0, so ist v(s) = v(t).
eine Nullstelle von f in [s, ¢], Widerspruch, da [s,t] N D = ). Also sind die

Vorzeichen der Folgen (fo(s),..., fr-(s)) und (fo(t),... ,} (t)) gleich, also
v(s) = v(t).

2. Behauptung: Ist [s,t] N D = {d} und f(d) # 0, so ist v(s) = v(t). (Somit

sind (i) und (ii) bewiesen)

Beweis: Ware f;(s)fi(t) < 0 fur ein 4, so folgte nach (3.10.6): es existiert

Beweis: Zu betrachten ist nur die Situation ¢ = d (sonst wende man
diese und die entsprechende s = ¢ auf die Teilintervalle [s,d] und [d, ]
an). Ist f;(d) # 0, so hat f; in [s, d] keine Nullstelle und nach (3.10.6) ist
fi(s) fi(d) > 0, d.h. beide Folgen haben an i-ter Stelle dasselbe Vorzeichen.
Insbesondere gilt das fiir ¢ = 0.

Sei nun i € {1,...,r} mit f;(d) = 0. Zunéchst gilt: ¢ # r, d.h. f.(d) # 0.
Denn f,. = ggT(fo, f1), wire f,(d) =0, so auch f(d) = 0, Widerspruch zur
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Voraussetzung.

Betrachte nun die i-te Zeile. Es gilt
firrld) = qi(d) fi(d) = fisa(d) = = fisa(d) # 0
Denn sonst wire:
fild) =0= fii(d) = fia(d) =0 = ... = fo(d) =0

Fiir die Vorzeichen der Polynome im Intervall [s, d] gibt es somit folgende
vier Moglichkeiten:

Zwischen 7 — 1 und ¢ 4+ 1 liegt also in allen 4 Folgen genau ein Vorzeichen-
wechsel.

. Behauptung: Ist [s, t|ND = {d} C (s,t) und f(d) = 0, soist v(t) = v(s)—1.
Beweis: Sei d eine m-fache Nullstelle, also f = (x — d)™¢g mit g(d) # 0.
Dann gilt:

fr=m@—d)" g+ (x—d)"¢ = (x —d)" " (mg + (x — d)g)

-~
ho mit hg (d) #0

Daraus folgt: f, = ggT(f, f') = (x — d)™ 'h mit h(d) # 0. Definiere

. fi
fi —WEKM

Betrachte (fg,..., ). Sei w(c) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der
Kette (fi(c),..., [ (c)). Da (s —d)™ ! # 0, ist w(s) = v(s), genauso
w(t) = v(t). Zu zeigen ist also: w(t) = w(s) — 1. Fiir die Polynome f;* gilt:
(a) f(d) = h(d) # 0.
(b) fiy=aff— f}1, dain der definierenden Gleichung fiir f;;; alle f;
durch (z — d)™! dividiert werden.

Fiir ein Polynom f;* betrachten wir folgende Félle:

(b1) Ist f(d) # 0, so haben f7(s) und f(¢) dasselbe Vorzeichen nach
(3.10.6).
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(b2) Sei ff(d) = 0 und ¢ > 0. Nach (a) ist ¢ # r, daraus folgt mit (b):

(2

fi1(d) = —f},1(d) # 0 (siehe Beweis zu (2)). Genauso wie in (2) folgt:

die Kette hat auf dem Intervall [s,t] genau ein Vorzeichenwechsel
zwischen 7 — 1 und 7 + 1.

(b3) Es gilt: f;(d) = mg(d) hat dasselbe Vorzeichen wie g(d). Nach (3.10.6)
haben f{(s) und f;(¢) dasselbe Vorzeichen wie f;(d), also wie g(d).
Weiter gilt: fi(s) = (s — d)g(s) hat das andere Vorzeichen, da g(s)
dasselbe Vorzeichen wie g(d) hat (es liegt keine Nullstelle von ¢
dazwischen). Anderseits hat fi(t) = (t — d)g(t) dasselbe Vorzeichen
wie g(d), dat—d > 0. Es gilt also: f;(s)-fi(s) < 0und f;(t)-f{(t) > 0,
somit hat die Kette bei ¢ ein Vorzeichenwechsel weniger.

BEMERKUNGEN:

1. Ist f=>"" a2’ mit a, = 1, so liegen nach (3.9.4) alle Nullstellen in
K zwischen —M und M, wobei M = max {1, S |a;| }. Somit ist die
Anzahl der Nullstellen in K, falls K ordnungsabgeschlossen ist, gleich
v(=M) —v(M).

2. Mit dem Sturmschen Satz kann man durch Halbieren des Intervalls
Nullstellen beliebig genau bestimmen. Aufgabe: wie viele Nullstellen hat
das Polynom f = 2® — 522 4+ 8z — 9 in R. Wo liegen sie?

3. Die ganzen Rechnungen finden in Q(ay,...,a,) statt. Somit hat das
Polynom in jedem ordnungsabgeschlossenen Korper, der Q(ay, - . ., ay,)
enthalt, genauso viele Nullstellen wie in R.

3.10.9 Eindeutigkeit des Ordnungsabschlusses

SATZ: Sei o ein Ordnungsisomorphismus des geordneten Korpers K auf den
geordneten Korper K7 und seien R bzw. S Ordnungsabschliisse von K bzw.
K°?. Dann existiert genau eine Fortsetzung ¢* von ¢ zu einem Isomorphismus
von R auf S. Nach Korollar (3.10.7) ist o* ein Ordnungsisomorphismus.

KOROLLAR:
1. Je zwei Ordnungsabschliisse von K sind iiber K ordnungsisomorph.

2. Ist R ein Ordnungsabschluft von K, so ist Gal(R/K) = 1, da idg die
einzige Fortsetzung von idg ist.

BEWEIS:
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1. Behauptung: f € Klz| hat in R genauso viele Nullstellen, wie f7 in S.
Beweis: Nach Bemerkung (3.10.8) ist die Anzahl der Nullstellen von
[ in R gleich v(—M) — v(M), wobei f ="  a;a' mit a, =1, M =
max {1, S a;|} und v wie im Satz (3.10.8). Alles, was dabei eingeht,
findet in K statt (siche Bemerkung (3.10.8)(3)) und wird von o auf die
entsprechenden Terme fiir f¢ in K7 abgebildet:

(a) Behauptung: f7 = (f°); furi=1,...,r.
Beweis: Induktion. Es gilt f§ = f7 = (f7)o. Weiter gilt

fi= Z ia;x'
= fr =i = (Yaral) = (1) = ()
Sei die Aussage fiir ¢ — 1, ¢ richtig. Dann gilt
T o= ¢ f — fZ,  mit grad f7, <grad f7
(fier = ()i = ([ )ina
Mit Eindeutigkeit des Euklidischen Algorithmus folgt: f7,; = (f7)i41.

(b) M? = max{l,|af| + ... + |aZ,_4|} ist das ,M* fir f°, da o ein
Ordnungsisomorphismus ist.

(c) Es gilt:

(R (M%) = (F(D)Y, da (3o 007) =S b5(u7y

Daraus folgt: die Sturmschen Ketten von f an der Stelle M und von
f? an der Stelle M“ haben dieselben Vorzeichen an jedem ¢. Somit
ist v(=M) —v(M) =v*(=M?) — v*(M?), wobei v* die Anzahl der
Vorzeichen fiir die Kette von f7 sei.

2. Definition von ¢* : R — S und Eindeutigkeit. Sei a € R. Nach Defini-
tion (3.10.5) ist «v algebraisch tiber K, sei p, € K|[z]| das definierende
Polynom. Dieses habe in R die Nullstellen o, ..., a, mit ag < ... < ay,
sei etwa @ = ay. Nach (1) hat p7 genau n Nullstellen ) < ... < (3, in
S. Setze o = (3.

Das ist offensichtlich wohldefiniert und einzige Moglichkeit o zu Isomor-
phismus 7 : R — S fortzusetzen: Wie immer muss 7 Nullstellen des
Polynoms p, in R abbilden auf Nullstellen des Polynoms p], = p% (da
Do € K[x]). Nach Korollar (3.10.7) ist 7 ein Ordnungsisomorphismus,
d.h. die Ordnung der Nullstellen bleibt erhalten: a” = o] = B = a” .
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3. Behauptung: o* ist bijektiv. Beweis: Definiere Umkehrabbildung p in
derselben Weise: Fiir § € S sei p € K7[x] das definierende Polynom,
seien #; < ... < [, Nullstellen davon in S und a3 < ... <
Nullstellen von p° ' in R. Ist 3 = 3, so sei 3 = a;. Nach Satz (1.4.6)
ist p? " irreduzibel in K[z] und somit of " = 8, = (. Somit ist po* = idg,
genauso o*p = idpg.

4. Behauptung: Ist E = {ay, ..., a,} eine endliche Teilmenge von R, wobei

a; < ... < ay, so existiert ein Monomorphismus op : K(E) — S mit
aff < ... <agr.
Beweis: Es gilt: ;11 — a; > 0. Nach (3.10.7) existiert 5; € R mit
B2 = a1 — ay. Sei f ein Polynom aus K|z], das sdmtliche o; und £3;
zu Nullstellen hat. Sei N die Menge der Nullstellen von f in R und
L = K(N). Nach dem Satz vom primitiven Element (1.9.6) existiert
a € L mit L = K(«a). Sei p, € KJz| das definierende Polynom von
a. Nach (1) existiert 5 € S mit pZ(8) = 0. Der Satz (1.4.6) liefert: ex
existiert 7 : K(«a) = L — K°(f) mit 7|x = 0.

Es gilt: K(F) < K(N) = L. Sei 0g = T|k(), dann gilt:
aliy —af = (ai — )" = (6)" = (6])* >0
also ist o < af; fiir alle 1.

5. Behauptung: (a+ 3)° =a° +° und (a-3)7 =a° - 37.
Beweis: Sei E die Menge aller Nullstellen der definierenden Polynome
von «, 3, +  und a — (3. Betrachte og aus (4). Fiir v € E ist dann
7°E = ~47": Betrachte dazu p, mit Nullstellen v; < ... <, und v = .
Nach Definition von o* ist 47" die k-te Nullstelle von pg. Anderseits
folgt aus v1,...,7, € E mit (4), dass 777 < ... <777, also 7,7 ist die

k-te Nullstelle von p7# = pZ. Nun gilt

(a+p)" =(a+p)" =a™ + 57 =a” + 57

Genauso fiir die Multiplikation.
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3.10.10 Der Ordnungsabschlufs von Q

LEMMA: Seien K < L Korper und sei A = A(K,L) = {a € L | «
algebraisch tiber K'}. Dann gilt:

1. Ist L algebraisch abgeschlossen, so ist A ein algebraischer Abschluss von
K.

2. Ist L ordnungsabgeschlossen, so ist A ein Ordnungsabschlufs von K.

BEWEIS:

1. Nach (I.5.7) ist A ein Kérper und natiirlich algebraisch iiber K. Sei
f € Alz]. Da L algebraisch abgeschlossen ist, gilt:

f=clzr—ay)...(r —a,)mita; € L

Mit (I1.5.6) folgt: «; sind algebraisch iiber A, also auch iiber K. Daraus
folgt: a; € A, also A ist algebraisch abgeschlossen.

2. Offensichtlich ist A algebraisch {iber K. Zu zeigen bleibt: A ist ord-
nungsabgeschlossen. Wir weisen (2) aus (3.10.7) nach. Sei f € Alx] mit
grad f ungerade. Mit (3.10.7) existiert & € L mit f(a) = 0. Genauso
wie oben folgt: a € A.

Sei nun a € A mit a > 0. Nach (3.10.7) existiert 8 € L mit 3* = a, also
3 Nullstelle von z? — a € A[z]. Daraus folgt: 3 € A. Mit Satz (3.10.7)
folgt nun: A ist ordnungsabgeschlossen.

SATZ: Sei A =2(Q,C) = {a € C| « algebraisch iiber Q}. Dann gilt:
1. A ist ein algebraischer Abschluss von Q.
2. ANR ist ein Ordnungsabschluss von Q.

3. A enthélt unendlich viele verschiedene Ordnungsabschliisse von Q.

BEWEIS: (1) und (2) folgen aus Lemma mit K = Q und L = C bzw. L = R.
Zum Beweis von (3) zeigen wir: Fiir jedes n € N existieren 2n+ 1 verschiedene
Ordnungasbschliisse von Q in A.

Beweis: Seir = 2n+1und f = 2" —2 € Q[z]. f ist irreduzibel nach Eisenstein,
{5(/5 ‘ ¢ r-te Einheitswurzel } ist die Menge der Nullstellen von f in C. Fiir
jedes solche ¢ existiert ein Isomorphismus von R > Q(v/2) — Q(ev/2).

90



Nach Lemma (3.8.8) existiert Anordnung auf Q(sv/2). Nach Satz (3.10.5)
existiert ein Ordnungsabschluf R, von Q(sv/2) im algebraischen Abschluss
von Q(£+/2), also in A. Nach Definition vom Ordnungsabschluf sind alle R,
Ordnungsabschliisse von Q.

Zu zeigen bleibt: alle R, sind verschieden. Ware R., = R., =: R, so enthielte
R sowohl £,v/2 als auch ,v/2. Wir zeigen: Ist R geordnet, so enthilt R
héchstens eine Nullstelle von 2" — a fiir r ungerade, a € R.

Beweis: Angenommen g, as sind Nullstellen mit etwa a; < as. Es folgt:
o] = o1 hat dasselbe Vorzeichen wie o;. Weiter ist of, = o = a, somit
entweder 0 < oy < a oder ay < ap < 0. Im ersten Fall gilt (Induktion nach
m):

Q' < aht = ol = aalt < aqal < apalt = af'tt
Also of < af. Im zweiten Fall gilt:
0< —ay < —a; = —ahy=(—a2)" < (—aq)" = —af

KOROLLAR:
1. Aut(ANR) =1 (Korollar (3.10.9))

2. Sei (2 die Menge der in A enthaltenen Ordnungsabschliisse von Q. Fiir
R e Qseior: A — A mit a+ bi— a— b, wobei a,b € R. Dann ist
{or | R € Q} eine unendliche Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung 2 in Aut A.

BEWEIS:

2. Nach (3.10.7) ist R(i) C A algebraisch abgeschlossen, also R(i) = A.
Trivialerweise ist or € Aut(A), weiter ist 0% = id und (o) § = R. Nach
(3.10.9) existiert ein Isomorphismus 7y : R — S. Der lédsst sich nach
Satz 1.4.6 fortsetzen zu 7 : A — A, wobei ¢ — ¢ und somit o}, = og.

3.11 Der Satz von ARTIN-SCHREIER

SATZ: Sei A algebraisch abgeschlossen und K < A mit [A : K] < co. Dann
ist [A: K] =2, A= K(i) mit i> = —1 und K ist reell-abgeschlossen.
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3.11.1 Kriterium fiir reell-abgeschlossen

LEMMA: Ist K ein Képer (beliebiger Charakteristik), so dass i = v/—1 ¢
K und K(i) algebraisch abgeschlossen, so ist K formal-reell (also reell-
abgeschlossen nach (3.10.1) und (3.10.7)).

BEWEIS: Wir zeigen, dass jede Summe von Quadraten ein Quadrat ist. Dann
folgt aus ¢ ¢ K, dass —1 keine solche Summe ist. Dazu geniigt zu zeigen: sind
a,b € K mit b # 0, so ist a® + b* ein Quadrat.

Sei A = K (i) und g € A(z) definiert durch
g = (x—Va+bi)(x+Va+bi)(r—Va—0bi)(z+Va—bi)
= (22— (a+bi)(2* — (a — bi))
(
(

(2% — a) + bi)((2® — a) — bi)
* —a)’ +V* € K[a]

Ist f € K|[z] irreduzibel, so ist K(f) < A= K (i), also [K(f) : K] <2, d.h.
grad f < 2. Somit folgt: g ist reduzibel. Hétte g in K eine Nullstelle, so wére
vatbi € K, alsoi € K, da b # 0, Widerspruch. Somit ist ¢ = fh mit
irreduziblen Polynomen f, g € K|x] vom Grad 2. Sei 0.B.d.A. z —va+bi | f
in A[z]. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ergeben sich fiir f
folgende drei Moglichkeiten:

f=(x—Va+bi)(x+Va+bi) =2*— (a+bi)
Dies ist ein Widerspruch, da a + bi ¢ K. Die anderen Moglichkeiten sind

f = (x—Va+bi)(z—vVa—bi)=2>+(..)r+ Va2 + b € K[]
f = (@—Va+bi)(z+vVa—0bi)=2>+(..)r— Va2 + b€ K[|

3.11.2 Inseparable Korper

Fiir den Beweis des Satzes miissen wir P§ < A betrachten mit P < Gal(A/K).
Es gibt drei Félle:

1. Der gute Fall: char K # p.
2. Weniger gut: char K = p, separabel.

3. Schlechter Fall: char K = p, inseparabel.
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Im folgenden Lemma zeigen wir: Fall 3 tritt nicht auf.

LEMMA: Sei K ein Koérper, char K = p > 0. Ist K nicht vollkommen, so
existiert zu jedem n € N ein irreduzibles Polynom vom Grade p" in K|x].
Genauer: ist a € K keine p-te Potenz (Satz 1.9.5), so ist f,, = 2" —a € K|[z]
irreduzibel.

BEWEIS: Sie a wie im Lemma, f = 2" —a und sei o € L = K(f) Nullstelle
von f. Dann gilt wegen char L = p:

n n

0= —a=0o =a= f=a" —af = (z—a)°
Sei f = g1...gm Zerlegung in irreduzible Polynome ¢; € K[z]. In L[z] ist
gi = (r — a)", d.h. g;(a) = 0. Somit mit (1.4.4) gilt: p, | g;, wobei p, das
definierende Polynom von « iiber K ist. Da p, und g; irreduzibel sind, folgt:
Pa = i, also (z — )P = f = p™. Es folgt: p" = grad f = m - grad p,, d.h. m
ist eine p-Potenz. Es gilt nun:

—a = f(0) = pa(0)" = (=pa(0))" = —pa(0)™ = a

Wiire m = p” mit r > 1, so ware'®
9

(=pa(0)?

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also folgt: m = p° =1, d.h. f
ist irreduzibel.

r—1

)= _pa(o)pr =a

3.11.3 Separable Korper mit Charakteristik p

LEMMA: Seien K < L Korper, L galoissch tiber K und [L : K] = p = char K.
Dann existiert o € L so, dass f = 2P — x — « € L[z] irreduzibel in L[z] ist.

BEWEIS: Nach Satz (2.5.8) ist L = K () mit einem Ultraradikal 3 iiber K,
d.h. b:= (P — € K. Somit ist pg = 2P —x — b, da [K(0) : K] = p. Sei
a=bpP"te Lund f =P —x — a € Llz]. Wir zeigen:

(x) f hat keine Nullstelle in L.
Beweis: Angenommen es existiert v € L mit f(y) = 0. Nach (1.4.4)

16Man beachte, dass dies auch im Falle p = 2 richtig ist, weil dann —1 = +1 gilt.
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existiert g € K[x] mit grad g < p—1so, dassy = g(3). Sei g = Zf:_g a;x
und h = P a’at € K[z], dann gilt

p—1

g =T D) = ha?)
i=0
bt = a=a" =y =g(B)F —g(B) = h(F) — g(ﬁ)
p—1
= h(b+B)—g(B) =) db+p) Zaﬂ
i=0
Da 1,43, ...,37 ! eine K-Basis von L ist, miissen die Koeffizienten von

(3P~1 links und rechts gleich sein, also b = ap 1—Qp—1. Somit ist a,_1 € K
Nullstelle von a¥ — x — b = pg, Widerspruch, da pg irreduzibel ist.

Aus (%) folgt: f ist irreduzibel. Denn ist 6 Nullstelle von f in L(f), so ist nach
Satz (2.5.7) [L(d) : L] = p oder 1, also p nach (x). Somit ist f = 2P —x—a = ps
das definierende Polynom von ¢ iiber L, also irreduzibel.

3.11.4 Separable Korper mit Charakteristik ungleich p

LEMMA: Seien K < L Korper, L galoissch iiber K und [L : K| = p # char K
fiir p € P. Ferner enthalte K die p-ten Einheitswurzeln und fiir p = 2 sei —1
ein Quadrat in K. Dann existiert « € L so, dass z? — « irreduzibel in L[z]
ist.

BEWEIS: Sei G = Gal(L/K), dann ist |G| = p, also G = (o). Nach Satz
(2.5.6) existiert & € L mit L = K(«) und o € K. Sei f = 2P — « € L[x].
Wir zeigen:

(x) f hat keine Nullstelle in L.

Beweis: Angenommen es existiert § € L mit f(3) = 0, also f? = a.
Dann ist 3”° = o” € K = (¢) § und somit

@Y = () =" = (%) -1 )

Seid = ﬂ also 67° = (07)? = 1. Dann ist also 6” eine p-te Einheitswurzel,
also 0? € K. Daraus folgt:

(67)P = (07)7 = O" = (%)p =1 (2)
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Sei e = %ﬂ. Dann gilt: 87 = 80 und 67 = €§. Weiter gilt:

B 5525 T fir g = 1,...,p (3)

Beweis von (3): Induktion nach 4. Der Fall i = 1 ist klar. Sei die Aussage
fiir ¢ richtig, dann gilt:

i+1 z(z z(z 1)

gt = () = @&

7.(7,

1) =By

i(i4+1)
2

2 Bo(esyie™ T = poitle
Da |G| = p, folgt: o = id, also

p(p—1)
2

= 1=40"es 2z

B=p" 2 gt

Ist p #£ 2, soist Y € 7Z, also e 2522 _ 1 nach (2), daraus folgt: 1 = oP.
Sei p = 2, dann folgt mit (1):

1= = L% 5= VT e K =6 2 57 ' 5§ — o =1

p(p 1)

Mit obiger Rechnung folgt: 1 = §*e =P (4)
Daraus ergibt sich:
o Def. - o 3
ar (g =y Y oy =gy E 5 =a
— a€(0)f=K
Dies ist ein Widerspruch zu L = K(«), somit folgt (x).

Sei nun w eine Nullstelle von f in L(f). Mit (2.5.1) folgt: [L(w) : L] = p oder
1. Mit (%) folgt daraus: [L(w) : L] = p, somit ist 2 — a = p,, das definierende
Polynom von w iiber L, also irreduzibel.

3.11.5 Hauptsatz (ARTIN-SCHREIER, 1927)

SATZ: Sei A ein algebraisch abgeschlossener Korper. Ist K ein echter Teilkor-
per von A und [A : K] < oo, so ist K reell-abgeschlossen und A = K(v/—1).
Insbesondere ist [A : K] = 2, die Menge S der Quadrate ungleich 0 in K
abgeschlossen unter Addition und K = SU {0} U —S
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KOROLLAR:

1. Ist A algebraisch abgeschlossen, char A = p > 0 und K < A, so ist
[A: K] = oo0.

2. Ist L ordnungsabgeschlossen und K < L, so ist [L : K] = oc.

BEWEIS: Wir zeigen (mit i = /—1):
(x) Ist K < Amit [A: K] <oo,soisti¢ K.

Dann sind wir fertig: Wende (x) an auf K(z). Wére K (i) < A so folgte mit (x):
i ¢ K(i), es gilt also: K (i) = A. Nach (3.11.1) ist K formal-reell, nach (3.10.1)
anordbar, also ordnungsabgeschlossen nach (3.10.7), also reell-abgeschlossen
nach Bemerkung (3.10.7). ,Insbesondere* folgt aus (3.10.7).

Beweis von (%):
1. Behauptung: A ist galoissch iiber K.

Beweis: Sonst wire A inseparabel iiber K, also K nicht vollkommen.
Nach (3.11.2) folgt: [A : K] = oo (Zerfallungskorper von irreduziblen
Polynomen beliebig groften Grades liegen in A), Widerspruch.

2. Behauptung: Wir konnen annehmen: [A : K] = p fiir eine Primzahl p.

Beweis: Gal(A/K) hat eine Untergruppe H von Primzahlordnung p.
Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt: [A : HF] = |H| = p. Zeigen
wir ¢ ¢ HF, so gilt auch ¢ ¢ K. Somit sei 0.B.d.A. K = HF.

3. Behauptung: char K # p.

Beweis: Sonst wire A nicht algebraisch abgeschlossen nach (3.11.3).

4. Behauptung: i ¢ K.

Beweis: Da A algebraisch abgeschlossen ist, existiert eine primitive p-te
Einheitswurzel € € A. Dann ist mit (2.4.3) [K(¢) : K] < p—1, anderseits
teilt [K(¢) : K] den Grad [A : K] = p, somit folgt: K(¢) = K. Wire
i € K, so folgte aus (3.11.4), dass A nicht algebraisch abgeschlossen ist,
Widerspruch.

BEWEIS DES KOROLLARS:
1. Trivial.

2. Sei L ordnungsabgeschlossen und [L : K] < co. Mit (3.10.7) folgt: L(7)
ist algebraisch abgeschlossen. Mit dem Satz folgt: [L(i) : K] = 2, also
K =L.
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3.11.6 Automorphismen von C

SATZ: Jede endliche Untergruppe H # 1 von Aut C hat die Ordnung 2 und
ist von der Form H = (og), ogr : C — C mit a + bi — a — bi fiir a,b € R,
wobei R < C ordnungsabgeschlossen und C = R(i) ist.

BEWEIS: Nach dem Satz von Artin (1.10.4) folgt: [C : HF] = |H|, also
|H| =2 und C = HF(7).

FRAGE: Gibt es solche R # R?

ANTWORT: Ja! Uberabzihlbar viele und nichtarchimedisch geordnete.
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