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0 Grundlegende Definitionen und Schreibwei-
sen

Ein Alphabet ist eine endliche Menge (Bezeichnung mit A, A’, ..., Ao, ...).
Ein Buchstabe ist ein Element eines Alphabetes (Bezeichnung mit a, b, ...,
a, ..., ap, ...). Ein endliches Wort is eine Abbildung {0,...,n —1} — A
(Bezeichnung mit u, v, ...). {0,...,n — 1} sind die Positionen. Mit u(z)
wird der Buchstabe in v an Position ¢ bezeichnet, der i-te Buchstabe. Das
leere Wort ist ¢ (= ()). Die Léinge eines Wortes u: {0,...,n — 1} — A ist
n =: |u|, d.h., u: {0,...,|u] — 1} — A. Seien u,v endliche Worter tiber A,
d.h., u,v € A*. Dann ist u-v: {0,...,|u| + |[v]| = 1} — A (Konkatenation),

w-oli) = u(7) fallsi < |ul

v(i —|ul) falls|u| <i < |u| + |v]

A* is die Menge aller endlichen Wortern iiber A. AT = A*\ {¢}. Eine (for-
male) Sprache ist eine Teilmenge von A* fiir ein Alphabet A.

Teil 1
Endliche Automaten auf
endlichen Wortern

1 Transitionssysteme (Halbautomaten) und
Akzeptierbedingungen

Ein endliches Transitionssystem (endlicher Halbautomat) mit Worttransitio-
nen iiber A ist ein Tupel II = (A,S,s;,A) mit A Alphabet, S endliche
Zustandsmenge, s; € S Anfangszustand und A C S x A* x S endliche Tran-
sitionsrelation.
b,bb
)
Beispiel 1. Das Transitionssystem 4;.%. "N\ ist formal gegeben
S0 a S1

durch ({CL, b}, {SQ, 81}, So, {(80, b, 80), (SQ, bb, 50), (80, aa, Sl), . })

Ein Pfad durch II ist eine endliche Folge u iiber A* U .S mit folgenden Ein-
genschaften



o u(0) =s/

e |u| ungerade

e fiir alle geraden 0 < i < |u| — 2 gilt (u(i),u(i 4+ 1),u(i +2)) € A.
Die Beschriftung des Pfades ist G(u) = w(1)u(3) ... u(|u| — 2).

Beispiel 2. Ein Pfad in A aus Beispiel 1 ist u = sq, bb, s¢, aa, s1, a, sg. Er hat
die Beschriftung ((u) = bbaaa.

Ein endlicher Automat ist ein Tupel A = (A,S,s;, A, F) mit (A, S, s, A)
Transitionssystem und F' C S Endzustandsmenge (Menge der akzeptierenden
Zustiande). Ein Pfad heiit akzeptierend, falls u(|u| — 1) € F. II(A) ist die
Menge der Pfade von A. und I1,,(A) ist die Menge der akzeptierenden Pfade

von A.
Ls(A) ={ve A" | Ju € I, (A) : B(u) = v}

ist die nicht-deterministisch (oder erxistenziell) erkannte Sprache.
Ly(A) ={ve A" |Vu e II(A) : (B(u) =v — u € I, (A))}
ist die universell erkannte Sprache.

Beispiel 3. (a) L3(A) =, Anzahl a’s ungerade“ und
Ly(A) = ,Anzahl a’s ungerade fiir

b
() e
A= H.A@Db

{
Lv(A) == @ fﬁr

a,b a,b a,b a,b a,b
()~ ~2
— 0

a,b a,b a,b ab 7

b " @e—0—eo—eo—e0 b

A:
@:xa,b

(¢) La(A) ={a,b}* und
Ly(A) ={u|Vi:i+5<|u| = u(i) =u(i+5)} fir

_ ab a,b a,b a,b a,b
S ORI OROR ORI O}
—>©/a \.Qab
I a,b a,b a,b a,b /a 7
PeO—@®—®—>®—>®



2 Alternierende endliche Automaten

Idee. Kombination von existenziellem und universellem Akzeptieren.

Ein Transistionssystem heif3t e-kritisch, wenn es eine Folge s, s1, ..., s, mit
So = s, und (8;,,8;.41) € A firalle: =0,...,n— 1 gibt.

Ein alternierender endlicher Automat ist ein Tupel A = (A, S, s;, A, E, U, F),
wobei (A, S, s;, A, F') ein endlicher e-unkritischer Automat ist und U und E
den Zustandsraum S partitionieren. U ist die Menge der universellen Zustdin-
de und E die Menge der existentiellen Zustdnde.

Idee. e In cinem existentiellen Zustand muss sich der Automat einen
Nachfolger aussuchen, an dem er weiter rechnet.

e In einem universellen Zustand muss der Automat alle Nachfolger weiter
verfolgen.

Notation 4. e Universelle Zustidnde werden durch [} bezeichnet (Ver-
bindung zur Modallogik: notwendigerweise).

e Existentielle Zustéinde werden durch < bezeichnet (Verbindung zur
Modallogik: moglicherweise).

Sei I = (A, S, s, A) ein Transitionssystem und u € A* ein beliebiges Wort.
Der Berechnungsbaum t,(u) von IT auf u ist der kleinste Baum mit folgenden
Eigenschaften:

o (u,sy) ist die Wurzelbeschriftung und

e ist (s,v,5) € A und ist (vv/, s) eine Knotenbeschriftung eines Knoten
w, so hat w einen mit (v, s") beschrifteten Nachfolger.

Beispiel 5. Sei A = {0,1,2} und L = {u € A*| 1 und 2 treten in u auf}
und A wie folgt:



Es gilt L(A) = L. Der alternierender Automat A verfolgt ,, gleichzeitig® beide
Buchstaben (1 und 2) unabhéngig voneinander.
Der Berechnungsbaum von A fiir v = 01201 ist folgender:

(01201, so)
/ \
(01201, 81) (01201, 82)
\ v
(1201, s1) (1201, s2)
PN v
(201, s1) (201, s3) (201, s5)
\ v PN
(01,51) (01,83) (01,52) (01,53)
\ v \ v
(1781) (1)83) (1732) (1753)
PN | | |
(6,81) (5733) (57 53) (6,82) (5,83)

Ein Wort u wird von A akzeptiert, falls ¢4 (u) einen Teilbaum ¢ mit folgenden
Eigenschaften enthalt:

e Die Wurzel von t,(u) gehort zu ¢.
e fiir jeden Knoten w von ¢ mit Beschriftung (v, s) wobei v # ¢ gilt:

1. Falls s € E, so besitzt w einen Nachfolger in t.

2. Falls s € U, so gehoren alle Nachfolger von w in ¢4 (u) auch zu t.
e fiir jeden Knoten w von ¢ mit Beschriftung (¢, s) gilt:

1. Falls s € E'\ F, so besitzt w einen Nachfolger in t.
2. Falls s € U, so gilt s € F und alle Nachfolger von w in t,(u)
gehoren auch zu t.

Bemerkung 6. Zu A = (A, S, s;, A, F) definiere A3 = (A, S,s;,A,S,0,F)
und Ay = (A4, S,s7,A,0,S, F). Dann gilt

LH(A) = L(Aa) und Lv(A) = L(Av)

Ziel. Aquivalenz von alternierenden und deterministisch endlichen Automa-
ten!

Lemma 7 (Schaltkreischarakterisierung). Sei A ein alternierender endlicher
Automat iber A und uw € A*. Seit = ta(u) und s = sp(u) der Schaltkreis,
der aus t wie folgt ensteht:



Jede Beschriftung (v, s) eines Blattes wird ersetzt durch 1 genau dann,
wenn (s € U und v # ) oder (s € F und v = ¢); sonst durch 0 und

e jede Beschriftung (v,s) eines inneren Knoten wird ersetzt durch A ge-

nau dann, wenn s € U; sonst durch V. Ausnahme: Wenn v = ¢ und
s € FNE, dann wird die Beschriftung durch die 1-Funktion ersetzt.
Wenn v = ¢ und s € U\ F, dann wird die Beschriftung durch die
0-Funktion ersetzt.

Dann gilt w € L(A) genau dann, wenn sy(u) zu 1 ausgewertet wird.

Beweis. Zu zeigen:

(13
5=

sa(u) liefert 1 < es ex. ein akz. Teilbaum ¢ von t,(u)

Idee: gewinne einen Teilbaum aus dem mit FEinsen und Nullen bewer-
teten Schaltkreis. Gehe dann top-down vor: Z. B. bei V-Gatter: Es muss
einen Eingang geben, der mit 1 bewertet ist. Den Knoten nimmt man in
den Teilbaum ¢ auf. Z. B. bei inneren Knoten, der mit (e, s) beschriftet
ist: Falls dieser mit 1 bewertet, dann weil

— s € U N F: Dann nehme alle Nachfolger hinzu.

— s € EN F: Dann sind wir bei einem 1-Gatter und schliefen den
Baum dort ab.

— s € E'\ F: Dann sind wir bei einem V-Gatter und es gibt einen
mit 1 bewerteten Nachfolger.

Sei t ein akzeptierender Teilbaum. Wir zeigen nun, dass die Bewertung
der Blétter von ¢ mit 1 vertriglich mit dem Schaltkreis ist (D.h., ein
Blatt entspricht einem 1-Gatter oder einer 1 als Eingabe) und, dass
unter dieser potenziellen Bewertung, an den inneren Knoten immer
eine 1 als Bewertung auftritt. O]

Folgerung 8 (Komplementaritéitsprinzip). Ist A = (A, S,s;, A, E,U, F) ein
e-unkritischer alternierender endlicher Automat, so gilt

L(A) = L(&)

mit A = (A, S, s;, AU, E, S\ F).

Jeder alternierende endliche Automat (AEA) ist unter Komplement abge-
schlossen. Jeder nicht-deterministische Automat ist &quivalent zu einem AEA.
Noch zu zeigen: Jeder AEA ist dquivalent zu einem nicht-deterministischen
Automaten (NEA). Dies zeigen wir in zwei Schritten:

3



1. spezieller Fall: A ist alphabetisch, d.h., A C S x A x S.
2. allgemeiner Fall

Satz 9. Jeder AEA ist dquivalent zu einem NEA, d. h. jede von einem AEA
erkannte Sprache ist requldr.

Beweis. Wir beweisen dies in drei Schritten.

1. ,alphabetischer AEA — NEA“

Wir fithren eine so genannte De-Universalisierungskonstruktion durch,
d. h. wir wollen die [J entfernen!

Idee: [J bedeuted, dass mehrere Pfade im Berechnungsbaum verfolgt
werden miissen. Benutze einfach als Zusténde im neuen NEA Mengen
von Zustéanden des alten Automaten. Alle Zusténde in einer solchen
Menge werden weiterverfolgt!

Aus A = (A,S,s;,AE, U, F) wird
Agy = (A,2° {s1}, A, 25),
wobei (5, a,S5") € A" gdw. fiir alle s € S gilt:
e falls s € F, so gibt es (s,a,s') € A mit s’ € S”.
e falls s € U, so gilt fiir alle (s,a,s") € A: s’ € S”.

Zeige dann: L(Aqgy) = L(A).

Vorstellung: Der NEA arbeitet den Berechnungsbaum scheibchenwei-
se ab.

2. ,AEA mit kurzen Transitionen — e-NEA“ (kurze Transitionen heift,
dass fiir (s,u,s’) € A gilt, dass |u| <1).

Probleme:

C . H
e Was passiert in Situationen der Art “/ \5 ?

e Wie schaffen wir es, den Automaten nach Lesen des gesamten
Wortes dazu zu zwingen, evtl. weitere e-Transitionen auszufiithren?

Ansatz: Anstelle einer Menge von Zustdnden S’ als neuen Zustand
benutzen wir ein Paar (M, N) von Mengen von Zustdnden als neu-
en Zustand. M ist die Menge von Zustédnden, von denen aus noch



e-Transitionen ausgefithrt werden miissen. N ist die Menge von Zu-
stdanden die schon abgehakte Zustéinde enthélt.

Die neue Zustandsmenge ist 2% x 2°. Der Anfangszustand ist ({s;}, ).
Die Endzustandsmenge ist {(, N) | N C F'}. Die Transitionsrelation
ist definiert durch
o ((Moy, Ny),e, (M, Ny)) € A" genau dann, wenn
— No € Ny,

— fiir alle s € My N E gibt es ' € M; mit (s,e,5") € A oder
s € N1 und

— fiir alle s € My NU und ¢ mit (s,e,5") € A gilt ¢ € M; und
s € Nl-

o ((My, Ny),a,(M;,Ny)) € A’ genau dann, wenn
- MO = (Da
— fur alle s € NyN E gibt es s’ € M; mit (s,a,s’) € A und
— fiir alle s € NoNU und alle (s,a,s") € A gilt s € M;.

Beispiel 10. A = y@
RO O %
7 s
—[s0] @
0 Ed] = [ss]
B~

Es gilt ab,ac ¢ L und ad € L. Der Berechnungsbaum fiir den aus A
konstruierten e-NEA ist:

— ({010 [ (s50.50D) | [ {54,;7,88}) |

€ /Pe
({Sl}i{so}) ({510}7i85789}) ({88}=3f4787})
(07{30731}) ({85,89},®) ({84737}7®>
ya ba =7

({s2,86},0) — (0, {s2,56})

In Zustand (0, {ss, sg, s10}) wird akzeptiert, da ss, s9, $19 € F. In Zu-
stand (0, {s4, 7, ss}) wird nicht akzeptiert, da sg ¢ F.



3. ,AEA — AEA mit kurzen Transitionen®.

Ersetze jede Transition <> %O mit |u| =1 > 1 durch QUQ)QU(;)- .u-(l;lb

und jede Transition %O mit |u] =1 > 1 durch DUQ)DU(;)- .u.(z;% |

Zum Beweis der Korrektheit der Konstruktion 2.:

,=" Gegeben u, akzeptiert von A. Gesucht ist ein akzeptierender Lauf des
NEA.

Idee:

— Zerlege den akzeptierenden Teilbaum entsprechend der Buchstaben-
Transitionen. Dann erhalten wir Zustinde der Form (0, N).

— Setze e-Teilbdume in Folgen von e-Transitionen um.

,<=" Zerlege den Berechnungspfad im aufeinanderfolgende e-Transitionen
und einzelne Buchstaben-Transitionen. Rest wie oben. O

Zusatz: Es gibt eine Familie (A, ),eny von AEA mit [A,| € O(n), so dass der
minimale deterministische Automat D,, fiir L(A,,) ©(2%") Zustéinde hat. Ein
UFEA ist ein AEA, der nur universelle Zusténde besitzt.

AEA
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Algorithmische Komplexitit von automaten-
theoretischen Problemen

Zusammenfassung:
DEA NEA UEA AEA

Leerheits- NL-C NL-C PSPACE-C PSPACE-C
problem (siche (a))  (siehe (b))  (siehe (f)) (siehe (d))
(L(A) = 07)

Universali- NL-C PSPACE-C NL-C PSPACE-C
tatsproblem (siehe (c))  (siehe (e))  (siehe (f)) (siehe (d))
(L(A) = A*?)

Wortproblem L NL-C NL-C NP-C!

(u € L(A)?)

Das C in z. B. NL-C steht fiir vollstdndig (engl. complete).

Bemerkung 11. (a) Das Leerheitsproblem fiir DEA ist NL-schwierig, da

Grapherreichbarkeit NL-schwierig ist (Komplexitéts-Theorie).

(b) Das Leerheitsproblem fiir NEA ist in NL, da Grapherreichbarkeit in NL

1st.

(¢) In nicht-deterministisch logarithmischen Platz lésst sich feststellen (Gra-

pherreichbarkeit), ob es ein Wort gibt, dass nicht akzeptiert wird, d.h.,
das Universalitatsproblem ist in co-NL. Nach dem Satz von Immermann
und Szelepcsényi (Vorlesung Komplexitétstheorie) gilt NL = co-NL, ge-
nauer NSPACE(S(n)) = co-NSPACE(S(n)) fur jedes platzkonstruierba-
re s(n) > logn.

Leerheitsproblem und Universalitdtsproblem fiir AEA sind polynomiell

aufeinander reduzierbar, denn L(A) = L(A). Es reicht also zu zeigen,
dass das Leerheitsproblem in PSPACE ist. Ein nicht-deterministischer
Algorithmus hierfiir ist der folgende:

1. Umwandlung des AEA in einen AEA mit kurzen Transitionen.

2. Simuliere die Konstruktion vom AEA mit kurzen Transitionen zum
NEA:

(M7N) = <{SI}7®>
while (M #(0 or N¢Z F) do
choose (non—det.) trans. ((M,N),a,(M', N))

Loder P-C? Unklar! Siche Ubung.



(f)

M = M
N = N’
accept

Der Platzbedarf ist im wesentlichen zweimal die Beschreibung von
(M, N), also polynomiell in der Eingabe.

Also ist das Problem in NPSPACE. Die Anwendung des Satzes von Sa-
vitch (Satz 12) liefert, dass es in PSPACE ist.

Es gilt sogar, L(Ag) U---U L(A,_;) =" A* fiir A; DEA ist PSPACE-
schwer.
Wir zeigen: (x) L(Ag) N -+~ N L(A,_y) #° 0 fir A; DEA ist PSPACE-
schwer.

Reduktion von L € PSPACE entschieden durch DTM 7" auf (x): Zu einem
Wort u konstruiere Ay, ..., Ay, so dass T' das Wort u akzeptiert genau
dann, wenn L(Ag) N+ N L(Aym)) # 0 und zwar soll gelten L(Ag)N---N
L(Agm)) = {en} mit e, ist die Kodierung der akzeptierenden Berechnung
von 71" auf u.

Kodierung einer Berechnung: Konkatenation der einzelnen Konfiguratio-
nen, normiert auf feste Liange p(n).

Benutze Automaten fiir unterschiedliche Zwecke:

e Stelle fest, dass das Wort vom Format u$Su$u ... (Ju| = p(n)) ist.
e Stelle fest, dass das Wort mit Anfangskonfiguration zu u beginnt.

o Stelle fest, dass das Wort auf akzeptierende Haltekonfiguration en-
det.

e Fiir jedes i < p(n), stelle fest, dass an den Stellen 7,7 + p(n),i +
2p(n), ... die richtigen Buchstaben stehen.

Dies garantiert die Korrektheit der Konstruktion. Sie ist als polynomielle
Reduktion realisierbar.

Gilt aufgrund der Dualitét zwischen NEA und UEA (siche Bemerkung
6).

Satz 12 (von Savitch). Fir jede platzkonstruierbare Funktion s(n) > logn
gilt NSPACE(s(n)) € SPACE(s*(n)).

Beweisskizze. Divide & Conquer-Ansatz. Konstruiere eine DTM, die zu ge-
gebener NTM , rekursiv bestimmt, ob man von einer Konfiguration zu einer
anderen in 2" Schritten kommt. Dann Anwendung auf die Anfangskonfigura-
tion, Akzeptierkonfiguration und r € p(n)

10



function reachable (kK r)
for all «" do
by := reachable (k, k", 7 —1)
by := reachable (k" k',r—1)
if (bp=0b; = true) then accept
Zum Platzverbrauch: polynomielle Rekursionstiefe, lokale Variable mit poly-
nomiellem Platzverbrauch, also insgesamt polynomiellen Platzverbrauch. [J

4 Awusdrucksstirke / Kompaktheit

Deskriptive Komplexitéit von endlichen Automaten

Ziel. Wir wollen untersuchen, wie groff DEA, NEA, UEA oder AEA sein
konnen bzw. miissen, um bestimmte Sprachen zu erkennen und diese Mog-
lichkeiten miteinander vergleichen. Wir wollen also untersuchen, wie kompakt
die einzelnen Automatenmodelle sind.

Wir wollen das folgende Diagramm verstehen:

DEA
exp exp
2 exp exp
NEA UEA
exp
exp exp
AEA

Dabei bedeutet B 2% A:

e Zujedem Automaten vom Typ B der Gréfle n gibt es einen dquivalenten
Automaten vom Typ A mit Grofle < 2PoW ().

e Es gibt eine Familie B,, von Automaten vom Typ B mit folgenden
Eigenschaften:

1. Die Gréfe jedes B € B,, ist polynomiell in n.

2. Jeder Automat vom Typ A, der dquivalent zu B, ist, hat minde-
stens 2" Zusténde.

B> A analog mit doppelt exponentiell.
Beweise. 1. obere Schranken:

NEA — DEA: Potenzmengen-Konstruktion

11



UEA — DEA: duale Konstruktion
AEA — NEA: De-Universalisierung

AEA — UEA: Komplementierung — De-Universalisierung — Kom-
plementierung

AEA — DEA: De-Universalisierung — Potenzmengen-Konstruktion

NEA — UEA: Potenzmengen-Konstruktion NEA — DEA, der auch
ein UEA ist

UEA — NEA: De-Universalisierung UEA — DEA, der auch ein NEA
ist

. untere Schranken:

NEA — DEA: L, =(0+1)*1(0+ 1)"
UEA — DEA: wegen Komplementaritét
AEA — NEA: wie UEA — NEA

AEA — UEA: wie NEA — UEA

AEA — DEA: L,={u=wuy...u, €{0,1}* | |w| =n,3 <r:u; =u}.
Der folgende AEA erkennt L, und besitzt 2n + 2 Z?:;i =n?+
5n = O(n?) Zustinde:

O O—2— 250
N o
ls \nKnoten/
0 A n—A24 4.0
AN YN RN
o~ -~, -~ o~ -~
OO A OO A OO A
- V1 WV/ - V1 W\J - V1 J,ov/
o O & O Q O
7yA A VA YA
n—1 n—2
R 44
VOO SO
WA A vA A
o O O ©
A A
& ©

Um zu zeigen, dass ein DEA der L, erkennt mindestens doppelt
exponentiell viele Zustéande besitzt benutzen wir den Satz von Ne-

12



rode (Satz 13). Zuwu € ({0,1}")* sei a(u) = {u[0,n),uln,2n),...}.
Zu jeder Menge T' C {0, 1} wéhle ug derart, dass a(ur) =T.

Behauptung. ur £y up fiir T #£ T,
Beweis. Sei v € TAT'. Dann gilt upv € L gdw. upv ¢ L. O

Es gibt doppelt exponentiell viele up, also besitzt der minimale
DEA, der L, erkennt, mindestens doppelt exponentiell viele Zu-
stande.

NEA — UEA: L, = (0+1)*0(0+1)"1(0+1)" +(0+1)"1(0+1)"0(0+
1)* siehe alte Ubung

UEA — NEA: wegen Komplementaritét O

Sei L C A*. Definiere ~, auf A*: u ~y v genau dann, wenn fiir alle w € A*
gilt, uw € L genau dann, wenn vw € L.

Satz 13 (von Nerode). 1. ~y ist eine Aquivalenzrelation,

2.

L ist requlir genau dann, wenn ~y, endlich viele Aquivalenzklassen hat
und

3. falls L reguldr ist, so hat der minimale DEA fir L genau so viele

Zustdinde wie ~j, Klassen hat.

Bemerkung 14. Es sind zahlreiche Erweiterungen der Automatenmodelle
moglich:

Erweiterungen des Wortmodells u. a. Baume, unendliche Wérter, Kar-
dinalzahlen, etc.

Modellierung von Parallelitit, Synchronisations-Mechanismen (erhéhen
normalerweise nicht die Ausdrucksstéirke, bringen aber eine groflere
Kompaktheit)

In der Praxis werden oft Teilautomaten definiert und mittels Namen
etc. wiederverwendet, dies erlaubt Modularitdt und steigert wieder die
Kompaktheit.

Zufallsgesteuerte Automaten bzw. Markow-Prozesse werden z. B. bei
der Spracherkennung eingesetzt.

Zwei-Wege-Automaten, die in beide Richtungen laufen kénnen (erho-
hen ebenfalls nicht die Ausdrucksstérke)
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Teil II
Unendliche Spiele

5 Grundlegende Definitionen

Ein Spielbrett ist ein Tupel B = (V, V4, Vi, E, v;) wobei:

(V, E) ist ein gerichteter Graph. Elemente von E sind die Ziige.

VouW =V, VNV =0 (V; sind die Knoten von Spieler 4, i = 0,1).

e v; € V ist der Anfangsknoten.

e Die Knoten aus Vj bezeichnen wir mit <, die Knoten aus V; mit L.
Seien V* und V' wie gehabt. V¢ ist die Menge aller unendliche Folgen iiber
V. Ve .=VTtuve.

Eine Partie ist eine maximale Folge m € V*° mit
e 7(0) = v; und
e fiir alle i mit ¢ + 1 < |«| gilt (7(4),m(i + 1)) € E.

Eine partielle Partie ist ein endliches Préafix einer Partie.

—® @

Mogliche Partien sind (pop;)® und (pop1)pe (kurze Partie). (pop1)'7 ist keine
Partie, da nicht maximal, aber eine partielle Partie.

Beispiel 15.

Die Gewinnbedingungen fiir Spieler 0 sind eine Teilmenge W C VV*°. Eine Par-

tie 7 ist gewinnbringend fir Spieler 0 (Spieler 0 gewinnt Partie 7), falls w €
W. Ein Spiel ist das Tupel G = (B, W). Definiere occ(u) := {u(0),u(1),...}
und inf(u) := {a | Vi 3j > i :u(j) = a} (die Menge der Buchstaben, die in

u unendlich oft vorkommen). Die Erreichbarkeitsbedingungen sind eine Teil-
menge U CV mit W =V*UV>® ={u € V> |occ(u)NU # 0} .

Eine partielle Abbildung o: V*V; --+ V heifit konsistent mit E, falls (v, o(7v)) €
FE fiir alle 7v € dom(o). Eine (partielle) Partie u heifit konform mit o: V*Vj --»
V, falls fiir jedes ¢ mit ¢ + 1 < |7| und 7 (i) € V; gilt 7(i + 1) = o (7).

Eine Strategie fiir Spieler 0 ist eine partielle Abbildung o: V*Vy --» V mit

o fiir alle u € dom(o) gilt: (u(|u| —1),0(u)) € £

14



o fiir alle u € V*V} gilt: wenn fiir alle ¢ mit i + 1 < |u| und u(z) € Vj gilt:
u(i 4+ 1) = o(u[0,4]) und wenn fiir alle ¢ mit i + 1 < |u] und u(i) € V}
gilt: (u(i),u(i + 1)) € E wenn es ex. v € V mit (u(|u| — 1),v) € E,
dann v € dom(o).

Fragen. 1. Hat immer einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie?
(Nein!)

2. Wenn einer von beiden eine Gewinnstrategie hat, wie bestimmt man,
wer es ist?

3. Wie sieht dann eine Gewinnstrategie aus?

4. Wie misst man die Giite einer Gewinnstrategie und wie findet man gute
Gewinnstrategien?

Ein Spiel heif3t determiniert, wenn einer der Spieler eine Gewinnstrategie hat.

6 Erreichbarkeitsbedingungen auf endlichen
Graphen

Sei V' endliche Menge und W = V*PV> die Menge der gewinnbringenden
Partien fiir Spieler 0, mit P C V.

Ziel. Fixpunktberechung zur Bestimmung der fiir Spieler 0 gewinnbringen-
den Knoten.

Dies liefert zusétzlich Determiniertheit, die Berechnung einer Gewinnstrate-
gie und den Nachweis von Gedéchtnislosigkeit (d.h. der Zug den der Spieler
mit einer Gewinnstrategie in einem Knoten p macht hiangt nicht von dem
Weg ab, mit dem man nach p gekommen ist).

Ziel. Wir wollen
Mo = {p | Sp. 0 hat Gew.-Str. in G/[p]}

und
M; = {p| Sp. 1 hat Gew.-Str. in G[p|}

bestimmen und My U M; =V zeigen.

Definiere

Forceo(M)={peVy|3Ip' € M : (p,p) € E}U
fpeVi|W eM:(pp)e EAVY : (pp) € E—p € M}.
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Lemma 16. Sei M C M,. Dann gilt Forceg(M) C M.
Beweis. Sei p € Forceg(M) \ M.

1. Fall p € V. Dann existiert p’ € M mit (p,p’) € E. Sei ¢ Gewinnstrategie
fiir Spieler 0 in G[p']. Wir konstruieren eine Gewinnstrategie o’ fur
Spieler 0 in G[p].

o VVy =V
U/(p) — pl
o' (pp'u) = o(p'u) fiir alle p'u € V*V,

Dann ist o’ eine Strategie und fiir jede Partie 7, die mit ¢’ konform ist,

gilt: 7 ist von der Form pp’u mit p'u konform mit o. Also gilt occ(p'u)N

P # (), also auch occ(pp'u) N P # (). D.h., 7 ist gewinnbringend fiir

Spieler 0.

2. Fall p € V;. Dann existiert p’ mit (p,p’) € F und fiir jedes p’ € pE (pE sind
die Nachfolger von p bzgl. E) existiert eine Gewinnstrategie o,y von
Spieler 0 in G[p’]. Wir definieren ¢’ wie folgt: Fiir jedes u € dom(o,)
setze o'(pu) = oy (u), sonst ¢’ undefiniert. Dann ist ¢’ wohldefiniert
und eine Strategie. Es gilt fiir jede mit ¢’ konforme Partie :

(a) || > 2 (Definition von Forcey), d.h., m = pp'v fiir p’ € pE.

(b) p'v ist konform mit o/, da ... (gleiches Argument wie oben). [

Algorithmus zur Konstruktion von M.

MO =P
My = Mg U Forceyg(M])
MG = My U Forceg(Mj)

M = MJ U Forceo (M)

irgendwann gilt wegen Monotonie und G endlich, dass M} = M. Gebe
M} aus. (Algorithmus ist polynomiell und kann sogar linear implementiert
werden)

Lemma 17. Es gilt My = Mp.

Beweis. ,,0% wegen Lemma 16.
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»C*“ Zeige dazu: Spieler 1 hat eine Gewinnstrategie fiir alle Positionen p €
VA ME,

Bemerkung: PN (V\ M§)=0,da P C MY C--- C Mk
Gewinnstrategie fiir Spieler 1 in G[p] mit p € V' \ M}.

undef. pE =10
prEPEN(V\MS) pE#0

o(up’) =

o(up') ist wohldefiniert, da falls p'E # (), dann auch p’ EN(V \ M) # 0,
denn sonst p’ € MF™. Widerspruch zu M¥ = M}™. Zu zeigen ist dann,
dass o eine Gewinnstrategie ist.

A) o ist Strategie. Zeige: Jede partielle, mit o konforme Partie 7 hat
die Eigenschaft occ(m) N M¥ = () (per Induktion iiber die Liinge
von 7: fiir Knoten in V; siehe Definition von o, fiir Knoten in Vj
benutze MF = MF™).

B) o ist Gewinnstrategie. Klar, wegen A) und P C M. O
Damit ist der folgende Satz bewiesen.

Satz 18. Jedes endliche Erreichbarkeitsspiel ist determiniert und der obige
Algorithmus liefert M.

Unterscheide im folgenden verschiedene Formen von Strategien:

allgemein Die allgemeine Form ist o: V*V --» V.

positional Eine positionale (oder geddchtnislose) Strategie héngt nicht von
vorhergehenden Spielziigen ab: o: V --» V; diese 1d3t sich zu einer
allgemeinen Strategie ausbauen durch a(up) = o(p) fiir alle p € dom(o)
und alle v € V™.

endliches Gedichtnis Eine Strategie mit endlichem Geddchtnis wird durch
einen Halbautomaten A = (A, @, q7,0) modelliert, die Strategie nutzt
dann die Zustandsmenge () des Automaten: o: Q x Vo5 — V. Auch
diese 1dBt sich zu einer allgemeinen Strategie ausbauen durch a(up) =
o(0*(qr,u),p) fur alle u € V*.

uniform Eine positionale Strategie o ist eine uniforme Gewinnstrategie fiir
Spieler 0 (oder Spieler 1), falls o eine Gewinnstrategie fiir Spieler 0
(bzw. Spieler 1) ist fiir jede Startposition v € My (bzw. M).
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uniform mit endlichem Gedé&chtnis Definiere uniform entsprechend fiir
Strategien mit endlichem Gedéchtnis.

Bemerkung 19. Eine uniforme Strategie ist auch positional, eine positionale
muss aber nicht uniform sein, siehe folgendes Beispiel.

Beispiel 20. Sei folgendes Spiel gegeben: ({0,1},{0,1},0,{(0,1),(1,1),(1,0)},0)
mit einer Erreichbarkeitsbedingung P = {0}.

&=

Der Spieler 0 gewinnt mit der positionalen Strategie o(0) =1, o(1) = 1, dies
ist aber keine uniforme Strategie.

Satz 21. Es gibt fiir beide Spieler uniforme Gewinnstrategien.

Bewers. Fiir Spieler 1 folgt dies aus obigem Beweis. Fiir Spieler 0:

\%4

O S0

M, M2

Idee: rang(p) = min{i | p € M¢}. o(p) = p/ mit (p,p’) € E und rang(p’) <
rang(p). O

7 Biichi-Bedingung auf endlichen Graphen
Sei W = (V*P)¥. Der Attraktor von M fiir Spieler 0 ist:

Attro(M) = Ergebnis des obigen Algorithmus mit Startmenge M anstelle von P.

Beobachtung. Seien A, B C V mit A C B. Dann gilt:
(a) Forceg(A) C Forcey(B),

(b) Attro(A) C Attro(B) und

(c) A C Attro(A).

Es gilt aber nicht zwingend A C Forcey(A).
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Algorithmus:
Mg = Attro(P)
Ny = Forceg(MJ) N P
My = Attro(Ng)
Ny = Forceg(My) N P

ME = Attro(NF)
N} = Foreeg(M§) N P

Irgendwann gilt MF = MF*!. Gebe dann M} aus. (Es gilt dann auch N§ =
Néc-i-l)

V MY

Lemma 22. Es gilt MY = My. (Erinnerung: My = {p | Sp. 0 hat Gew.-Str. in G[p|}).

Bewers. ,,C* Wir definieren eine positionale Strategie o fiir Spieler 0. Setze
N = NF und M} = M}. Es gilt dann also N} = Forceo(M]) N P und
My = M} = Mt = Attro(NE) = Attro(Ny).

Forceg(M])
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Fiir jedes p € N/ NVj sei o(p) = Position aus M}. Diese gibt es, da
Nj = Forceog(M(}) N P gilt. Sei o’ eine positionale Gewinnstrategie fiir
Spieler 0 in dem Erreichbarkeitsspiel. Dann setzen wir o(p) = o’(p) fiir
alle p € M|\ Nj.

»,2“ Wir zeigen, Spieler 1 hat eine uniforme Gewinnstrategie auf V' '\ M.
Konstruktion dieser Gewinnstrategie per Induktion auf den Mengen

VM, MO\ M, ...

TIA V \ M{: Nehme die positionale Gewinnstrategie aus dem Erreich-
barkeitsspiel (Vermeidungsspiel). P wird dann nicht besucht.
IS Mg\ M+
Es gilt Ni = Forceg(M) N P und ME™ = Attro(Ng).
Forceg(M}) = Nt U (Forceg(M¢) \ P)
Strategie:
— Folge der Vermeidungsstrategie fiir My = Attro(Ng).

— Falls diese aus M herausfiihrt, nutze Strategie nach IV, die
auBerhalb von M¢ bleibt.

— Falls diese zu einer Position p € P erreicht wird, so gilt p ¢
Forceg(M}). Ziehe im niichsten Schritt aus M{ heraus.

Es folgt, dass es maximal ¢ Besuche von P gibt. ]

8 Paritéitsspiele auf beliebigen Graphen

Die Gewinnbedingung (minimale Paritdtsbedingung von Andrzej Mostowski)
ist gegeben durch eine Prioritdtsfunktion m: V — N mit endlichem Werte-
bereich.

W=VVU{ueV’|min{i| 3% :7(u(j)) =14} mod 2 =0}2

Ziel. Wir wollen zeigen, dass alle diese Spiele determiniert sind und beide
Spieler uniforme Gewinnstrategien besitzen. Fiir endliche Spiele ist dieses
Problem NP N co-NP schwer, man kann sogar zeigen, dass es UP N co-UP
schwer ist.

Beispiel 23. Im folgenden Spiel gewinnt Spieler 0 von jedem Knoten aus.
Eine uniforme Gewinnstrategie fiir Spieler 0 stellen die Doppelpfeile dar.

23°° heifdt, es gibt unendlich viele . ..
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Teilspiel
8.1 Teilspiel
Ein Teilgraph des Spielbrettes B = (V, Vy, V1, F) fiir U C V ist
BlU =V nUV,NnUVINU,EN (U x U)).

Ein zuldssiger Teilgraph ist ein Teilgraph, falls jede Sackgasse (Knoten ohne
ausgehenden Kanten) von B[U| auch Sackgasse von B ist. Ein Teilspiel von

B ist dann (B[U], 7|v).

Bemerkung 24. Ein Teilspiel eines Teilspiels ist ein Teilspiel, d.h., die
Teilspiel-Beziehung ist transitiv.

8.2 Fallen
Eine o-Falle (0 € {0,1}) ist eine Menge U C V mit
o fiir alle wu € UNYV, gilt uE C U und
e fiir alle u € UNV,_, gilt uE = oder uENU # 0.
Lemma 25. (a) Jede o-Falle ist ein Teilspiel.
(b) Fir jede Familie {U;}icr von o-Fallen ist | J,.; U; eine o-Falle.

(c) Falls X eine o-Falle ist und falls Y C X, so ist Y eine o-Falle in G
genau dann, wenn Y eine o-Falle in G[X] ist.

Beweis. (a) Sei U eine o-Falle. Sei u € U. Falls w € UNV,. Dann uFE C U.
Also: Wenn kein Nachfolger in U, so auch kein Nachfolger in V. Falls
ue UNVi_,. Dann: Falls uFE # (), so uE NU # (), also keine Sackgasse
in B[U], falls keine Sackgasse in B.

(b) Trivial.
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(¢) ,<=* Angenommen Y ist o-Falle in G[X]. Sei y € Y NV,. Dann, da Y
o-Falle in G[X] gilt y(EN (X x X)) C Y NX =Y. Fir u mit
(y,u) € E, u ¢ X gilt: Widerspruch, da y € X NV, und X o-Falle.
Seiy € YNVi_;. DaY o-Falle in G[X] gilt: y(E'N (X x X))NY #

-~

CyE

0.

»,=* Angenommen Y ist eine o-Falle in G. Seiy € YN(V,NX) =Y NV,.
Dann gilt, da Y o-Falle in G: yE C Y, also auch y(EN (X x X)) C
YNX =Y.Seiy € YN(Vi_,NX) =YNV;_,. Dann existiert y/ € Y
mit (y,y’) € E. Dann gilt aber auch (y,y') € EN (X x X). O

Lemma 26. Se: U C V. Dann gilt:

a) V' \ Attr,(U) ist eine o-Falle.

b) Falls U eine o-Falle ist, so ist Attri_,(U) eine o-Falle.

c) U ist eine o-Falle in G genau dann, wenn Attr,(V\U) =V \U.
d) Attr,(U) =V \ X, wobei X die grifite o-Falle in V \ U ist.
Beweis. a) Trivial.

b) Trivial.

c¢) Trivial.

d) Sieht man leicht ..., ist aber nicht trivial. ]

8.3 Paradies

Eine Menge U C V ist ein o-Paradies, falls U eine (1 —o)-Falle ist und es eine
uniforme positionale Strategie f, fiir o auf U gibt, die auf U gewinnbringend
ist.

Bemerkung 27. Dann gilt U C M,.

Lemma 28. a) Ist U ein o-Paradies, so auch Attr,(U).

b) Ist {Us}ier eine Familie von o-Paradiesen, so auch |J,c; Us.

Beweis. a) Da U ein o-Paradies ist, ist U insbesondere eine 1 — o-Falle.

Attr,(U) ist eine (1 — o)-Falle, nach Lemma 26 b). Gewinnstrategie

fi(u) = g(u)  fiir u € Attry(u) \ U, g Gew.-Str. aus dem Attr.-Spiel

fo(u) sonst, mit f, Gew.-Str aus dem Paradies
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b) |JU; ist eine (1 — o)-Falle nach Lemma 26 b). Nach dem Wohlordnungs-
prinzip gibt es eine Wohlordnung < auf I. Nach den Vorraussetzung gibt
es fiir jedes U; eine uniforme Gewinnstrategie f; auf U;. Definiere nun eine
uniforme Strategie fir | U; wie folgt:

f(u) = f;(u), fir j minimal mit u € U;.

Beweis fiir die Korrektheit: In jeder konformen Partie gibt es einen Punkt
ab dem alle Knoten in U; liegen und nach f; gespielt wird. O

8.4 Exkurs: Auswahlaxiom

Auswahlaxiom. Zu jeder Menge von Mengen {M, };c; gibt es eine Funktion
fiI — U Mi, so dass fiir alle ¢ € I gilt: f(i) € M.

(M, <) ist eine Wohlordnung, wenn (M, <) eine lineare Ordnung (oder To-
talordnung, Kette) ist und jede nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes
Element besitzt. D.h. es gibt keine unendliche Folge my > mo > .. ..

Wohlordnungsprinzip. Zu jeder Menge M gibt es eine Relation <, so dass
(M, <) eine Wohlordnung ist.

Das Wohlordnungsprinzip folgt aus dem Auswahlaxiom (und umgekehrt).

Literatur: z. B. ,Naive Mengenlehre von Paul R. Halmos

8.5 Paritéitsspiele sind determiniert

Satz 29. Ist G ein Paritdtsspiel, so gibt es ein 0-Paradies Py und ein 1-
Paradies P, mit B U P, =V.

Bemerkung 30. Fiir den Beweis betrachten wir Max-Paritétsspiele, bei de-
nen die hoéchste Prioritat ausschlaggebend ist.

Lemma 31. Wenn Bild(7) = {0}, so gibt es solche Paradiese.

Beweis. Sei D die Menge der Sackgassen fiir Spieler 0 und A = Attri(D).
Wir zeigen, dass V' \ A und A die beiden gesuchten Paradiese sind.

1. Nach Lemma 26 a) ist V'\ A eine 1-Falle. Auf dieser hat Spieler 0 nach
den Uberlegungen zu Erreichbarkeitsspielen eine positionale Strategie,
die alle Knoten aus D vermeidet, d.h. er gewinnt dort.

2. Spieler 1 hat nach den Uberlegungen zu Erreichbarkeitsspielen eine uni-

forme Gewinnstrategie auf A. Da D aus Sackgassen besteht, ist A auch
0-Falle. n
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Bezeichne mit Attr&(U) den o-Attraktor von U im Spiel G.

Lemma 32. Sei n = max(Bild(7)) > 1. Sei 0 = n mod 2, d. h., o ist der
Spieler, der mit n gewinnt. Sei ¢ = 1 — o und X5 C V ein 6-Paradies in
G, so dass X, =V \ X5 eine a-Falle in G ist. Sei N = {v € X, | n(v) = n}
und Z = X, \ Attr§¥I(N).

Z=0J;UZ, w(v) =n fir v e X,
: : | |
: . N /
Attrs(N)
in G[X,]
Z5 Zy
"luchtf moglich
| :
/ [ ; |
o-Paradies Xz o-Falle X, =V \ X;

Falls Z = Z, W Z5 ist mit o- bzw. o-Paradiesen Z, und Zz bzgl. G[Z]. Dann
gilt folgendes:

(a) X5 U Z5 ist ein 6-Paradies in G.
(b) Falls Z5z =0, dann ist X, ein o-Paradies in G.

Beweis. G[X,] ist eine g-Falle, nach Lemma 26 (a), also ein Teilspiel von G.
Z ist das Komplement von Attr§ Xl i X,, nach Lemma 25 (a), also eine
o-Falle in G[X,]. Nach Lemma 26 (a) ist G[Z] also ein Teilspiel von G[X,]
und wegen der Transitivitat der Teilspielrelation (Bemerkung ?7) auch ein

Teilspiel von G.

(a) 1. Nach der Definition eines Paradieses wissen wir, dass Z; eine o-Falle
in G[Z] ist. Z ist o-Falle in G[X,]|, Z5 C Z und Z; ist eine o-Falle in
G[Z]. Mit Lemma 26 (c) folgt also, dass Z; auch eine o-Falle in G[X,]
ist.
Nach Lemma 26 (b) ist X; U Z5 eine o-Falle in G.

2. Wir betrachten eine Strategie, die sich aus Gewinnstrategien fiir die
beiden g-Paradiese X; und Z; zusammensetzt. Sei u eine Partie kon-
form mit dieser Strategie. Dann gibt es zwei Mdoglichkeiten:
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i. Sei u(i) € Z; fur alle 4. Dann ist u eine Partie konform mit der
Gewinnstrategie fiir Z; in G[Z].

ii. Seiu(i) € X; fiir ein i. Sei iy das kleinste solche. Dann ist u[ig, o)
eine Partie konform mit der Gewinnstrategie fiir X;.

In beiden Féllen gewinnt Spieler 6 auf X; U Z;.

(b) 1. Nach Voraussetzung ist X, eine g-Falle in G.
2. Gewinnstrategie fiir Spieler o in einem Knoten v € X, NV,

i. Falls v € N ist, so zieht Spieler ¢ zu irgend einem Nachfolger in
X, — dieser existiert, da X, eine o-Falle ist.
ii. Falls v € Attre [X“](N ) \ N ist, so zieht Spieler o geméafi der

Attraktor-Strategie (d.h. in Richtung N).
iii. Falls v € Z, ist, so zieht Spieler o geméfl der Paradies-Strategie

fiir Z,,.
Es ist leicht zu zeigen, dass dies eine Gewinnstrategie auf X, fiir Spie-
ler o ist. L

Beweis des Satzes 29. Beweis per Induktion iiber n = max(Bild(r)).

TA Falls n = 0, so benutze Lemma 31.

IS Sein > 1, sei 0 = n mod 2. Sei {W;};c; die Menge aller g-Paradiese in
G. Diese Familie ist nicht leer, da () dazugehort. Nach Lemma 28 (b)
ist X5 = U;efW; ein g-Paradies, also das maximale. Sei X, =V \ X5.
Nach Lemma 28 (a) ist Attr¢(X,) ein 5-Paradies in G. Da X, das
grofite ist, gilt X, = Attr¢(X,). Also ist X, das Komplement eines
g-Attraktors und somit (nach Lemma 25 (a)) eine o-Falle in G.

Wir betrachten nun — wie in Lemma 32 - N = {v € X, | m(v) = n}
und Z = X, \ Attrf[x"](]\f).

Falls Z = (), so lisst sich G[Z] trivialerweise in ein o- und ein g-Paradies
bzgl. Z partitionieren, namlich Z; = Z, = (). Ansonsten gilt, wie im
Beweis von Lemma 32 gesehen, dass G[Z] ein Teilspiel von G ist. Es gilt
max(Bild(7|z)) < n und nach Induktionsvoraussetzung liasst sich G[Z]
also in ein o- und ein g-Paradies bzgl. Z partitionieren. Seien diese Z,
und Z5.

Angenommen Z; # (), so wire nach Lemma 32 (a) X; U Z5 ein &-
Paradies in G, grofler als X;. Widerspruch zur Maximalitdt von X;.
Also gilt Z5 = (.

Nach Lemma 32 (b) ist dann X, ein o-Paradies in G. O
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Fazit. Der Beweis des Satzes 29, dass jedes Paritédtsspiel determiniert ist und
uniforme Strategien zulésst, liefert auch ein rekursives Verfahren zum Losen
von Paritéatsspielen.

8.6 Komplexitit

PARITYGAME: Gegeben ein endliches Paritétsspiel (jetzt wieder ein Min-
Paritétsspiel), hat Spieler 0 eine Gewinnstrategie?

Satz 33. PARITYGAME € NP N co-NP.

Beweis. NP-Algorithmus: Rate positionale Strategie fiir Spieler 0 und iiber-
priife, ob dies eine Gewinnstrategie ist. Noch zu zeigen ist, dass die Uberprii-
fung in Polynomzeit moglich ist.

co-NP-Algorithmus: Teste, wie oben fiir Spieler 0, ob Spieler 1 eine Gewinn-
strategie hat. O

WINNINGSTRATEGY: Gegeben ein Spiel G = (V, Vy, Vi, E,vg, ) und o: Vy —
V' positionale Strategie. Frage: Ist o eine Gewinnstrategie fiir Spieler 07

Idee. fiir einen Polynomzeitalgorithmus, der WINNINGSTRATEGY 16st. Be-
trachte H = (V,F) mit F = (EN (V3 x V)) U und fiir jedes ungerade
i € Bild(m) auch

Hy = (V\ {v € V | n(v) < i}, F O (W; x W})).
— W,
Dann gilt: o ist keine Gewinnstrategie fiir Spieler 0 genau dann, wenn es gibt

i € Bild(7) und starke Zusammenhangskomponente C' in H; mit folgenden
Eigenschaften:

e (' ist von vy in H erreichbar
e C enthilt v mit m(v) =14
Laufzeit: |V|- (|E| + |V]).

Bemerkung 34. 1. Es gibt Algorithmen, die sehr effizient sind, von de-
nen man aber weder zeigen kann, dass ihre Laufzeit polynomiell ist,
noch, dass sie superpolynomiell ist. Stichwort: policy iteration.

2. Der beste bekannte Algorithmus, dessen Laufzeit abgeschéitzt werden

kann, hat Laufzeit O(d - m - ({5 )L4/2]) wobei d die Anzahl der Prio-

ritdten, m Kanten, n Knoten und braucht polynomiellen Platz (M.
Jurdzinski). Alternative von H. Seidl mit hoherer Platzkomplexitét.
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3. Es gibt Algorithmen, die auf bestimmten Graphklassen, in polynomiel-
ler Zeit laufen (beschrinkte Baumweite, beschrinkte Hyper-Baumweite,
entanglement, ... ).

4. Beste Kompl.-theor. Schranke: UP N co-UP (UP — eindeutig, max. ein
akz. Lauf) (M. Jurdzinski)

8.7 Mean Payoff Games
Ein mean payoff game ist ein Tupel (Vy, V1, E, v, v, d, w) mit
o 1, V1, E enthélt keine Sackgassen.
e v € N ist ein Schwellwert.
e d € N ist das maximale Gewicht.
o w: B —{—d,... d}.
Spieler 0 gewinnt Partie 7 genau dann, wenn

t—1
lim inf n w(m(i),7(i+ 1)) > v.

t—o00
=0

el-d.d]

Eine Variante, genannt discounted, fithrt ein A € (0, 1) ein. Dann gilt folgende
Gewinnbedingung;:
Spieler 0 gewinnt Partie 7 genau dann, wenn

(1—X\) Z Nw(m(i), m(i 4+ 1)) > v.

(.

eld.d]
(Die Summe konvergiert, da > A" absolut gegen ﬁ konvergiert)

Es ist leicht, Paritdtsspiele in (discounted) mean payoff games zu iibersetzen.
Also: Algorithmus mit erwarteter Laufzeit 20(vV™),
Die Komplexitit dieser Spiele ist noch offen.
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8.8 Neue Gewinnbedingungen

Voraussetzung: alle Knoten sind gefarbt, d. h., es gibt eine Farbung c: V — C
mit C' := {0,...,d—1}. ¢ kann in natiirlicher Weise auf V'* erweitert werden,

durch ¢(m) = {c(v) | F € N:v =7(i)} fur 7 € V¥.

Rabin-Bedingung: {(Lo,Uy),...,(L,—1,U,_1)} mit L;, U; C C. Die Partie
7 ist gewinnbringend fiir Spieler 0, falls ¢ < r existiert, so dass L; N
inf(c(r)) = 0 und U; Ninf(c(nm)) # 0.

Streett-Bedingung: {(Lo,Up),...,(L,—1,U,_1)} mit L;, U; C C. Die Par-
tie 7 ist gewinnbringend fiir Spieler 0, falls fiir alle ¢ < r gilt: falls
L; ninf(e(n)) # 0, so U; Ninf(c(r)) # 0.

Muller-Bedingung: F C 2¢. Die Partie 7 ist gewinnbringend fiir Spieler
0, falls inf(c(m)) € F.

leads-to-Bedingung: {(Lo,Uy),...,(L,—1,U,_1)} mit L;, U; C C. Die Par-
tie 7 ist gewinnbringend fiir Spieler 0, falls fiir alle ¢ < r und j < oo
gilt, wenn ¢(7(j)) € L;, so existiert j* > j mit ¢(w(j')) € U;.

Gegeben sei G mit minimaler Paritdtsbedingung 7: V' — {0,...,m — 1}.
als Rabin-Bedingung: {(0, 7=1(0)), (z=*(1), 7~ 1(2)), (=71 ({1, 3}), 77 *(4)), ... }
oder {(0, 771(0)), (=71 ({0,1}), 77 *({0,1,2})), (=*({0,1,2,3}), 7 1({0, 1,2, 3,4})),... }

(Rabin chain condition) ... Umwandlung in Farben durch weglassen der 7.

Dualitéit zwischen Rabin- und Streett-Bed.: 7 erfiillt Rabin-Bed. {(Lo, Uy), . . ., (Ly—1,Ur—1)}
nicht gdw. 7 erfiillt die folgende Streett-Bed. {(Uy, L), - . ., (Up—1, Lr—1) }.

Beobachtung. Es gibt Streett-Spiele, die Spieler 0 gewinnen kann, aber
nicht mit einer positionalen Strategie. Zum Beispiel folgendes Spiel

1
— O
™
Fl

mit Streett-Gewinnbedingung {(V, {1}), (V. {2})}.
Analoge Aussage fiir Rabin-Spiele.

Ziel. Reduziere Rabin-, Streett- und Muller-Spiele auf Paritatsspiele.

28



Rabin — Muller: F ={F |3i: FNL, =0AU,NF # 0}

Betrachte die folgende Datenstruktur latest appearance record (with hit):
Sei C' ein Alphabet und ¢ ein neues Symbol. Sei I die Menge aller Wor-
ter iiber C'U {¢}, in denen mindestens ¢ vorkommt und jeder Buchstabe
hochstens ein mal. Definiere dann update: I x C' — I durch

update(ud:v, c) — wodiwc UV = WoCw, ¢ € a(uv)

¢uve  sonst

Dabei sei a(x) die Menge der in x vorkommenden Buchstaben.

Lemma 35. Sei u € C¥ und ly,ly,... definiert durch lo = ¢ und l;y1 =
update(l;, u(i)). Sei p; diejenige Position mit l;(p;) = ¢. Dann gilt fir jedes
J:

(a) allp) \ {¢} = a(ul0,5]).

b) Fiir c # ¢ € C gilt: Falls 1,11 = wocdwicwy ist, so ewistieren vy, vy, SO
g 7+
dass u]0, j| = vocvy ist mit ¢ ¢ a(vy).

Auferdem: Sei i = liminf {p; | j > 0}, d.h. der kleinste Indez, an dem der
Marker ¢ unendlich oft auftritt. Sei zudem ng die kleinste Position mit |l,,,| =

\lng+1] = |lng+2] - - - sowie min{p; | j > no} >i.
|4
| I T (u)
)
........................... i :ﬁéﬁ o
-‘iﬁﬁﬁﬁﬁﬁ ] a R li
’|Z,‘| cons'i).

(¢) Fliir jedes n > ng mit p, =i gilt dann: a(l,[i + 1,]|1,])) = inf(u).

(d) Seing > ng minimal mit py, = i. Dann gilt fir allen > ng mit |inf(u)| =

k, dass a(suffixgy1(ln)) = inf(u) U {¢} ist.
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Beweis. (a) per Induktion iiber j
(b) per Induktion tiber j:

TA trivial

IS Seicy =u(j+1). Dal;;y und l;42 ohne ¢ und ¢y gleich sind, brauchen
wir nur die Fille ¢ = ¢y und ¢ = ¢y zu betrachten.

1. Der Fall ¢ = ¢y. Sei lj1o = wodwicowy, dann folgt wy = e.
Wihle vy = u[0, 5] und v, = €.

2. Der Fall ¢ = ¢y. Sei lj11 = woc'wicows, das ergibt aber einen
Widerspruch, da [;,5 auf ¢y enden muss.

(c) Sei ny minimale Position mit a(u[ny, 00)) = inf(u), und sei ny minimal
mit a(ulng, ny)) = inf(u).

Fiir alle j > ny gilt dann: suffix,1({;) = inf(u) U {¢}, dies folgt aus b).
(d) ... O

Lemma 36. Sei u wie oben und | = lgly.... Sei F eine Muller-Bedingung
tber C'. Dann sind dquivalent:

(i) w ist gewinnbringend fir Spieler 0 bzgl. F.

(i) 1 ist gewinnbringend beziglich der folgenden Rabin-Bedingung Q fir
Spieler 0:

Q={(Lr,Ur)| FeF}
Lr =A{wo¢w: € Ic | [wi] > [F[}
Up = {wotw, € Ic | a(wy) = F}

Beispiel 37. Sei F = {po, pi, p-} fiir folgendes Spiel

N2
\@/

Spieler 0 hat eine Gewinnstrategie A mit Gedéchtnis A = ({po, pi, o}, {l,7},1,6),
wobei ¢ gegeben ist durch folgende Transitionstabelle:
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A ist dann gegeben durch A(I, po) = p, und A(r, py) = py.

Satz 38. In Rabin-Spielen (bzw. Streett-Spielen) hat Spieler 0 (bzw. Spieler
1) eine uniforme Strategie.

Teil I11
Endliche Automaten auf
unendlichen Wortern

9 Einfiihrung

Ein endlicher Automat auf unendlichen Wortern, auch endlicher w-Automat
gennannt, ist ein Tupel A = (A, Q,qr, A, Q) mit der Akzeptierbedingung 2,
welche eine Biichi-, Rabin-, Streett- oder Muller-Bedingung ist. A C @) x A x
Q.

Biichi-Automaten sind solche mit 2 = F C (). Ein Lauf eines Biichi-Automaten
erfillt F, falls ein Zustand aus F' unendlich oft besucht wird.

A akzeptiert u € A, falls es einen Lauf von A auf u gibt, der Q erfiillt.
L(A) ={u e A¥ | A akz. u}.

Beispiel 39. (a) Die Sprache L = {u € {a,b}* | a € inf(u)} wird von fol-
gendem det. Biichi-Automaten erkannt:

a b
R
m b \ 4

—@_"e
a

(b) Die Sprache L = {u € {a,b}* | {a,b} = inf(u)} wird von folgendem nicht-
det. Biichi-Automaten erkannt:
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Es gibt aber auch det. Biichi-Automaten, die L erkennen.

(c) Die Sprache L = {u € {a,b,c}* | a,b € inf(u)} wird von folgendem det.
Biichi-Automaten erkannt:

(d) Die Sprache L = {u € {a,b}* | a endlich oft} wird von folgendem nicht-
det. Biichi-Automaten erkannt:

a,b b
y, O
4>.4>©

Es gibt keinen det. Biichi-Atuomaten, der L erkennt!

Satz 40. Die Sprache L = {u € {a,b}* | a ¢ inf(u)} wird von keinem deter-
ministischen Biichi-Automaten erkannt, aber von deterministischen Rabin-,
Muller- oder Streett-Automaten.

Beweis. Durch ein Cut-and-Paste-Argument, oder auch Pumping-Argument.

uk[O,ik) ul[ikvil) ul[ikvil)
a a a T
o I% v v S
' qo'€F q1'€F kuEF qzéF
Q= qr, k<l

Angenommen es gibt einen det. Biichi-Automaten A, der L erkennt. A ak-
zeptiert dann insbesondere uy = 0. In der Berechnung von A auf uy wird
irgendwann, etwa nach ig Schritten, ein Zustand gy € F erreicht. Setze
up = upl0, ip)ab” = bab”. v, ist auch in L, also wird A auch bei der Berech-
nung auf u; nach etwa i; > 7y Schritten in einem Endzustand ¢; € F' landen.
Setze wiederum uy = uq[0,41)ab”. Dieser Prozess ldsst sich wiederholen, bis
einer der Endzustdnde qg, qp,... doppelt auftritt, d.h. ¢ = ¢ fir & < L.
Dann folgt, dass A das Wort w0, ix)(w[ig, 4;))*, welches unendlich viele a
enthélt, erkennt. Ein Widerspruch. O]

Definition 41. L C A“ heif3t requldr, falls L von einem endlichen w-Automaten
erkannt wird.
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Satz 42. Fulls L regulir ist, so wird L von einem nicht-deterministischen
Biichi-Automaten erkannt.

Beweis. Es reicht zu zeigen: L wird von einem ndet. Muller-Automaten er-
kannt = L wird von einem ndet. Biichi-Automaten erkannt.

D,

Sei A = (A,Q,q;, A, F) ein Muller-Automat. Daraus kann man folgenden
Biichi-Automaten konstruieren: A’ = (A, @', ¢;, A, F') mit

QIZQU(QXfX{Ov"'7|Q|})

QQZQI

A =AU{(q.a,(¢,F0)|(¢ga,¢) €A, FeFru ] Ap
FeF

Sei F'={qo,...,q—1} € F. Definiere

Ar={((qg,F,1),a,(¢,F,1)) | (¢,a,¢') € A,q,d € F.q' # q;,i <71}
U{((¢g, F,i),a,(¢", Fyi+1)) | (¢.a,¢") € Ayq,¢d € F,¢' = q;,i <r}
U{((¢,F,r),a, (¢, F,0)) | (¢,a,q) € A,q,q € F}

F'={(q, F,|F|) | F € F}

10 Konstruktion von Muller-Schupp

Ziel. Zu gegebenem (nicht-det.) Biichi-Automaten A = (A, @, qr, A, F') wol-
len wir einen dquivalenten deterministischen Rabin-Automaten D = (A, @', ¢}, 6, Q2)
konstruieren.

Idee. Sei S eine endliche Menge von Baumen, die den bisherigen Berech-
nungsbaum kodieren.
Ein Zustand s ist gegeben durch:
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Endlicher Bindrbaum (keinen Nachfolger oder zwei Nachfolger, mit ge-
ordneten Nachfolgern)

Knoten aus einer Menge N (Namen) mit Anzahl |[N| = 3]|Q)|.
Beschriftung aller Knoten durch Farben griin, gelb und rot.

Beschriftung der Blétter durch Mengen von Zustédnden, alle p.w. dis-
junkt, d.h., Anzahl der Blatter < |Q|, also Anzahl der Knoten <
2|Q| — 1, da Anzahl der inneren Knoten < |Q| — 1.

Anfangszustand: {41 rot

Ubergangsfunktion: Wird beschrieben durch Alg., der aus gegebenem Zu-
stand/Baum s und gegebenen Buchstaben a einen neuen Zustand/Baum s’

konstruiert.

1. Farbe jeden griinen Knoten in einen gelben um.

2. Wende auf die Blatter die Potenzmengen-Konstruktion bzgl. A an.

3. Spalte die Blatter-Zustands-Beschriftungen in End- und Nichtendzu-
sténde auf und erzeuge dafiir neue Kinder, links griin, rechts rot. Ent-
ferne alte Zustands-Beschriftung.

4. Streiche mehrfach vorkommende Zustinde: Behalte am weitesten links
stehendes Vorkommen.

5. Entferne alle Knoten, von denen aus nur Blétter erreichbar sind, die
mit () beschriftet sind. (Falls nichts mehr iibrig bleibt, d.h. der leere
Baum, wird die Berechnung nicht fortgesetzt)

6. Ziehe jeden Knoten, der genau einen Nachfolger hat, mit diesem zu-

Salniern:

e der Nachfolger verschwindet
e Farbe des Knotens:

— griin, falls Nachfolger gelb oder griin
— bleibt, sonst

[Iteriere dies, bis keine Knoten mehr zusammen gezogen werden kon-
nen.|
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Rabin-Bedingung 2 = {(Ly,, Uyy), -+ (Ly, ,, Uy, )} mit N = {vg,..., 0.1}
und
L,, = {Zustand s | v; gehort nicht zu s}

U,, = {Zustand s | v; gehort zu s und ist grin}

Bemerkung 43. Die Anzahl der Zustédnde des deterministischen Rabin-
Automaten ist 296" Frage: Gilt dies auch bei deterministischen Muller-
Automaten? Dies ist bisher unklar, evtl. reichen 20,

Folgerung 44. Die von Biichi-Automaten erkannten Sprachen (w-regulire
Sprachen, oder regulire w-Sprachen) sind unter Komplementbildung abge-
schlossen.

Beweis. Aus gegebenen Biichi-Automaten A konstruiere dquivalenten deter-
ministischen Muller-Automat (A, @, qr,0, F). Betrachte dann den Automa-
ten B = (A,Q,q,6,{F CQ|F ¢ F}). Dann gilt L(A) = A\ L(B). Wandle
dann noch B in einen Biichi-Automaten um. m

11 Anwendung

Monadische Theorie der natiirlichen Zahlen mit Nachfolger (und <).
Logik 1. Stufe besteht aus:

e Signatur ¥ von Symbolen fiir Konstanten, Funktionen und Relationen
e Variablen

e Termen: aufgebaut aus Variablen und Symbolen fiir Konstanten unter
Verwendung der Symbole fiir Funktionen

e atomare Formeln: ¢ = ¢’ fiir Terme ¢, ¢/, R(to,...,t,—1) mit R n-stelliges
Relationssymbol

e Formeln: aus atomaren Formeln unter Verwendung von A, V, — und den
Quantoren dx, Vz

e Interpretation: Variablen werden durch Elemente des Grundbereichs
interpretiert.

Monadische Logik 2. Stufe besteht zusétzlich aus:
e Mengen von Variablen fiir Mengen von Elementen des Grundbereiches,

X,Y,...
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e atomare Formel: Xt, X Variable fiir Menge, ¢t Term. Statt Xt¢ schreiben
wir auch t € X.

e Quantoren fiir Mengen-Variablen: 4X, VX

e Interpretation: Belegung der Mengen-Variablen durch Mengen von Ele-
menten des Grundbereichs

Hier: eine Struktur 9 = (N, suc) mit suc = {(i,7 + 1) | i € N}.
Thy (9%) = {Menge aller mon. Formeln ¢ ohne freie Var. | 9 F ¢}

Satz 45. Thy, (9N) ist entscheidbar.

Hintergrund:
e Thy(N,+,) ist nicht entscheidbar.
e Th; (N, +) ist entscheidbar.

(
e Th;(N, ) ist entscheidbar.

Th; (R, +, ) ist entscheidbar.
Beispiel 46. (a) ,x = 0“

—3Jy(suc(y, x)) oder Yy—suc(y, x)

(b) o <y

VX((x € X AV2VZ (2 € X Asuc(z,2) = 2 € X)) mye X)A—~y=1)

. J

—~
»X enthélt  und alle Nachfahren von z“

(c) , X =Y«
Ve(re X —xe€Y)

Korrespondenz zw. Modellen von Formeln und Mengen von w-
Woértern

Zur Variablenbelegung 3: {Xo, ..., X,_1} — 2" betrachte w-Worte ug iiber
{0,1}" mit

1 e p(X))

ug(i) = (ag, ..., a,1)" mit a; = ;4 €N,

0 sonst
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Zum Wort u € ({0,1}")* betrachte 3,: {Xo,..., X, 1} — 28 mit
Bu(X;) = {i | u(i) hat Eintrag 1 in Zeile j} = {7 | [u(z)]; = 1}.

Sei ¢ eine monadische Formel mit freien Variablen unter Xy, ..., X,,_1. Dann
sei

Ln(p) = {u e ({0,1}")% | M, Bu F o} .
Satz 47. Fir jede monadische Formel ¢ ist L,(yp) eine requldre w-Sprache.

Beweis. Durch Induktion iiber den Aufbau der Formel.

Problem: Zwischenformeln kénnen auch Erste-Stufe-Variablen als freie Va-
riablen haben.

Idee: Kodiere Position ¢ bzw. Belegung von x; durch ¢ durch die Einermenge
{i}. Die Belegung 3: {Xo, ..., X0 1} U{Yo, -+, Um_1} — 2YUN wird also zu
einer Belegung 3': {Xo,..., X 1, Y0, ..., Y 1} — 2V mit 3(X;) = B3(X;)
und G'(Y;) = {A(y:)}.

Zu einer Formel ¢ = ¢(Xo, ..., Xn—1,Y0, - - - s Ym—1) €l Ly () = {ug | M, B E ¢}
Die Induktionsbehauptung ist dann, fiir jedes ¢ = ©(Xo, ..., Xpn_1,Y0s -« - s Ym—1)
gilt, L, (p) ist eine regulédre w-Sprache.

Sei A ={0,1}"*" und L, ,,, = {ug | § ist eine Belegung}. Man kann zeigen,
dass L, w-regulér ist.

TA: Wir zeigen die Induktionsbehauptung fiir atomare Formeln:

e o= (y; =y;), Bi<j:Sei A folgender Biichi-Automat:

Dann gilt L, ,,,(¢) = L(A) N L,, 1, also w-regulér.
o ¢ =suc(y;,y;), i< j: Sei B folgender Biichi-Automat:




Dann gilt L, ,,(¢) = L(B) N Ly, 1, also w-regulér.
o v =X,y; (=y; € X;): Sei C folgender Biichi-Automat:

Dann gilt L, ,,(¢) = L(C) N L,y 1, also w-regular.

IS: Alle Formeln kénnen so formuliert werden, dass nur die Symbole =, V,
3X; und Jy; verwendet werden.

e = —): Dann gilt

reg. nach IV

—
Ln,m(@) = Ln,m(_‘lﬁ) = (Aw \ Ln,m(@z)) ) N Ly m-

reg. nach Folg. 44

Also ist Ly, ,(¢) w-regulir.
e © =1 V 1y Dann gilt

Ln,m(@) - Ln,m(qvbl V ¢2) - Ln,m(wl) U Ln,m(l/}Q)

reg. nach IV reg. nach IV

Also ist Ly, ,,(p) w-regulér.

e © = 3X;1: Sei A der Biichi-Automat fir L, ,,,(¢). Fallsi <n—1,
erhdlt man den Automaten fiir L, ,,(¢) durch Ersetzen von jeder

Transition
° 7/ . e durch L Ml e

Falls i = n—1, so erhélt man den Automaten fiir L,,_1,,(¢) durch
Ersetzen von jeder Transition

i—n1~>@ i=n—1—| —
' durch ::

e ———>0 o

Also Streichen der (n — 1)-ten Zeile in den Transitionen.
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o o = Jdy;o: Wie dX;9, zusétzlich N mit L,, ,. Bei j = m — 1 auch
wie oben. O

Satz 48. Zu jeder reguliren w-Sprache L C (({0,1})™)¥ gibt es eine Formel
v =p(Xo,...,Xpn_1) mit L,(p) = L.

Beweis. Sei A = ({0,1}",{so, .-, Sm-1}, S0, A, F') ein Biichi-Automat, der L
erkennt. Definiere ¢ wie folgt:

w:=3Y,... EIYm_l{,,Yi bilden Partition“ A

»0 € Yo A
VaVy [suc(x,y) — \/ <Yix/\ij/\ /\ Xz A /\ _'X¢ZE>:|/\
1,5,a: i<n i<n
(Si,(l,S]')GA a;=1 a;=0
Vady (,,x < y“ A \/ Yw)}
i:5;,€F

Wir miissen noch die Formeln zu den Ausdriicken ,,Y; bilden Partition®, ,,0 €
Yo“ und ,,z < y“ angeben:

e . x < y“: siehe Beispiel 46 (b).
o .0 € Yy JaVy(—suc(y,x) A Yox).

e Y, bilden Partition®:

YV [K/ Yz A /\ (Yix — ﬂY}x)]

1=0 1,7:1<J

Intuition: Die Y; geben an, in welchem Zustand der Automat ist. j € Y;
bedeutet, der Automat ist nach dem j-ten Schritt im Zustand s;. m

Folgerung 49. Jede monadische Formel ¢ = ¢(Xo,..., Xp_1) ist dquiva-
lent zu einer existentiellen (universellen) monadischen Formel, d. h., von der
Form 3Yy...3Y,, ¢ (VYy...VY,,_1¢) mit b ohne Mengen-Quantoren.

Beweis. existentiell: ¢ Satz 47, L.(p) Satz 48, o'

universell: Komplementbildung und dann wie oben. O]

Satz 50. Die Thy (N, suc) ist nicht elementar entscheidbar (rekursiv).
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Ohne Beweis.

n

Eine Sprache L ist elementar rekursiv genau dann, wenn L € Time(2% )
(- - - “ steht fiir eine feste Hohe). Statt Time gilt auch Space.

Teil TV
Endliche Automaten auf
unendlichen Baumen

Ein unendlicher Baum iiber dem Alphabet A ist der vollstéindige Bindrbaum
mit einer Knotenbeschriftung aus A.

O,b‘(////////// | \\\\\\\\\\**1,a
N N

00, a 01,a 10, b 11,¢

SN SN SN SN

Formal ist ein unendlicher Baum ¢ eine Abbildung ¢: {0,1}* — A. Die Men-
ge aller Bdume iiber A nennen wir T)4. Eine Baumsprache iiber A ist eine
Teilmenge T C T)y.

Ein Muller-Baumautomat ist ein Tupel A = (A, Q, q;, A, F) bestehend aus
e ecinem Alphabet A,
e einer endlichen Zustandsmenge @),
e cinem Anfangszustand gq; € Q,
e ciner Ubergangsfunktion A C Q x A x Q x Q und
e ciner Akzeptierbedingung F C 29.

Analog: Rabin-, Streett-, ... Baumautomaten.
Der Lauf eines Automaten A auf einen Baum ¢ ist ein Baum s € Ty mit

e s(¢) = ¢; und

o fiir alle u € {0,1}* gilt (s(u),t(u), s(u0), s(ul)) € A.
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Ein Lauf s heifit akzeptierend genau dann, wenn fiir alle o € {0, 1}* das Wort
sla = s(e)s(a(0))s(af0,1])s(]0,2]), ... die Akzeptierbedingung F erfiillt.

Beispiel 51. (a) Die Sprache T' = {t € T{o; | es kommt ein a vor in ¢} wird
vom Muller-Automaten ({a, b}, {qsuch, Gok }» Gsucn, s {{qox } }) mit

A ‘ Gsuch Gok
a (qok7 qu) (QOka QOk)
b (qsucha QOk)7 (qoka QSuCh) (QOka QOk)

erkannt.

(b) Die Sprache T' = {t € T(,4 | es gibt endlich viele a in ¢} wird vom Muller-
Automaten ({a, b}> {Qaa qu}? 4a, Aa {{QOk}}) mit

A ‘ 4a Qok
(Q(m Qa)a <QOk7 qu)
(th Qa); (%k, qu) (qu7 QOk)

a
b
erkannt.

(c) Die Sprache T = {t € T(opy | es gibt unendlich viele a in t} wird vom

Muller-Automaten ({a, b}7 {QSuCh7 ok Qa}a Gsuch; A, {{QOk}7 {qa}’ {Q(m QSuch}})
mit

A \ I Gok Ga

erkannt.

Sei t: {0,1}* — A ein Baum. Ein wunendlicher Pfad ist = € {0,1}*. Ein
endlicher ist m € {0, 1}*. |, ist die Beschriftung des Pfades € A® = A*UA.
Sei 7 ein endlicher Pfad, dann ist ¢ |,= s mit s(u) = t(7u).

Lemma 52. Seit € T, ;. Dann sind dquivalent:
(i) [t} (a)| = oco.
(ii) Es gibt einen unendlichen Pfad m und iy < iy < iz < ..., so dass gilt:

(a) t(7[0,4;]) = a fir alle j oder
(b) t; =t | n[0,i;)(1 —w(i; + 1)) enthdlt a fir alle j.

Beweis. (ii.a) — (i): Klar!
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(ii.b) — (i): Seid, endlicher Pfad derart, dass t;(d;) = a. Dann gilt ¢(7[0, i,](1—
7(i;+1))0;) = a. Sei p; = w[0,4;](1 — w(i; + 1))d;. Zeige noch: p; # p;r
fur alle j < j'. Es gilt aber: p; = 7[0,4;](1 — 7(i; +1))... und p; =
7[0,4]m(i; + 1) ..., also p; # py.

(i) — (ii): 1. Schritt: Konstruiere unedlichen Pfad 7 mit folgender Eigen-

schaft: Fiir alle ¢ gilt |(¢ | 7[0,4)) ' (a)] = oco. Konstruktion per
Induktion:

TA ¢ =0: immer erfiillt.
IS ¢ > 0: Dann gilt

(t | 7[0,4)) " (a) =(t | 7[0,)0)" (a) U (t | 7[0,4)1)"*(a)

[ (.

-~ -~

BO Bl

O (@) #a
{i} sonst

Nach Schubfachprinzip folgt dann aus |(¢ | 7[0,7)) " (a)| = oo
(IV), dass |By| oder |B;| = oo gilt. Falls |By| = oo, setze
7(i) = 0, sonst 7(i) = 1.

2. Schritt: Zeige (b) unter der Annahme, dass (a) nicht gilt. Dazu: Falls
(a) nicht gilt, so gibt es ein n mit 7 (i) # a fiir alle ¢ > n. Kon-
struiere i < i1 < ... induktiv.

IA k= 0: Da|(t | 7[0,n])"'(a)| = oo existiert ein u mit ([0, i|u) =
a. Sei j maximal mit 7[i + 1,7 + j] = [0, 7). Behauptung:
J < |u]. Falls ndmlich j = |u|, so 7[i + 1,7 + |u]] = u, also
7[0,7 + |u|] = [0, d]u, d.h., t(7[0,i + |u|]) = a, Widerspruch.
Setze nun ig =1 + j.

IS k£ > 0 Definiere iy, wie ig, aber ausgehend von i;_; + 1 anstelle
von n. [l

Lemma 53 (Konigslemma). Ist t C N* ein gerichteter Baum (prifiz ab-
geschlossen) mit unendlich vielen Knoten und gilt Grad(v) < oo fir jeden
Knoten v, so besitzt t einen unendlichen Pfad.

Ohne Beweis.

42



12 Abschlusseigenschaften regulirer Baumspra-
chen

Lemma 54. Seien T,T" C T4 regulire Baumsprachen, so ist auch T U T’
eine requldre Baumsprache.

Beweis. Seien A = (A,Q,qr, A, F) und A" = (A, Q’, ¢}, A', F') Baumauto-
maten mit T(A) = T und T'(A’) = 7" und Q@ N Q' = 0. Dann gilt fir A, =

(A, QUQ'U{qn}, an, AUAN'U{(gn, @, g0, ¢1) | (q1/4)s s qo, ) € AU A} FU
F):T(Ay) =TUT. O

Ein Spiel G(A,t) zur Beschreibung, dass ein gegebener Automat A einen
gegebenen Baum t akzeptiert:

e zwei Spieler:

— Automat (Spieler 0, auch A genannt), wihlt Transition
— Pfadfinder (Spieler 1, auch P genannt), wéhlt Richtung

e Positionen fiir Spieler 0 (A): Py = (7, q) € {0,1}* x Q

e Positionen fiir Spieler 1 (P): P, = (7,9) € {0,1}* x A

e Ziige fiir Spieler 0 (A): ((m,q), (7,9)), falls § = (q,t(7), g0, q1) € Delta
e Ziige fiir Spieler 1 (P): ((7,d = (q,a,q0,q1)), (7b, q)) fiir b € {0, 1}

e Anfangsposition: (e, qr)

e Pfade sind von der Art (8, qO)<8, (50)([)0, Q1)(b07 51)<b0b1, QQ)<b0b1, 52) e
Sie sind gewinnbringend fiir Spieler 0 (A) genau dann, wenn gyq1qs . . -
gewinnbringend bzgl. F ist.

Lemma 55. Spieler 0 (A) gewinnt G(A,t) genau dann, wenn t € T'(A).
Beweis. ,=* Dann besitzt Spieler 0 (A) eine Gewinnstrategie o: P*P, —

P,. Definiere einen Lauf s und Baum d iiber A induktiv:

—s(e)=w
— Sei s(m) = q definiert mit |7| = n und sei d(7[0,n — 1)) definiert,
falls m # ¢. Betrachte

u=(e,5(¢))(e, d(e))

(7[0, 1), 5(w[0,1)))(7[0, 1), d(7[0, 1))
(7[0,2), 5(w[0,2)))(7[0, 2), d(w[0, 2))) ..
(7[0,n = 1), s(x[0,n = 1)) (w[0, 7 — 1), d(w[0, n — 1)) (m, q)-
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Beachte: u ist konform mit o. Sei § = (¢, a, qo, ¢1) = zweite Kom-

ponente von o(u). Setze dann d(w) = § und s(wb) = ¢, fir
be {0,1}.

<= Gegeben: Lauf s. Konstruiere o!

Definiere:
ol () = (m, (s(m), 1 (), 5(x0), 5(w1))).

Zeige noch: Strategie und Lauf sind gewinnbringend bzw. akzeptierend.

[
Folgerung 56. Spieler 1 (P) gewinnt G(A,t) genau dann, wenn t € Ty \
T(A).
Bewers. Folgt aus Determiniertheit. Il

Idee (fiir einen Komplementautomat). Der Komplementautomat rit eine
Strategie von Spieler 1 (P) und verifiziert sie!

Betrachte das Verifizieren separat:

Gegeben: {qo, - .., ¢n_1}, Anfangsmenge @), Alphabet B, Transitionsrelation
A CQ x B xQ (E ginge auch B = 29*?) Akzeptierbedingung F.
Gesucht: deterministischer Automat B = (B,Q®,...) mit B akz. beb; ...
gdw. fiir alle goqy ... mit g0 € Qr, (i, bs, ¢iv1) € A gilt inf(gog ...) & F.

Fiir alle qoqp ... mit g0 € Qr, (¢i,bi,qiv1) € A gilt inf(qoqr...) ¢ F gdw.
nicht 3goq; . .. mit qo € Qr, (¢i, b, giv1) € A und inf(qoq; ...) € F. D.h. B er-
héalt man aus (B, Q, Qr, A, F) durch Komplementierung und anschliefender
Determinisierung.

Zusétzlich brauchen wir einen Automaten fiir die Aktualisierung des Ge-
diichtnisses fiir die Strategie von Spieler 1 (P): C = (C,Q%,q%, %) mit
C=AU{0,1}.

A+B+C—6

mit A gegebener Baumautomat, B konstruierter det. Muller-Automat, C det.
endl. Halbautomat und ¢ der gesuchte Baumautomat.
Zustandsmenge:
o QCxAA B QAXQC
= 1 X X 2
Q {01} Q ‘ ,
Abb. QCxAA—{0,1}geratenene Str. f. Pfadfinder ~ Aut. f. Pfadpriifung akt. Zustand des Gedéchtnisses

Akzeptierbedingung: Akzeptierbedingung von B in der mittleren Komponen-
te.
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Transitionsfunktion:
(0,5, M), a, (00, 50, M), (01, 51, M1))
wobei
e 0y und oy geraten werden, d. h. beliebig sind

e fiir alle (¢,b) € M und alle § = (¢, a, gy, q1) € A* wihlt Pfadfinder die
Richtung o (b, ). Formal:

Ty = {((q, b),8 = (q,a,q0,q1)) € M x A* | o(b,0) = 0}

T, = {((q, b),8 = (q,a,q0,q1)) € M x A* | o(b,0) = 1}

Moy = {(q0.6°(b, (3,0))) | ((4,).6 = (¢.a,90,¢1)) € To}
= {(40,6°(6°(5,9),0)) | ((¢,).6 = (¢, 0,90, @1)) € To}

M = {(q1.6°(b,(5,1))) | ((4,).6 = (a.a,90,01)) € Tr }
= {(01,6°(6°(0,6),1)) | ((¢,0),6 = (¢, 2,90, ¢1)) € T1 }

so=0"(s,{(¢,) | ((¢,0),0 = (¢,a,90,01)) € To})
S1 = 5B<S> {(Qa%) ‘ ((Qab)7(5 = (q,a,QQ,Ch)) € Tl})

Fazit. Baumautomaten sind abgeschlossen unter Vereinigung und Komple-
ment, also auch unter Schnitt.

13 Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems

Ein reguldrer Baum ist ein unendlicher Baum, der nur endlich viele Isomor-
phiklassen von Teilbdumen besitzt. Eine Reprdsentation R = (Q,qr,0: Q X
{0,1} = Q,\: @ — A) (Q endlich) induziert den reguldren Baum tg(7) =
)\(5*<QI7 ﬂ-))

Satz 57. Zu jedem Baumautomaten A ldsst sich eine Zahl ny bestimmen, so

dass gilt:
T(A) #+ 0 gdw. E|R(’R| <nayANitgr € T(A)

Beweis. Idee: Betrachte Spiel zwischen Spieler 0 (Baumkonstruktor) und
Spieler 1 (Pfadfinder), so dass Spieler 0 genau dann gewinnt, wenn 7'(A) # ().
Konkret:
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e Zustinde: Py = Q*, P, = A*
. ZUg: (Q7 (qa a, 4o, Q1))> falls (Q7 a, qo, q1) € AA und ((q7 a, qo, Ql)7 qO/l)

e Gewinnbedingung: Akzeptierbedingung von A auf F.

Behauptung: Spieler 0 gewinnt genau dann, wenn T'(A) # ().
Beweis: Wie im Automaten-Pfadfinder-Beweis.
Zur Grofe des Baumes: Nach alten Sdtzen gibt es auch eine Strategie mit
endlichem Gedéchtnis (latest appearance record with hit), nach der Spieler 0
gewinnt, wenn er iiberhaupt gewinnt. Diese ldsst sich in einen reguldren Baum
umsetzen. Sei dazu C der Gedéchtnis-Automat. Dann ist R = (Q,qr, 0, \)
definiert durch:
Q=Q"x Q"
qr = ...
5((¢*, ¢%),0) = (linker Nachfolger in Trans. o(¢*, ¢©), 6%(6%(¢%, o(¢*, ¢%)),0))
AM(¢*, ¢%)) = Beschriftung der Trans. o(q*, ¢%)

wobei o die Gewinnstrategie ist. m

Lemma 58. FEs ist entscheidbar, ob ein Baumautomat A einen requldren
Baum tr gegeben durch R akzeptiert.

Beweis. Zu gegebenem A und R konstruiere ein endliches Spiel G(A, R), so
dass gilt: Spieler 0 gewinnt G genau dann, wenn tg € T'(A).

Ansatz: Konstruiere G(A, R) wie G(A,t) (unendliches Spiel), aber geschickt
zusammengefaltet.

A:(Q7QI7A7F)a R:(S,S[,é,A)
P() =S x Q
P1 =S xA
((5,9), (s,(q,M\(5), g0, q1))) fiir jedes (g, A(s), qo,q1) € A — Ziige fiir Spieler 0
((s,(q,a,q0,q1)),(6(s,b),qp)) fiir jedes b € {0,1} — Ziige fiir Spieler 1

Anfangsposition: (s, q;), Gewinnbedingung: F auf der zweiten Komponente,
nur jede zweite Position. O]

Folgerung 59. Das Leerheitsproblem fiir Baumautomaten ist entscheidbar.
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14 Monadische Logik zweiter Stufe auf Bau-
men: S2S

S2S steht fiir Second-Order mit zwei Sucessor-Funktionen.
Die monadische Logik fiir die Struktur B = ({0, 1}*, suco, suc;) mit sucy =

{(u,u0) | u € {0,1}*}, suc; = {(u,ul) | u e {0,1}*}.
Satz 60 (Rabin). Thy(B) ist entscheidbar.
Ansatz: alles wie bei (N, suc), siche Abschnitt 11.

7Zu Variablenbelegung (3, ) mit 3: {Xo, ..., Xpm_1} — 2% und v: {zg,..., 2,1} —

{0, 1}* betrachte Baum t}: u — (v,w) € {0, 1} x {0, 1}" mit v(i) = 1 gdw.
u € B(X;) und w(i) = 1 gdw. vy(z;) = w.
Zup=pXo,..., X 1,%0,...,2,_1) betrachte T (¢ {t B,7) E go}.
Bemerkung: Ist ¢ eine Aussage, so gilt: B F 90((:) gp € ThM( ) &t €
T (p)(also t = Bindrbaum iiber ((),())) < T2(p) # 0.

Satz 61. Zu jedem ¢ = o(Xo,..., Xin—1,T0y...,Tn_1) ldsst sich A mit
T(A) =T"(p) effektiv konstruieren.

Beweis. Induktion iiber .
atomare Formeln:

e sucy/; (@i, z;): die Formel ist nicht erfiillbar. Jeder Automat, der () er-
kennt, tut’s.

o sucy(x;, x;), 1 # j, b € {0,1}: Automat entsteht durch Durchschnittbil-
dung eines Automaten A und des Automaten A” mit

A= ({QI,Qt};QI, {(QD (Uuw)7Qt7QI) ‘ w@) =1,b= 0}

U{(ar, (v,w),q1,q) [ w(i) =1,b =1}
U{(ar, (v,w),qr,qr) | w(i) =0}
U{(aq, (v,w),q1,q1) | w(j) =1}, 2{(1[’%})
und -
— ﬂ Bl
mit

= ({ar, @} a1, {(ar, (v, W), Gok Gor) [ w(i) =1}
U{(qr, (v,w),qr, gox) | w(i) = 0}
U{(ar, (v,w), gok, q1) | w(i) = 0}
U {(gok (v, W), ok, Gok) | w(2) = 0}, {{qo}}).
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® I, — Iy Azl
e 1, =x;, ¢ # j: Durchschnitt von B und A7 mit

B = ({¢}, a0, {(¢; (v,0),q,q) [ w(i) = w()}. {{a}})-
o z; € X; (Xjz;): Durchschnitt von C und A}, mit
C=({dta.{(g, (v,w),q.q) | (w(@) =1) — (v(j) = D}, {{a}}).

Induktionsschritt:

e v = —): Sei A" (¢) Automat fiir 77 (0). Dann ensteht A” (¢) aus
dem Komplementautomaten fiir A” (¢)) und A?” durch Durchschnitts-
bildung.

o v =1V A (p) = Vereinigung“ von A” (1)) und A" ().
o v =3X;¢: Sei A (¢) = (Q, qr, A, F). Dann ist
A%(@) = (Q> qr, {(qa (U7 UJ), qo, ql) | Elb((qv (U[Z/b]v w)a qo, Q1) S A)} aF)-3

Der Fall i = m — 1 ist ein Problem, wenn in ¢ X; frei vorkommt, denn:
Per IV erhidlt man nur A”,(¢) fiir m’ > m, Induktionsbehauptung
fordert aber A (p).

e ¢ = Jx;9: Analog und zusétzlich mit A7 schneiden. ]
Damit ist der Satz von Rabin (Satz 60) bewiesen.

Beispiel 62. (a) Suche p(X,) derart, dass T?(¢) = Menge aller Biume ¢
mit t(u) = (1) fir ein v (gdw.  F ¢ < Ju(u € [(Xy))). ,Es gibt
mindestens eine 1 im Baum.“

ElZE()(XofL’())

(b) ,x1 ist Nachfahre von xy“:

QOS(.I(), Il) IVX()[X0$0 VAN VIQ(XQ.TQ — 31’331’4()(01’3 AN XOI4/\

suco(xe, x3) A sucy (2, x4))) — Xox]

3v[i/b] bedeutet, dass der i-te Eintrag in v durch b ersetzt wird
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(c) ,Xo ist Antikette*:

©(Xo) = VaoVa (Xoxo A Xor1 Az = 21 — (mp< (20, 1) A< (21, 20)))
Satz 63. Thy,({0,...,k — 1}*,sucy,...,suc,_1) ist entscheidbar.
Beispiel 64. k£ = 4:

suce(xg, 1) ~» Jwa(sucy (zo, x2) A sucy(xs, 1))
Jz; ~» Jx; ,auf gerader Ebene* = Jz;(3Xo(Xo... ) A .. )

Lemma 65. ¢(z,x1) < |zo| = |z1| (0 und x1 haben dieselbe Tiefe) ist
nicht definierbar in S2S.

Beweis. Zeige, dass T¢(¢) nicht durch einen Baumautomaten erkannt wird.
O

Folgerung 66. Die folgenden Theorien sind entscheidbar:
o SkS — Monadische Theorie von k Nachfolgern
e SwS — Monadische Theorie von w vielen Nachfolgern, sucg,sucy,. ...
o SwB — Monadische Theorie von w vielen Nachfolgern, suc.
o Jweite-Stufe-Theorie der abzihlbaren linearen Ordnungen.

e Schwache monadische Theorie beliebiger linearer Ordnungen, X end-
lich, VY endlich.

o Jweite-Stufe-Theorie einer einstelligen Funktion tiber abzdihlbarem Grund-
bereich.

e Schwache monadische Theorie einer einstelligen Funktion.
e FErste-Stufe-Theorie boolscher Algebren mit Quantifizierung tiber Ideale.

Satz 67. Zu jedem Baumautomaten A iiber {0,1}* gibt es eine Formel
o(Xo, ..., Xg_1), so dass T(A) = TL(p) gilt.

Beweis. Wie bei Wortern: Man beschreibt die Existenz eines akzeptierenden
Laufes! O
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Fiir Informatik interessant:
e Informatik-Systeme durch Transitionssysteme beschreiben.
e Sperzifizifikation iiber Transitionssysteme in einer Logik formulieren.

e Uberpriifen, ob Spezifikation auf Inf.-System zutrifft (Trans.-Sys. erfiillt
Formel).

zwei Mechanismen, die aus einem Graphen mit entscheidbarer mon. Theorie
einen neuen Graphen mit entscheidbarer mon. Theorie machen:

e Abwickeln

e inverse rationale Abbildungen

Abwickeln

Gegeben sei (V) (E,)qea) mit V Menge von Knoten, (E,)qea € V x V Familie
von Kantenmengen.

Der abgewickelte Graph ist dann ((AxV)*, {a(a, v) LN ala,v)(b,w) | (v,w) € Eb}
Gegeben (G, B, (1p)pep) mit

o G = (V7 (Ea)aeA)v
e Alphabet B und

e zu jedem b € B sei r, ein regulirer Ausdruck iiber AU A (A =
{a|ae A}).

Dann sei G' = (V, (Ey)aeaU(FEz)aca) wobel E; = {(u,v) | (v,u) € E,}. Dann

ist G = (V, (Ep)pep) mit (u,v) € Ep, falls ex. Pfad in G’ von u nach v mit
Beschriftung a € L(ry,).

Beispiel 68. (a) Kellerautomat fiir Anzahl a = Anzahl b:

(b)

Teil V
Riickblick und Ausblick

In der Vorlesung wurden folgende Ideen betrachtet:
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o Alternierende endliche Automaten (Kozen und Stockmeyer entwickel-
ten diese Idee zunéchst fiir Turing-Maschinen) sind interessant fiir die
Zusammenhénge von Komplexititsklassen: Laf3t man alternierende Au-
tomaten fiir eine Zeitschranke zu, so erhélt man die nachsthohere Platz-
schranke und umgekehrt (z.B. AP = PSPACE, AL = P). Dabei hat
Stockmeyer auch als erster die Komplexitéit von SIS gezeigt.

Erweiterungen dafiir sind héufig durch die Informatik motiviert, z.B.
durch nebenléufige Systeme, die zu parallelel Automaten fithren (D.
Harel), oder durch Hierarchie-Konzepte (rufe Automaten innerhalb von
Automaten als ,Unterprogramme* auf etc., R. Alur). Die alternieren-
den Automaten dienen dabei zur Modellierung von offenen Systemen:
In einer spezifizierten Komponente muf fiir alle Umweltumgebungen ei-
ne Strategie existieren, dies kann man durch alternierende Strukturen
modellieren.

e Bei Spielen sind die Paritétsspiele und Algorithmen fiir diese wichtig
(Jurdzinski ist einer von vielen, die daran arbeiten).

Interessant ist es auch, Spiele auf unendlichen Graphen effektiv zu be-
handeln (Walukiewicz taucht hier oft auf). Dies ist wichtig, da man Sy-
steme in der Informatik haufig mit endlichen Strukturen nur begrenzt
modellieren kann — dann ist eine Représentierung eines unendlichen
Graphen durch geeignete Formalismen nétig, etwa durch einen Keller-
Transitions-Graphen, der die Zustédnde eines Kellerautomaten als Kno-
ten benutzt, und auf dem dann eine Muller-Bedingung definiert werden
kann.

Wichtig sind auch Spiele in Spezifikationslogiken (wie z.B. ATL, Alter-
nating Time Temporal Logic, oder Game Logic, Rohid Parikh).

e Omega-Sprachen gehen auf Biichi zuriick, wichtig ist auch Boris Trakh-
tenbrot, wobei die Komplementbildung solcher Automaten entscheident
ist (die hier durch Determinisierung betrachtet wurde). Die betrachtete
Konstruktion von Muller und Schupp zur Determinisierung ist zuerst
von Safra entwickelt worden.

Die moglichen bzw. untersuchten Erweiterungen sind sehr umfangreich,
zur Klassifizierung werden Topologien benutzt (Borel-Hierarchie).

e Bei den Baumautomaten ist die Alternierung die wichtigste Erweite-
rung, die studiert wird; aulerdem beliebige Verzweigung.

Rabin hat den spéter als Satz von Rabin benannten Satz ohne Zu-
hilfenahme der Spiele gezeigt, spéater haben Gurevich und Harrington
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die Idee gehabt, die Spiele fiir den Beweis zu nutzen, wobei die hier
vorgestellte Version des Beweises auf Zielonka zuriickgeht. Ausgehend
vom Satz von Rabin kann man versuchen, die Klasse von Graphen
zu bestimmen, die eine entscheidbare monadische Theorie haben (z.B.
Caucal-Hierarchie) — und dafiir die effiziente Auswertung von monadi-
schen Formeln zu betrachten, hierzu gibt es zahlreiche Untersuchungen
(z.B. Courselle).

Zudem ist die Komplexitét hier eine wichtige Frage — lassen sich Logiken
mit gleicher Ausdrucksstéirke, aber geringerer Komplexitét finden? Am
wichtigsten ist hier das modale p-Kalkiil, das von Park und Kozen
entwickelt wurde.

14.1 Das modale p-Kalkiil

Das p-Kalkiil wird in Kripkre-Strukturen interpretiert, wir betrachten hier
Graphen mit Knotenbewertungen.

Die Formel Y = puX(p V ¢X) beschreibt die kleinste Menge X, fiir die gilt:
X =pVoX, d.h. genauer definiert:

X =V,U{v| Jw((v,w) e EAw e X)}

Dabei bedeutet p kleinster Fixpunkt, v grofiter Fixpunkt, ¢ ein Nachfolger,
(] alle Nachfolger.

Wir werten diese z. B. aus auf dem folgenden Graphen, dessen Knoten mit p
oder —p beschriftet sind:

~~

Weiteres Beispiel: Die Menge aller Knoten, von denen aus ein unendlicher
Pfad existiert, der immer mit p beschriftet ist: v.X (p A 0 X).

Der modale p-Kalkiil ist fiir bindre Baume genauso ausdrucksstark wie die
monadische Logik zweiter Stufe, aber der Kalkiil ist sehr viel weniger kom-
pakt. Die Komplexitéat der Auswertung einer u-Kalkiil-Formel entspricht ge-
nau dem Losen eines Parititsspiels (es existieren lineare Reduktionen in bei-
de Richtungen). Eine sehr einfache alternative Darstellung sind alternierende
Paritats-Baumautomaten.
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