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0 Differentialrechnung auf Untermannigfaltig-
keiten

0.1 Untermannigfaltigkeiten

DEFINITION 0.1: Seien n,k € Ny,U C R” offen und f : U — R"** cine
C*°-Funktion.

1. f heifst Immersion, falls D f,: R® — R"** fiir alle v € U injektiv ist.

2. f heilst Einbettung, falls f Immersion ist und zusétzlich gilt: f ist
injektiv und f~! ist stetig (d.h. f ist ein Homdomorphismus.)

DEFINITION 0.2: Eine Teilmenge M C R"™* heikt n-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit des R"** falls zu jedem p € M eine offene Umgebung
V C R™* und eine Einbettung f: U — M NV existiert mit U offen in R™.

e In diesem Fall nennt man f eine Parametrisierung von M nahe p (bzw.
eine Parametrisierung von M N'V)

o M NV heilst Koordinatenumgebung von p in M; ist ¢ € M NV,
etwa ¢ = f(u) mit w = (u1,...,u,) € U, so heifen (ui,...,u,) die
Koordinaten von q beziiglich f.

0.2 Analytische Konzepte

Sei M C R"* cine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und M NV # ()
eine Koordinatenumgebung von py € M mit zugehoriger Parametrisierung

offen
R* > UL f(U)=MnV c R

Sei ug = f~(po)-
DEFINITIONEN:

1. Wie fiir Flachen definieren wir den Tangentialraum
Tuof = Bild Dfuo

Das Differential D f,,: R" — T, ist ein Vektorraum-Isomorphismus.
(Spéter: Ty, f ist unabhéngig von der Wahl von f)




2. Sei h: M — R™ eine Abbildung. Wir sagen, h ist C'*° nahe py, falls
ho f: U — R™ nahe ug das ist. (Auch unabhéngig von f)

3. Fiir h wie in (2) definieren wir das Differential
dhy,: Ty — R™
so, dass h o f in ug der Kettenregel geniigt:
D(h o fluy = dhsiug) © D fuq
Wir miissen also definieren:
dhy, = D(ho f)y, oD Jol

(Wiederum: Von der Wahl von f unabhéngig)

Zum Nachweis, dass (1), (2) und (3) unabhéngig von der gewéhlten Parame-
trisierung sind, betrachte eine weitere Parametrisierung
offen ~ f ~ ~ ~
R* S UL f(0)=MnV c R
Dabei sei V offen in R"** und f eine Einbettung. Sei @iy = f~'(py) € U. Die
Teilmengen
Uo = fFO)NFO) =f1(V V)
Uo = [HAU)NFU))=F1(VNV)
sind beide offen, da f und f stetig und V NV im R™* offen sind und
o =f"0oflg,: Uo— U
bijektiv ist. Wir werden beweisen:
(*) ¢ ist C*°-Diffeomorphismus.

Unter Verwendung von (*) folgt leicht, dass Tangentialraum, Differenzier-
barkeit und Differential geméf (1), (2), (3) vom gewéhlten f unabhéngig
sind:
Zu (1):
T f = BidDfs, =Bild[D(f o (f 7 o f))a]
— Bild(Df., 0 Dgn,)
— BildDf,, = Tu f

Man schreibt daher auch meist 7, M.
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Zu (2): Es sind dquivalent:

h ist C° nahe py beziiglich f
24 ho fly,: Up — R™ ist C*° nahe ug
L (hOf|U0)ocp:hof|UO:U0—>Rmist C* nahe

<= hist C™ nahe p, beziiglich f

Zu (3): Ableitung (Differential) von A in py:
dhl, = D(ho f)y o Dfyt: T,yM — R™

BEMERKUNG: D steht fiir Ableitung der Abbildung auf einer offe-
nen Teilmenge eines Euklidischen Raumes, d fiir Ableitung von der
Abbildung auf Untermannigfaltigkeiten.

Es gilt zunéchst:

foto = DEfOQO)ﬁO :DfUOOD90ﬂ0
— DygoDf' =Df,}

Damit folgt:

f i—1
dhl, = D ,oDfx

© ()0)710 © Df’l{ol
1o f)uy © Doy 0 D f3,!
hof)

=

(0]

—
N~— I~4}

BEWEIS VON (*): Es reicht zu zeigen, dass ¢ C* ist (dasselbe Argument
funktioniert dann auch fiir ¢=1). Da f C ist, reicht es zu zeigen:

(**) f71: f(U) — U C R" lidsst sich um jedes f(a) € f(U) herum lokal
fortsetzen zu einer C*°-Abbildung g: W — R"** mit f(4) € W und W
offen in R™™*.

Zum Nachweis von (**): Wihle eine lineare Abbildung : R*** — R"  so
dass ¢|Tp0 u ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Dann ist X = o f: U — R”
eine C*°-Abbildung mit Differential in u:

DYy =v%oDfy: R" - R"
Mit dem Umkehrsatz folgt: Es gibt eine Umgebung U c Uy C R™ von @ mit
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1. V = X(U) ist offen in R”
DI t C'*°-Diffeomorphismus.

U —
Dann ist W =

zusétzlich: f(

V is
X L(V) € R™* offen. Fiir evtl. klemeres offenes W C W gilt
7y =W N f(U) (da U offen und f~! stetig). Dann ist

g=Y"'o¢ly: W —-UCR"

die gewtinschte lokale C*°-Fortsetzung von f ~1 denn sie ist ™. Zusitzlich
gilt fiir beliebiges ¢ € f(U) =W N f(U), etwa ¢ = f(u) mit u € U:

S(u) = o f(u) =(q)
= a=Y""(¢(q)
= [Hq) =u=3""(¥(q)) = 9(q)

Somit ist g Fortsetzung von f~! nahe f(a) bzw. f~! ist Einschrinkung von g
nahe f(u).
BEMERKUNG: Ist h: M — R™ eine C*°-Abbildung, so ist

(hof)og: W —R"
eine C'*°-Abbildung und es gilt
(ho f)oglunw = (ho f)o f uaw = hlurw

Somit ist (h o f) o g eine C*®°-Fortsetzung von h auf eine offene Umgebung
von f(u). Damit sind &quivalent:

1. h: M — R™ ist eine C*°-Abbildung

2. h besitzt um jeden Punkt ¢ € M lokal eine C'*°-Fortsetzung auf eine
offene Umgebung von ¢ im R"*¥

BEOBACHTUNG: Auf einem ,Raum“ M lésst sich Analysis betreiben, falls

1. M lokal hom6omorph zum R"™ ist vermittels lokaler Homéomorphismen
RS U, 2V, cM

2. Alle Kartenwechsel* f5'of, auf ihren Definitionsbereichen C'°-Abbildungen
sind.

Dies ergibt das Konzept abstrakter differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.
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1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

DEFINITION 1.1: Sei X eine Menge. Eine Teilmenge 7 der Potenzmenge
von X nennen wir eine Topologie auf X und bezeichnen die Elemente U € T
als offene Mengen der Topologie, falls gilt:

1. 0,XeT
2. Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offene Mengen.
3. Durchschnitte endlich vielen offenen Mengen sind offene Mengen.

Das Paar (X, 7) heift dann topologischer Raum. Die Komplemente X \ U
offener Mengen U € 7 nennt man abgeschlossene (Teil-)Mengen von X
(beziiglich T)

BEMERKUNG:

e Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener
Teilmengen sind wieder abgeschlossen.

e Wichtigste Beispielklasse: Metrische Rdume (X, d): Offen sind die leere
Menge und beliebige Vereinigungen offener Bélle.

DEFINITION 1.2: Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

1. Eine Teilmenge W C X heifit Umgebung eines Punktes x € X, falls
es eine offene Menge U € 7 gibt mit z € U C W.

2. X heift Hausdorff-Raum, falls es zu jedem Paar von Punkten x # y €
X disjunkte offene Umgebungen gibt.

BEMERKUNG: In metrischen Rdumen gilt fiir = # y, dass r = d(z,y) > 0
und nach Dreiecksungleichung sind B, 3(x), B,/3(y) disjunkte (sogar offe-
ne) Umgebungen von z bzw. y. Somit ist (X,d) als topologischer Raum
hausdorffsch.

BEISPIEL eines nicht hausdorffschen Raumes: Zum R” bezeichne 7, die Menge
aller offenen Mengen, die die Null enthalten, 7’ die Menge aller sonstigen
offenen Teilmengen. Definiere auf

X = (R"\ {0){A4)0{ B}



mit neuen Elementen A, B die Topologie
T=T U {(U\{0hu{A} | UeT}
U {(U\{0}) U{B} | U € Ty}
U {(U\{0}) U{A, B} | U € To}

Diese Topologie ist nicht hausdorffsch, da A und B keine disjunkten Umge-
bungen enthalten.

DEFINITION 1.3: Ein topologischer Hausdorffraum (M, 7) heifit eine n-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, falls er lokal homéomorph zum
R™ ist, d.h. fiir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung M’ C M und
einen Homoéomorphismus z: M’ — U auf eine offene Teilmenge U des R".
Jedes solche Paar (M’ z) heift eine Karte fir M und M’ die zugehorige
Kartenumgebung von p.

BEMERKUNGEN:

e Stetigkeit von Abbildungen zwischen topologischen Réumen: Urbilder-
kriterium, d.h. Urbilder offener Mengen sind offen.

e Ist M C R"7* eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so wird
M topologischer Raum vermittels der Spurtopologie: offen in M sind
genau alle Teilmenge der Gestalt M NV mit V offen in R***. Da R*+*
(als metrischer Raum) hausdorffsch ist, gilt dies auch fiir M mit der
Spurtopologie.

Ist p € M, so existiert eine Parametrisierung

f:U—-MnNV=fU)CR"™ U offen in R"

fiir eine Koordinatenumgebung M NV von p mit V offen in R"**. Dann
ist

r=f1MNV ->U
eine Karte fiir M. Also ist M eine n-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit.

e Die Dimension n einer topologischer Mannigfaltigkeit ist eindeutig
bestimmt, sofern M zusammenhéngend ist. Ansonsten gébe es ein p €
M, das Umgebungen besitzt homdomorph zum R™ und zum R™ mit n #
m und damit (per Verkniipfung der Karten) einen Homéomorphismus
der Form

Y:U— U, Uoffenin R, U offen in R™
Solche 9 existieren nicht (iiberraschend aufwéndiger Beweis aus der

Algebraischen Topologie: ,Invarianz der Dimension*)
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DEFINITION 1.4: Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
und 7 € NU {o0}.

1. Zwei Karten (My,x,),(Ms, o) fiir M heifen wvertriglich, falls der
Kartenwechsel

1 © I‘;ll JIQ(Ml n Mg) — Jfl(Ml N MQ)
ein C"-Diffeomorphismus ist.

2. Eine Familie von Karten A = (M, T4)aca heifst C"-Atlas fir M, falls
alle Karten untereinander paarweise C"-vertréglich sind und die M,
ganz M iiberdecken.

Ist A € A und die M,,a’ € A’ iiberdecken ebenfalls M, so heifst
(My/, o )arear ein Teilatlas von A.

3. Ein Atlas A = (M,, 4)aca fiir M heilt mazimal, falls jede Karte
(M',2"), die mit allen (M,,x,) C"-vertraglich ist, schon zu A gehort.

BEMERKUNGEN:

o Ist A maximaler C"-Atlas fiir M und (M,, z,) € A, so enthélt A auch
alle Einschrénkungen von (M,,z,) auf offene Teilmengen, d.h. alle
(Mo N M 20| fir M’ offen in M.

aﬁ]ﬂ’)
e Da die x;l: U, — M, stetig sind, sind die z,(M; N M) offen in U,

und damit im R".

e Jeder C"-Atlas A von M ist enthalten in einem eindeutig bestimmten
maximalen C"-Atlas und zwar in

A = {(M', )| (M, ') ist Karte fiir M und mit jeder
Karte in A C"-vertréglich }

(Dass dann die (M’, ') untereinander auch C"-vertréglich sind, folgt
aus der Kettenregel). Zur Beschreibung eines maximalen C”-Atlas reicht
es daher, einen beliebigen Teilatlas anzugeben.

e Ist M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so bilden die
Inversen von Parametrisierungen, d.h.

M =MV =L 7 cre



nach Kapitel 0.2 einen C*-Atlas fiir M: Nach Definition einer Unter-
mannigfaltigkeit iiberdecken alle Bilder von Parametrisierungen ganz
M. Fiir zwei Parametrisierungen f;, f» bzw. Karten z; = f; ' ist der
Kartenwechsel

ry 0y :fl_lofz
nach 0.2 (*) ein C*°-Diffeomorphismus. Dieser C'*°-Atlas fiir M ist sogar
maximal (Ubung).

DEFINITION 1.5: Sei r € NU{o0}. Eine n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit
ist eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit (M,7) mit einem
maximalen C"-Atlas A = (M, Za)aca, der einen abzdhlbaren Teilatlas
besitzt. Solch einen maximalen Atlas nennt man auch eine C"-differenzierbare

Struktur auf (M, T).

BEISPIELE:

e Ist (M, T) kompakt und besitzt einen maximalen C"-Atlas (M, T4 )aca,
so gibt es zur offenen Uberdeckung (M,)aca von (M, T )eine endliche
Teiliiberdeckung und damit sogar einen endlichen Teilatlas.

e Ist M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so besitzt der
(maximale) C*°-Atlas

A= {x = f! ‘ f Parametrisierung fiir M}

einen abzahlbaren Teilatlas: Jedes p € M liegt in einer Koordinatenum-
gebung M’ = M NV = Bild(f) mit V offen in R"**. Es gibt einen
Ball

V'=B.(z), 1€ Q"™ rc Q"

mit p € V/ C V. Dann ist auch
f=fWV)=MnV

eine Parametrisierung nahe p und M wird von abzéhlbar vielen solchen
Koordinatenumgebungen M NV’ {iberdeckt. Die zugehorigen Umkehr-
abbildungen liefern einen abzdhlbaren C'*°-Atlas fiir M, bzw. Teilatlas
fiir A. Somit ist jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit auch eine
C*°-Mannigfaltigkeit im Sinne der Definition 1.5



2 Differenzierbare Abbildungen

Sei im Folgenden M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit
fest gewdhltem C*°-Atlas A = (M, T4 )aca (ohne Einschrankung maximal),
der einen abzéhlbaren Teilatlas enthélt, d.h. M sei eine C*°-differenzierbare
Mannigfaltigkeit. BEISPIEL: M C R"** eine n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit mit

A= {xa = f. ! | fo Param. einer Koordinatenumgebung M, C M }

Offene Teilmengen M’ C M sind ebenfalls C*°-Mannigfaltigkeiten mit der
Spurtopologie und dem Atlas

A - (Ma m M’) $Q|MQHM/)OZ€A

Fiir den R™ wéhlen wir stets den eindeutig bestimmten maximalen C'*°-Atlas,
der (R™,idgn) enthélt. Dieser Atlas besteht aus allen C'*°-Diffeomorphismen
' M — U mit M’ U offen in R™.

DEFINITION 2.1: Sei f: M — N eine Abbildung zwischen C°°-
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit C*°-Atlanten (M,,Z4)aca und
(Ns,ys)pes. Wir nennen f C*-differenzierbar, falls es fir jedes p € M
Karten (M,, x,) fir M um p und (Ng, yg) fir N um f(p) gibt, so dass gilt

1. f(M,) C Ng

2. ygo foat: wo(My) — ys(Ns) ist eine C*°-Abbildung (zwischen
offenen Euklidischen Radumen).

BEMERKUNGEN:

e Insbesondere ist jeweils f|y, stetig und damit f stetig (zwischen M
und N als topologischen Hausdorff-Réaumen).

e Die Differenzierbarkeit von f hédngt nicht von der Wahl der Karten in
Definition 2.1 ab.

e Ist f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten M und N, so ist auch jede Einschrinkung
flar: M" — N auf eine offene Teilmenge M’ C M differenzierbar.

e id: M — M ist immer differenzierbar.

o f: R"™ — R™ist differenzierbar als Abbildung zwischen differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten genau dann, wenn f im gewohnlichen Sinne eine

C>_Abbildung ist.



LEMMA 2.2: Sind f: M — N und ¢g: N — O differenzierbare Abbildungen,
so ist auch go f: M — O differenzierbar.

BEWEIS: Nachrechnen.

DEFINITION 2.3: Eine Abbildung f: M — N zwischen C*-
Mannigfaltigkeiten heifst ein C'*°-Diffeomorphismus, falls gilt:

1. f ist bijektiv
2. f ist differenzierbar im Sinne der Definition 2.1

3. f~1ist differenzierbar

Existiert ein solcher Diffeomorphismus, so heiffen M, N diffeomorph.

BEMERKUNGEN:

1.

Jede Karte x: M’ — U C R" des gegebenen C*°-Atlas fiir M ist ein
C*°-Diffeomorphismus.

. idy, ist ein Diffeomorphismus.

. Ist f ein Diffeomorphismus, so auch f~!.

. Sind ML N L 0 zwei Diffeomorphismen, so auch g o f.

Nach (2), (3), (4) ist Diffeomorphie eine Aquivalenzrelation auf der
Menge aller differenzierbaren Mannigfaltigkeiten.

. Auf dem selben M kann es zwei nicht miteinander vertragliche C>°-

Atlanten geben, die trotzdem zueinander diffeomorph sind. Beispiel in

der Ubung.

Es kann auf einer topologischen Mannigfaltigkeit unterschiedliche C'*°-
Atlanten geben, die nicht zueinander diffeomorph sind. Berithmte Bei-
spiele (Fields-Medaillen-wiirdig):

e Auf S” C R® gibt es bis auf Diffeomorphie genau 28 unterschied-
liche differenzierbare Strukturen (die gewdhnliche der S7 als Un-

termannigfaltigkeit sowie 27 weitere ,exotische Sphéren”) (John
Milnor)

e Auf R" n # 4 sind alle differenzierbaren Strukturen zueinander
diffeomorph; auf R* gibt es unendlich viele paarweise nicht diffeo-
morphe C*°-Atlanten (Michael Freedman)
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8. Jede 1-dimensionale zusammenhéngende differenzierbare Mannigfaltig-
keit ist diffeomorph zum R oder zur S* C R2.

BEISPIEL: (—1,+1) mit der von R induzierten differenzierbaren Struk-
tur, d.h. idg|(_1,41) und allen Karten, die mit id C*-vertréaglich sind.
Diffeomorphismus zum R:

Y: (—1,+1) = R, t + tan (gt)

3 Tangentialraume

3.1 Geometrische Tangentialraume

Wir wollen die Begriffe des Tangentialraumes und des Differentials auf ab-
strakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.

DEFINITION: Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
und p € M. Auf

{c: 1 <5 M| I offenes Intervall um 0, c(0) = p}

(c heikt Kurve in M ab p) definiere die Aquivalenzrelation

c1 ~ ¢y <= Es existiert eine Karte (M', ) um p, so dass

(z0c1)'(0) = (z 0c2)'(0)

(Man rechnet leicht nach, dass das dann fiir jede andere Karte auch gilt.)

DEFINITION 3.1: Jede Aquivalenzklasse [c] heifit ein Tangentialvektor an
M in p. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p bezeichnen wir mit

m und nennen (geometrischer) Tangentialraum an M in p.

DEFINITION 3.2: Ist f: M — N eine differenzierbare Abbildung und p € M,
so definiert man das Differential von f in p als die Abbildung

dfp: ToM — Trp)N, [c] = [f o]

BEMERKUNGEN:

1. df, ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig vom gewéhlten Rerpésentanten c
der Aquivalenzklasse [c]. Beweis durch Nachrechnen.
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2. Fiir jede Karte z: M" — U C R™ und p ist die Abbildung
Prp: T,M =R, [ = (2 00)(0)

wohldefiniert (nach Definition der Aquivalenzrelation auf Kurven ab
p) und injektiv (gleicher Grund), auferdem surjektiv (zu gegebenem
v € R™ betrachte die Kurve c(t) = z7'(z(p) + tv)). Somit ist ¢ bi-
jektiv und es gibt genau eine Vektorraumstruktur auf m, so dass
¢ ein Vektorraum-Isomorphismus wird. Jede andere Karte 7 liefert
dieselbe Vektorraumstruktur auf 7/}?\//[ , denn sie induziert eine bijektive
Abbildung ¢: T,M — R" mit

¢([c]) = (200)(0)
= D(@ oz ")y (xoc)(0)

D(z o Zlf_l)x(p)(p([c])

d.h. ¢ ist ein Vektorraum-Isomorphismus beziiglich obiger, mittels
¢ definierter Vektorraumstruktur auf 7,M, also definiert ¢ dieselbe
Vektorraumstruktur auf 7,M wie ¢.

3. Mit diesen (unhandlichen) Vektorraumstrukturen werden Differentiale
lineare Abbildungen: Sei (N',y) Karte fiir N um f(p), ferner

Vi TN — RIN 4] (y 0 4)(0)

die induzierte bijektive Abbildung und Tf N mit der davon induzierten
Vektorraumstruktur versehen. Dann gilt fiir [¢] € TpM :

Yodfyld] = Y[foc=(yofoc)(0)
= ((yofoz o ($OC))'(0)
= D(yo fox " )up op([d)

Somit ist
df, = 1/1*1 oD(yo fo xil)m(p) op

eine lineare Abbildung beziiglich der Vektorraumstrukturen auf geome-
trischen Tangentialrdumen geméf Bemerkung (2).

4. Speziell fiir n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R™**: Sei

f:U—-MnNV, U offen in R"
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eine Parametrisierung, * = f~! die zugehérige Karte und u = z(p). Fiir
differenzierbare Kurven ¢, ¢ ab p sind dquivalent:

= (@ (0) = (o)
P Dfu(wo ) (0) = DIz 0 8)/(0)
= d0)=20)

Man kann also 7/};\]\/4 einen Untervektorraum 7, M < R™* zuordnen. Die
Abbildung [¢] +— ¢(0) ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Dies liefert die
gewiinschte Identifikation der beiden Konzepte der Tangentialvektoren.

Im Spezialfall k = 0 ist Df,: R® — R""Y aus Dimensionsgriinden ein
Isomorphismus fiir jedes v € U. Somit gilt: T, M ist ein n-dimensionaler
Unterraum des R also 7, M = R™ und wir erhalten den Vektorraum-
Isomorphismus

T,M —R", [~ ¢/(0)
(Tangentialraume an offene Teilmengen eines R™ sind kanonisch iso-
morph zum R").
3.2 Algebraische Tangentialraume

Da die Vektorraumstruktur auf T;]V[ (wie in Bem. 2) unhandlich ist, fiihrt
man ein algebraisches Konzept fiir Tangentialrdume ein:

DEFINITION: Setze
C®(M)={h: M — R | hist C*-differenzierbar }
Jedes [c] € 1/},7\//[ definiert eine ,Richtungsableitung* auf C*°(M):

Oq: C*°(M) =R, h— (ho ¢)'(0)

(unabhéingig vom Représentanten).

BEMERKUNGEN:
® 0 ist linear

e J| erfiillt die Produktregel, d.h.

Og(h - h) = (Ogh) - h(p) + h(p) - (Ogh)
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Wir werden zeigen: die Abbildung

7/})\]\/4 — {5: C>(M) M, R | § Derivation in p}
] = 9

ist bijektiv und der Bildraum ein R-Vektorraum. Dies liefert die gesuchte
Vektorraumstruktur auf dem Tangentialraum in p ohne Verwendung von

Karten. Wir werden den algebraischen Tangentialraum als Bildraum der
Abbildung definieren.

DEFINITION 3.3: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p € M.
Zwei C'*°-Funktionen h;: M; — R,i = 1,2, auf offenen Umgebungen von p
definiert, heifsen dquivalent, falls auf einer geniigend kleinen Umgebung von
p gilt hy = hy. Es bezeichne C*(M, p) den Raum der Aquivalenzklassen von
nahe p definierten C'*°-Funktionen. Jedes Element [h] € C*°(M, p) heifst ein
(C*) Funktionskeim in p.

BEMERKUNG: C*(M,p) ist eine R-Algebra, d.h.

e Ein R-Vektorraum mit den Verkniipfungen

Ao[h] = [Aoh], A€R
[+ [h] = [h+h]

Dabei ist h + h auf dem Durchschnitt der Definitionsbereiche definiert.

e Ein kommutativer Ring (mit Eins) mit obiger Addition und der Multi-
plikation . .
[h] - [n] = [h - 1]

Dabei ist Eins die Aquivalenzklasse der konstanten Eins-Funktion.

e Die obige Multiplikation ist R-bilinear (beziiglich Vektorraum-Struktur)

DEFINITION 3.4: Eine Derivation auf C*°(M, p) ist eine R-lineare Abbildung

§: C(M,p) — R,

welche zusétzlich die Produktregel erfiillt, d.h. fiir alle [h], [h] € C*(M, p)
gilt 5 . . .

o([h - b)) = &([n] - [r]) = &([A]) - ~(p) + h(p) - O([h])
Es bezeichne D(M, p) die Menge aller Derivationen auf C*°(M, p) (Deriva-
tionen in p).
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BEMERKUNG: D(M, p) ist ein R-Vektorraum beziiglich der Verkniipfungen

(6+06)([h]) = 6([h]) +o([h])
(A-0)([R]) = A-4([h])
fiir 6,0 € D(M,p) und h € C=(M, p).

BEISPIEL: Derivationen auf C*°(M,p) sind alle Richtungsableitungen 0y
langs Tangentialvektoren [c] € T,M, d.h.

Og: C*(M,p) = R, [h] = (hoc)'(0)

In der Tat sind die 9 die einzigen Derivationen in p, siche unten.

Fiir konkrete Berechnungen verwendet man Richtungsableitungen lings Ko-
ordinatenlinien: Sei

x: M — U, M’ offen in M, U offen in R"

eine Karte um p und
ci(t) = 27! (x(p) + te;)

die i-te Koordinatenlinie (beziiglich z) durch p. Diese liefert die Derivation

Oe) + C®(M,p)—R

d d
80, h = - h 7 t) = — h -1 t i
) = | ree)) = G (hor e +1e)
d(hoxt)
= AT ) (i)
DEFINITION 3.5: Ist z: M’ — U C R"™ (mit M’ C M) eine Karte um p, so
definiert man fiir : = 1,...,n = dim M die Derivation
0
C*(M,p) — R
aiCi »
o) d(hox™t)
By = 22—~ J
o), () )

SATZ 3.6: Die 7|, bilden eine Basis des R-Vektorraums D(M,p) aller
Derivationen in p.

BEWEIS:

15



Lineare Unabhdngigkeit: Seien ay, ..., o, € R mit

n

=0€D(M,p) (*)

Wir schreiben die Karte z = (x1,...,2,): M' — U C R mit Koordina-
tenfunktionen x;: M’ — R und definieren die Projektionen

pr;=x;0x :U—R
Es folgt allgemein:

(i) = == (a(p) = aai? (x(p)) = {

1, i=j
0, i#j

**)

p

notwendigerweise von der Form

e (Z “ By
vlp

=1

Setze also
- 0
0 =0-— i =——
2; @ 8:171
mit a; = §([x;]). Fiir die konstante 1-Funktion gilt:

o*([1]) = o*([1] - [1]) = 1 - 6" ([1]) + 0™([1]) - 1
= 0=0"([1]) = o°([])

fiir jede konstante Funktion ¢ auf M. Fiir j = 1,...,n folgt:
0" ([z; — 2;(p)]) = 0" ([x;])

~8(la;) - (Z o o

) ml=0 ()

16



Wir werden zeigen, dass jeder Funktionskeim ¢ € C'*°(M, p) geschrieben
werden kann in der Form

—1—2 i —xi(p)) - Uy (%)

mit geeigneten v¢; € C°(M, p). Daraus folgt:
5*(p) = +Z5* p)) - ¥i])

= 0+Z{5* (P)]) - %i(p) + (wi(p) — 2i(p)) - 6" (1)}

(k)

=0

Somit gilt 6* = 0 bzw.

5= > () 5

i=1

p

Somit ist D(M,p) ein n-dimensionaler Raum mit Basis (%b) :
i) i=1
Die Darstellung (%) ist nach Ubergang zu ¢ = ¢ o 27+ € C*(R", u°) mit

u® = z(p) dquivalent zum folgenden Lemma:

LEMMA 3.7: Sei u’ € R" und ¢ € C®(B.(u")) mit € > 0. Dann existieren
Funktionskeime v; € C*°(B.(u°)) fiir i = 1, .., n, so dass fiir alle u € B.(u")

gilt:
¢(u) = p(u”) + Z(u — ) - i(w)

wobei u; = pr;(u) = (z; 0o x71)(u).

BEWEIS: Sei u € B.(u). Setze

g:[0,1] £S5 R, g(t) = G((1 — t)u® + tu)

ASY!

Dann gilt:

) - ) = g mmzlywﬁ



Die behauptete Identitét ergibt sich also mit den Funktionen

i) :/0 gfi(u — )0 + tu)dt

Nach dem Differentiationssatz fiir parameter-abhéngige Integrale ist 1;1 eine
C*°-Funktion, da der Integrand und seine partiellen Ableitungen beliebiger
Ordnung nach den u;’s jeweils stetige Funktionen von (¢, ) sind. O

BEMERKUNGEN:

1. Es gilt 1;(u°) = 22 (u0).

2. Wiire ¢ € C"(B.(u°)),r € N, so erhielte man ¢); € C"'(B.(u°)). Des-
halb scheitert fiir C"-Funktionskeime bzw. Derivationen der Beweis des
Satzes 3.6: Die lineare Unabhéngigkeit funktioniert, aber kein Erzeu-
gendensystem! In der Tat gilt:

0, r=0
dimg {6: C"(M,p) — R | § Derivation } =< oo, re€N

n, r=o0o0

DEFINITION/KOROLLAR 3.8: Wir bezeichnen T,M = D(M,p) als den
algebraischen Tangentialraum von M in p. Die Abbildung

5: T,M — T,M, [d — 9

ist ein Vektorraum-Isomorphismus

BEWEIS: Die Vektorraum-Struktur auf Z/};\]\? war so definiert, dass fiir jede
Karte z: M’ — U C R™ um p gilt:

© = Pup: T,M =R, [ — (z0¢)(0)

ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Fiir jedes h € C*(M,p)' und jedes
[c] € T,M gilt:

_d _d .
g = Et:()(hOC)(t)_dt tzo(hox oxoc)(t)

= (D(hox™)ag) © @)([d)

!Bei Funktionskeimen lassen wir im Folgenden die Klammern hiufig weg.
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Aus dieser Darstellung folgt wie gewiinscht: 0 ist linear zwischen n-dimensionalen
R-Vektorrdumen. Es reicht also zu zeigen, dass 0 surjektiv ist. Betrachte die
geometrischen Tangentialvektoren

[ci] € T,M, ci(t) = 2 (z(p) + te;)

Es gilt: 9, = %M,, also liegt die Basis (%b)n in Bild(9) und 0 ist
i =1

surjektiv, wie behauptet. O

3.3 Differential

DEFINITION 3.9: Ist f: M — N eine differenzierbare Abbildung (zwischen

differenzierbaren Mannigfaltigkeiten) und p € M, so definiert man das
Differential

dfp: TpM — Tf(p)N

durch
(dfy(6))(h) = d(ho f)
fir 6 € T,M, h € C*(N, f(p)).

BEMERKUNGEN:

o Offenbar ist df,(0) eine Derivation auf N im Punkt f(p), da ¢ linear ist.
Weiter erfiillt df,(d) die Produktregel und ist linear.

e Die beiden Konzepte fiir Differentiale (zwischen geometrischen bzw.
algebraischen Tangentialrdumen) sind bei der Identifikation von geo-
metrischen und algebraischen Tangentialvektoren mittels 0 zueinander
aquivalent, wie das folgende Lemma zeigt.

LEMMA 3.10: Das folgende Diagramm ist kommutativ:

dp —_——

T,M &, Ty N

LM - TN

BEWEIS: Fiir [¢] € 7/};\]\/4 ist zu zeigen:

(0N o df,)[c] = (df, 0 0™)[c] € D(N, f(p))
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Dies iiberpriifen wir durch Anwendung auf einen beliebigen Funktionskeim
h € C=(N, f(p)):

{(@Y o df,)[c]}(h) = {dV([foc])}H(h)

d
G| e feaw

= 6[c}(h o f) Def.:3.9 (dfp © a[c})(h)
= {(df, 0 0")([c)}(h)

BEMERKUNG: Wegen 3.8 und 3.10 werden wir oft nicht zwischen geometri-
schen und algebraischen Tangentialvektoren bzw. Differentialen unterscheiden,
d.h. je nach Fragestellung werden Tangentialvektoren mal als eine Kurve, mal
als eine Derivation (auf Funktionskeimen) angesehen.

BEISPIEL: Ist z: M’ — U C R™ mit M’ C M eine Karte um p, so ist

dfp(a% )]@:ai - O(hofox)

h ) = 7
(o f) = T2 D a(y))
LEMMA 3.11: Sei f: M — N differenzierbar, p € M und Karten x: M' —
UCR” um p bzw. y: N' - V C R* um f(p) mit f(M') C N’ gegeben.
Dann ist die Jacobimatrix D(yo f oz ™), € R™™ die darstellende Matrix
fir df,: T,M — Ty, N beziiglich der Basen
P) Jj=1

= Ofoq =

p

( g )m und (i
81‘,’ p/ i1 ayj

d.h. in der eindeutigen Darstellung

gilt

BEwEIs: Es gilt

“ 0
Q. = O | =—
— Y

k
O\ (o f)

8%




LEMMA 3.12:
1. Firid: M — M und p € M ist did, = idr, -
2. Sind f: M — N und g: N — O differenzierbar und p € M, so gilt

d(g o f)p = dgf(p) o dfy

3. Ist f: M — N ein Diffeomorphismus, so ist jedes Differential
dfy: T,M — Ty N ein Vektorraum-Isomorphismus.

BEWEIS:

1. Sei v € T,,M, dann gilt fiir alle h € C*(M, p):

(did,)(v)(h) = v(h oid) = v(h)
= (did,)(v) = v fiir allev € T,M
— dldp = idTpM

2. Fir ¢ € C~(0,9(f(p))) und v € T,M gilt:

(dgs) o dfp)(v)(0) = dgse(dfp(v))(@) = dfy(v)(og)
= v(po(gof))=d(go fp(v)(p)

3. Mit der differenzierbaren Umkehrabbildung f~': N — M laut (1) und
(2) gilt:
idry v = d(idn) ) = d(f o f7)s) = dfyp o (df ) )

Genauso gilt
idg,ar = d(f )5 © dfy

Also sind df,, und d(f~') () zueinander inverse Isomorphismen.
BEMERKUNGEN:

o Ist umgekehrt df,: T,M — Ty, N ein Vektorraum-Isomorphismus, so
ist nach 3.11 die darstellende Matrix D(yo f ox™1),(,) invertierbar. Mit
dem Umkehrsatz folgt: y o f o 7! ist ein Diffeomorphismus nahe z(p).
Da z und y Diffeomorphismen sind, folgt: f ist ein Diffeomorphismus
nahe p.
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4

o Ist U C R" offen und f: U — R™ eine unendlich oft stetig partiell

differenzierbare Abbildung, so kénnen wir T,U fir u € U identifizie-
ren mit R” (ebenso Ty R™ mit dem R™) und df,: T,U — TyuyR™
identifizieren mit der Jacobimatrix Df,: R* — R™ vermittels des
Vektorraum-Isomorphismus

0
—
aZ‘Z‘

Fiir differenzierbares f: U — R™ ist somit das folgende Diagramm
kommutativ:

R" — TuU, €;

u

dfu m

:T T:

R™ R™
Also sind bei Identifikation von T,,U bzw. T't,)R™ mit den umgebenden
Vektorraumen df, und D f, ,gleich®.

Dfu
—

Vektorfelder

DEFINITION 4.1: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

1. Die disjunkte Vereinigung aller Tangentialraume 7, M mit p € M heifit

2. Die kanonische Projektion m: TM — M ist gegeben durch 7(v) = p,

3. Eine Abbildung X: M — TM heifst ein Vektorfeld auf M, falls fiir

das Tangentialbiindel T M von M

falls v € T,M C TM.

alle p € M gilt: X(p) € T,M (mit anderen Worten 7o X = idy)

BEMERKUNGEN:

1. Ist X: M — TM ein Vektorfeld und (M’ z) eine Karte (des fest

gewéahlten maximalen differenzierbaren Atlas), so ist fiir jedes ¢ € M’
eine Basis von T, M gegeben durch <£|q> . Dies ergibt die eindeutige
i i=1

i=

Darstellung

oM —R i=1,....n

Dabei gilt a;(q) = X (¢)([x;]). Die a;’s werden benutzt, um Stetigkeit
und Differenzierbarkeit von X zu definieren.
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2. Ist (M’, x) eine Karte fiir M und

~ 0
TMl|y = W_l(M/):{Zai% pGM’,al,...,aneR”}
i=1 i

so ist die Abbildung

p

& TM|yy — 2(M')xR"CR*™

= (z(p),a, ..., qp)

bijektiv. Man kann nun zeigen:

e Es gibt genau eine Topologie auf 7'M, so dass alle T'M | s offen und
alle £ Homoomorphismen sind. Diese Topologie ist Hausdorffsch.

o Alle (T'M|pp, ) bilden einen C'*°-Atlas fiir T'M mit abzéhlbarem
Teilatlas.

Daraus folgt: T'M ist eine 2n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit.

DEFINITION 4.2: Ein Vektorfeld X : M — T'M heilst differenzierbar bzw.
stetig, falls um jeden Punkt p € M eine Karte (M’', x) existiert, so dass die
Koeffizientenfunktionen «; der Darstellung

, qeM

=1

C*°-differenzierbar bzw. stetig sind.

BEMERKUNG: Die Koeffizientenfunktionen sind dann automatisch fiir jede
Karte differenzierbar bzw. stetig. (Hinweis: Berechne X (q)([%;])).

4.1 Derivationen

Wir betrachten hier einen zweiten Zugang zu den differenzierbaren Vektorfel-
dern. Zuerst einige technische Lemmata:

LEMMA 4.3: Sei ug € R" und 0 < r < R. Dann existiert eine Funktion
€ C(R™), so dass gilt:

c0<¢<1
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e Y(u) =1 fir alle u € B,.(uop)

e (u) =0 fir alle u € R™\ Bgr(up)

BEWEISIDEE: Definiere ¢: R — [0, 00) durch

, t<r
1 1

0
()O(t) =< e tr-e R, t€ (7“’ R)
0, t>R

Diese Funktion ist C*°. Definiere nun

c= /R o(t)dt

S(t) =1 —/Ot 205) o

und setze

Cc

Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung ist dies wieder eine C'*°-Funktion.
Setze

P(u) = ¢(Jlu — uoll)
KOROLLAR 4.4: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, po € M

und W eine offene Umgebung von py. Dann existiert eine abgeschlossene
Umgebung A von py und eine C'*°-Funktion ¢: M — R mit

e 0<p<l
.Q0|AE].

° ¢|M\WEO

BEWEIS: Wihle eine Karte z: M’ — U C R" (mit M’ C W) um p,. Sei
uy = x(pp) und 0 < r < R < ¢, so dass B.(up) C U. Wihle eine Funktion
Y € C°(R™) wie in 4.3, dann ist

U(x(q), qge M

o: M — R, ¢(q) = {0’ ge M = M\x_l(M)

wohldefiniert: Ist ¢ € M’ N M", so ist ||z(q) — uo|| > R, also ¢(z(q)) = 0.
Weiter ist diese Funktion C'*° auf M’ und auf M”, also auch auf M = M'"UM".
Offenbar gilt 4.4 mit A = 271(B,(uy)).
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BEMERKUNG: Dieses A ist sogar eine kompakte Umgebung von py.

KOROLLAR 4.5: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und pg € M,
dann gilt:

1. Jeder Funktionskeim in C'*°(M, py) besitzt einen Représentanten h €
C>®(M).

2. Es gibt eine Karte (M’,z) um po, so dass alle z;: M’ — R zu C*-
Funktionen auf ganz M fortsetzbar sind.

BEWEIS:

1. Sei W offene Umgebung von pg in M und h e Co(W). Wihle offene
Umgebung W von py mit W C W.2 Sei eine Umgebung A = A C W
um py und eine C'*°-Funktion ¢: M — R wie in Korollar 4.4. Setze

h-olq), €W

h:M%R,h(g):{O g e M\TT

Analog zu 4.4 gilt: h ist wohldefiniert und C*° auf ganz M. Da ¢
nahe py konstant gleich 1 ist, gehéren h und h € C*°(M) zum selben
Funktionskeim.

2. Wihle eine Karte (W, #) um po. Konstruiere A=A c W c W c W
und ¢ € C*°(M) wie in (1). Fiir jede offene Umgebung M’ C A von py
gilt dann:

o (M’ Z|pp) ist eine Karte um py.
e Die Funktionen

T M — R, #;(q) =

Zi(q) - olq), geW
0, qgeE M\W

sind C*°-Fortsetzungen der Komponentenfunktionen z; = &;|p. O

DEFINITION 4.6: Fiir jedes differenzierbare Vektorfeld X: M — T'M und
jede Funktion h € C*°(M) definiert man die Richtungsableitung von h langs
X durch

X(h): M =R, X(k)(g) = X(q)([A])

BEMERKUNGEN:

2Dabei ist W definiert als Schnitt aller abgeschlossenen B O W.
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e In jeder Karte (M, x) schreibt sich

X(q) = Zai<Q) aii

mit a; € C*°(M); daher ist

q

1 X(0)(a) = X@ () = 3 ou(g) 227 (a(g))

jeweils eine C*°-Funktion auf M (zur Uberpriifung verkniipfe mit 2~1).
e Die von X induzierte Abbildung
C®(M) — C*(M), h— X(h)

ist R-linear und erfiillt die Produktregel:

X(h-h)(q) = X(h)(q) o h(q) + h(q) - X(h)(q)

DEFINITION 4.7: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

e Wir bezeichnen den R-Vektorraum aller differenzierbaren Vektorfelder
X: M —=TM als VM.

e Eine Abbildung §: C*®°(M) — C°°(M) heifst eine Derivation auf M,
falls sie R-linear ist und die Produktregel erfiillt:

Vh,h € C®°(M): 6(h-h)=6(h)-h+h-d6(h)

Sei DM der Vektorraum aller Derivationen auf M.

BEMERKUNG: Nach obiger Bemerkung (2) induziert jedes C'*°-Vektorfeld
X € VM eine Derivation X (-): C*°(M) — C>®(M).

SATZ 4.8: Die Abbildung

VM — DM, X — X(+)

ist ein Vektorraum-Isomorphismus

BEWEIS:

0. Die Linearitat ist trivial.
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1. Definiere eine Abbildung DM — VM, 6 — X; wie folgt: Fiir p € M
wird Xs(p) definiert durch

wobei h als Représentant des Funktionskeims in C*° (M) gewahlt wird
(siehe 4.5). Es ist nachzuweisen:

(a) Wohldefiniertheit. Seien h, h € C°°(M) zwei Repriisentanten des-
selben Funktionskeims, etwa mit h — l~z|W = 0 fiir eine offene
Umgebung W von p. Wihle ein ¢ € C°(M) mit ¢(p) = 1 und
¢|aw = 0. Dann gilt:

0 = d((h—h) ¥)p)
)

Also ist X;(p) eine wohldefiniertes Element von D(M, p), d.h. wir
erhalten eine Abbildung Xs: M — TM mit 7o X5 = idy,, d.h. ein
Vektorfeld auf M.

(b) Differenzierbarkeit von Xs. Sei p € M. Sei (M’ z) mit z =
(x1,...,2,) eine Karte um p mit der Eigenschaft: Alle z; lassen

sich zu C*°-Funktionen #;: M — R fortsetzen (geméf 4.5). Wir
schreiben fir g € M

mit Koeffizientenfunktionen

ai(q) = Xs(q)([z:]) = Xs(q)([2:]) = 6(2:)(q)

Also sind die a;: M’ — R differenzierbar. Nach Definition 4.2 ist,
da p € M beliebig gewihlt war, X ein differenzierbares Vektorfeld,
d.h. X5 € VM.

2. Einsetzen ergibt direkt, dass die Abbildung § — X die Umkehrab-
bildung von X +— X(-) ist. Also sind beide Abbildungen zueinander
inverse Vektorraum-Isomorphismen.
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4.2 Lieklammer

Kompositionen von Derivationen X (-),Y () € DM sind offenbar linear, aber
im allgemeinen keine Derivationen mehr:
X(Y(h-h)) = X(Y(h)-h+h-Y(h))
= X(Y(h)-h+Y(h)- X(h)+ X(h)-Y(h) + h- X(Y(h))
Die Summanden 2 und 3 stéren die Produktregel fiir h — X (Y (h)). Es folgt:
X(V(hR) = Y(X(h-R) = (X(Y(B) ~ Y (X(R) -
+h- (X(Y(h)) = Y(X(R)))

Somit ist die Abbildung
X()oY()=Y()oX(): CF(M)— C*(M)
eine Derivation, d.h. von der Form Z(-) fiir ein bestimmtes C*°-Vektorfeld Z

auf M.

DEFINITION/KOROLLAR 4.9: Seien X, Y differenzierbare Vektorfelder
auf M. Dann gibt es genau ein differenzierbares Vektorfeld Z € VM, so dass
fir alle p € C°(M) gilt

Wir schreiben Z = [X, Y] und nennen Z die Lieklammer von X und Y.

Zur lokalen Darstellung von [X, Y] in einer Karte (M’, x): Seien (lokal)
0 9, 9,
X = i , Y= j , L=

Dann berechnen sich die ~, wie folgt: Fiir ¢ € M’ gilt:

(g = ()([ k) = ( )()
= xx))(q) — () = X(Br)(q) — Y(ax)(q)
- (Z ot ) (Z@-%j) () (0)
= zi:ai(Q)a Z (Br) zj:&j(q)ai 7




FORMEL: Man kann schreiben
0 0 0
[;&ia_xi’ ;@a—%] —;%a—xk

wobel

Tk = Z {sz' ‘ %(@c) — ;- oz (ak)}

@

BEMERKUNG: Einfiihrung der Lieklammer ohne Betrachtung von Derivatio-
nen ist moglich wie folgt:

1. Definiere Z = [X,Y] auf M’ durch Angabe der Koeffizientenfunktionen
v, nach obiger Formel.

2. Zeige, dass sich in jeder Karte um p dasselbe Z(p) ergibt.

LEMMA 4.10: Das (Lie)-Klammerprodukt [-,]: VM x VM — VM ist
1. bilinear
2. schiefsymmetrisch, d.h. [X,Y] = —[Y, X]
3. erfiillt die Jacobiidentitat

[X7 D/a Z]] + [Zv [va]] + [Y7 [Z7XH =0

4. erfullt

[X,h-Y] = X(h)-Y+h-[X,Y]
[h-X,Y] = —Y(h)-X+h-[X,Y]

5. auf Kartenumgebungen gilt:

0 )
{a—x; 8—%]—0

BEWEIS:

1,2 Folgt sofort aus der Definition
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3. Fiir jedes p € C*°(M) gilt

(X 1Y, Z1I(e) + 12, [X, YI(e) + V) [Z, XT](#)
= X([V.Z|(9)) =Y, Z)(X(0) + .. + ...

XY (Z(p) - X(2(Y () =Y (2(X(9)) + Z(Y (X(#) F -
= 0 (durch Nachrechnen)

4. Es gilt
[(X,h-Y(p) = X(h-Y(p)) —h-Y(X(p))
= X(h)-Y(p)+h-X(Y(p) —h-Y(X(p))
= (X(h)-Y)(p) = h-[X,Y](p)

Mit (2) gilt:
h-X,Y] = —[Y,h-X]=-Y(h)-X —h-[Y,X]
= —Y(h)- X+h-[X,Y]
5. Fir ¢ € C*(M) gilt

0 B d(po m_l)

Daraus folgt:

8]0 - &(80)-2 (20

0 (O(poa™!) 0 (d(poa!)
= — | ——ox | — ox
(‘3@- 8a:j an (91:1
0*(pox) P*(poa!)
= —}/——————o0x — —(———— 0%
3@8:6]- (%Jﬁxl
0

DEFINITION: Ein Vektorraum mit einer bilinearen Abbildung [-,-]: V xV —
V, fiir die zusétzlich gilt:

o [v,w] = —[w,v] fir alle v,w € V (Schiefsymmetrie)

o [v,[w,z]] + [w,[z,v]] + [z, [v,w]] = 0 fiir alle v,w,z € V (Jacobi-
Identitdt)

heifst eine Liealgebra (iber dem gegebenen Korper).

BEISPIELE:
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o V =VM,|, ] Licklammer von Vektorfeldern.
e V = End(W) mit einem Vektorraum W und [A,B]=A-B — B - A.
(A, +,-) eine assoziative R-Algebra, [a,b] =a-b—b-a

Links/Rechtsinvariante Vektorfelder auf
SO(n) =0(m)N{A R | det A >0}

4.3 Integralkurven

DEFINITION: Fiir eine C*-Kurve c: I — M ist die Ableitung c'(s) € Ty M
definiert als die Richtungsableitung

C/(S) = 8[%6(3“)] € D(M, C(S)) = TC(S)M

BEMERKUNG: Ist (M’ z) eine Karte von M um ¢(s), so berechnet man

o) = ) o

%

c(s)

wobel definiert wird

i) = (zoo)t)

DEFINITION 4.11: Sei X € VM. Eine Kurve ¢: I — M heifit Integralkurve
von X, falls fiir alle s € I gilt:

¢(s) = X(e(s)) € Tyg M

LEMMA 4.12: Sei x: M'" — U C R"™ eine Karte fiir M,
X = Za-i c VM’
p 28137;

mit a; € C°(M’) und das (assoziierte) Vektorfeld auf U gegeben als

ai oz (u)
X:U—-R", X(u)= :
a0 (u)
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Ferner sei c: I — M’ eine differenzierbare Kurve und ¢ = zoc: I — U.
Dann sind dquivalent:

1. cist Integralkurve von X

2. Fiir s € I gilt: @(s) = X(¢(s)), d.h. & ist Integralkurve von X auf U.

BEWEIS: Durch Nachrechnen.

BEMERKUNG: Fiir assoziierte Vektorfelder X, X wie oben gilt
X(p) = (dz o X (2(p))  bzw.  X(u) = (d2)p-10 X (27" (1)

BEMERKUNG: Setzt man f: U — R", f(u) = X(u), so ist f eine C*-
Abbildung und (2) bedeutet: s — ¢é(s) ist Losung der autonomen gewohnlichen
Differentialgleichung

y'(s) = fly(s)) (*)
Da f eine C'"*°-Funktion ist, ist f lokal Lipschitz in y, d.h. fiir alle y, gibt es
eine Umgebung V4 und eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle y;,ys € Vj gilt

1f (1) = fw)ll < Cllys — va|

Somit ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz {iber gewohnliche Differen-
tialgleichungen anwendbar und liefert: Zu jedem Anfangswert u € U gibt
es genau eine maximale (nicht fortsetzbare) Losung ¢*: I, — U fiir (*) mit
einem offenen Interval I, C R um 0 und ¢“(0) = wu. Es lésst sich zeigen,
dass (t,u) — ¢“(t) eine auf einer offenen Teilmenge von R x U definierte
C*°-Funktion ist (mit {0} x U enthalten im Definitionsbereich).

Verkniipfung der so gewonnenen Losungen (t,u) — ¢*(t) fir (*) liefert mit
4.12:

SATZ 4.13: Sei X € VM,p € M. Dann gibt es eine offene Umgebung M’
von p, ein € > 0 und eine differenzierbare Abbildung

2 (_575) X M/ = M7 (t,Q) = Spt(Q)
mit den Eigenschaften:
1. Fiir jedes ¢ € M’ ist t — ¢:(q) eine Integralkurve von X ab ¢o(q) = ¢.

2. Es gilt ¢4(ps(q)) = piris(q) fir alle s,t und ¢ mit s, |¢],[s +t| < e
und g € M’ sowie ¢s(q) € M'.
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ZUM BEWEIS von (2): t — ¢(ps,(q)) und t — @445, (q) sind beides Integral-
kurven ab g, (q).

DEFINITIONEN: Die Familie {¢;: M" — M} <. nennt man lokaler Fluss
des Vektorfeldes X. (Interpretation: X, ist ein Geschwindigkeitsvektor des
Teilchens bei ¢ und ¢;(q) nach der Zeit ¢ erreichter Ort des Teilchens.) Lésst
sich e = oo und M’ = M wihlen, dann heifst X vollstindig. In diesem Fall
ist jedes ¢;: M — M ein Diffeomorphismus, weil ¢_; die Umkehrabbildung
ist zu .

Die Abbildung (R, +) — (Diffeo(M), o), t — ¢, ist wegen (2) ein Gruppen-
homomorphismus, eine sogenannte 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphis-
men von M oder auch ein dynamisches System auf M.

BEISPIELE:
e [st X =0, so ist X vollstdndig und ¢; = id,, fiir alle ¢

e Gibt es ein Kompaktum K C M mit X |y x = 0, dann ist X vollstandig.
Insbesondere ist jedes X € VM vollstéandig, falls M kompakt ist.

BEMERKUNG: Lokale Fliisse {¢;: M" — M}y« von einem Vektorfeld X
bzw. {1+} von einem Vektorfeld Y fithren zu einer weiteren Beschreibung von
Lieklammern. Es gilt:

d
(X, Y](p) = pr (do—t)pi(n)Y (02(p))
t=0
d
= 7 V_gop_ o 0904(p)
t=0

UBUNG: Zeige fiir X = 8%1_ und Y = a%j, dass fiir beliebige s, gilt: @50y =
Yy 0 . Daraus folgt:

V_gop_oh o0 4(p) =D
Tatséchlich sind dquivalent:
1. [X,Y]=0

2. Die lokalen Fliisse von X und Y kommutieren.
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5 Riemannsche Metriken

DEFINITION 5.1:

e Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine
Riemannsche Metrik (kurz: Metrik) auf M ist eine Familie g = (g,)pem
von positiv definiten, symmetrischen Bilinearformen (Skalarprodukten)

gp: T,M x T,M — R

die im folgenden Sinne ,differenzierbar von p abhéangt®: Fiir je zwei
differenzierbare Vektorfelder X,Y € M ist die Abbildung

g(X,Y): M =R, p— g,(X(p),Y(p))

differenzierbar, also eine C*>°-Funktion. Das Paar (M, g) heifst dann
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

e Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (M’, z) eine Karte
(des maximalen C'*°-Atlas), so heifen fiir i, j € n| die Funktionen

0 0
=g —,—): M >R
g” g ((%1’ 8%)

die Koeffizienten Riemannscher Metrik g beziiglich der Karte (M’, x).

BEMERKUNGEN:
e Ist g eine fest gewédhlte Riemannsche Metrik, so schreibe auch
= (v, w), anstelle von g,(v,w) fiir v,w € T,M
— (X,Y) anstelle von g(X,Y) fir X,Y € VM
— (X,Y), oder g,(X,Y) anstelle von g,(X(p),Y(p))

Wir setzen aulierdem

o]l = 1/gp(v,v) fiir v e T,M

X = vg(X,X): M — [0, 00)

e In der Notation von 5.1 gilt g;; = g;; fiir alle 4, j € n| und fiir jedes
p € M ist (gij(p))i; € R™™ die darstellende (Gramsche) Matrix der
Bilinearform g, beziiglich der Basis <£\p) von T, M. Diese Matrix

i 1

i=

ist symmetrisch und positiv definit.
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LEMMA 5.2: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und g = (g,)pem
Familie der Skalarprodukte g, auf 7,,M. Dann sind dquivalent:

1. g ist Riemannsche Metrik, d.h. die g, sind differenzierbar von p abhén-

2. Um jedes p € M existiert eine Karte (M’, z), so dass alle g;; differen-

g1g.

zierbar sind.

BEMERKUNG: Punkt (2) gilt dann automatisch fiir jede C*°-Karte (M, %)
um p, d.h. es folgt, dass auch die g;; nahe p differenzierbar sind.

BEWEIS:

(2) = (1) Es gelte (2). Seien X,Y € VM. Zu zeigen ist: Fir p € M ist die

Funktion ¢(X,Y): M — R differenzierbar nahe p. Sei dazu (M’, x) eine
Karte um p wie in (2), d.h. mit differenzierbaren g;;’s. Dann gilt fir
qge M

Vi) = 500 5

mit C*°-Funktionen o, 3;: M' — R. Es folgt:

X(q) = ailg) 81

)
7 q q

9(XYV) () = 9(X(0),Y (@) =D ai(q)Bi(q)gi;(2)

i=1 j=1
und somit (1), da laut (2) g;; differenzierbar sind.

Es gelte (1), d.h. ¢(X,Y): M — R ist C* fiir beliebige differenzierbare
Vektorfelder X, Y € VM. Sei p € M und (W, X) eine Karte um p. Wie
in 4.5(2) konstruiert man Umgebungen A=A C W C W C W von p
und eine C*°-Funktion ¢: M — R mit |4 = 1 und ¢|pnw = 0. Sei M’
beliebige offene Umgebung von p mit M’ C A und x = Z|5s, dabei ist
x(M') offen in R™. Seien i, j € n| und Vektorfelder X: M — T'M, k €
n| gegeben durch

2 fallsge W
Xulg) = 0(q) - 7 ) q )
0eT,M, fallsqg e M\ W

Nach Voraussetzung (1) ist die Funktion g(X;, X;) differenzierbar. We-
gen g;; = 9(Xi, X;)|am und @|pr =1 ist auch g;;: M" — R differenzier-
bar.

35



BEISPIELE:

e Sei M C R""* eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir identi-
fizieren wie bisher Tangentialriume an M mit Teilriumen des R"**,
Dann definiert fiir jedes p € M die Abbildung

Gp: TyM x T,M — R, (v,w) — (v, W)gnsr

eine Riemannsche Metrik auf M (Ubung), die sogenannte 1. Fundamen-
talform der Untermannigfaltigkeit.

e Ist M = U offen in R” und sind fiir 4, j € n| differenzierbare Funk-
tionen §;; = §;; gegeben, so dass fiir jedes u € U die Matrix (g;;(u));
symmetrisch und positiv definit ist, dann definiert

Ju ((vl, o)t (w, - ,wn)T) =l . (Gij(w))ij - w

eine Riemannsche Metrik auf U. Mit der Identifikation T,,U ~ R"
beziiglich der Standardkarte z = idy gilt %|u = ¢;, die Koeffizienten
der Metrik beziiglich der Karte (U, x) stimmen mit den §;; iberein. Nach
Lemma 5.2 beweist das, dass (g, )uev differenzierbar von u abhéngt und
damit eine Riemannsche Metrik auf U ist.

e Klassisches Beispiel: Seien

- 1
Dann ist : >
UV, W)
gulv,w) =

Es ergibt sich ein n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

5.1 Isometrien

DEFINITION 5.3: Seien (M, g) und (XN, §) Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
Ein Diffeomorphismus f: M — N heilt Isometrie, falls fiir alle p € M und
v,w e T,M gilt:

9p(v; ) = G5) (dfp(v), dfp(w)) (*)

Ist f ein [lokaler Diffeomorphismus, d.h. df, ist ein Vektorraum-
Isomorphismus fiir alle p € M, so heilit f lokale Isometrie.
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BEMERKUNGEN:

e Offensichtlich ist mit f auch f~! eine Isometrie.

e Sind f: (M,g9) — (N,g) und h: (N,g) — (O, g) Isometrien, so auch

f o h. Insbesondere ist

Isom(M,g) ={f: (M,g9) — (M,g) | f ist Isometrie }

eine Untergruppe von (Diffeo(M), o).

e Riemannsche Geometrie (unter-)sucht solche Grofen, die sich Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten zuordnen lassen und unter Isometrien erhalten

bleiben.

e Uberpriifung von 5.3(*) mittels Karten (M’, z) um p und (N’,y) um

f(p): In solchen Karten gilt:

- o 0\ . 9 9
9i; = UGp (8:151’ axj) - gf(p) (dfp (81‘2 p) ,dfp (ax]

= Jrp) (Z Oy Oaj;; - >(w(p)) (%

k

Y

f(p)

f (p)>

Nyiofox™) 0
Z oz, (z(p)) 3_,%

l

)

= 2 D ) sy - 2oL )

&L'@-
k,l

Somit schreibt sich (*) wie folgt:

(955(0))ij = D(y o fox ™)L - (Gu(f )k - D(yo fox™

1)x(p) (**)

e Einbettungssatz von J.Nash: Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-

mension n ist isometrisch zu einer Untermannigfaltigkeit des (RY, (-, -))
mit N ~ n?%. Bis auf Isometrie gibt es also keine weiteren Riemannschen
Mannigfaltigkeiten auffer Untermannigfaltigkeiten euklidischer Raume.

Metrik g auf N eine Metrik g auf M definiert durch

9p(v, w) = Gy (dfp(v), dfp(w)), p € M, v,w € T,M
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Wir schreiben g = (f*g) und nennen (f*g) die Pullback-Metrik (zuriickge-
fithrte Metrik) von g beziiglich der Abbildung f.

BEMERKUNG: Ist f sogar (lokaler) Diffeomorphismus, dann ist ¢ = f*g
die eindeutig bestimmte Metrik, so dass f: (M,g) — (N, g) eine (lokale)
[sometrie ist.

BEWEIS: Jedes wie oben definierte g,: T,M x T,M — R ist bilinear (da Gy,
bilinear und df, linear), symmetrisch und positiv definit:

Vo € T,M \ {0}: gp(v,v) = G (dfp(v), dfp(v)) >0

da df,, injektiv und somit df,(v) # 0. Mittels Karten (M’, z) um p und (N',y)
um f(p) mit f(M') C N’ weist man leicht nach, dass alle g;; = ¢ (%, %)
differenzierbar sind (Rechnung analog zur Rechnung im obigen Beispiel). Also
ist g = (gp)pem eine Riemannsche Metrik auf M.

Einfacher als der Satz von Nash ist der folgende Satz:

SATZ 5.5: (Whitney’s Einbettungssatz): Jede n-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu einer n-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit des R?" 1,

KOROLLAR 5.6: Auf jeder differenzierbarer Mannigfaltigkeit gibt es eine
Riemannsche Metrik.

BEWEIS: Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nach 5.5 gibt es einen
Diffeomorphismus )
f: M — M c R™!

auf eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M des R2"t!. Die Einschrén-
kung des Standard-Skalarprodukts (-,-) des R**! auf Tangentialvektoren
definiert eine Riemannsche Metrik g auf M. Da f ein Diffeomorphismus ist,

ist f insbesondere eine Immersion und damit f*g eine Riemannsche Metrik
auf M.

BEMERKUNG: Eine direktere Konstruktion klebt Metriken auf Kartenumge-
bungen (mittels einer ,Zerlegung der Eins") zusammen (auch der Beweis von
5.5 verwendet Zerlegungen der Eins).

WEITERES BEISPIEL:

e Produktmannigfaltigkeiten: Seien (M, g), (N, h) Riemannsche Mannig-
faltigkeiten mit m = dim M und n = dim N. Nach Ubung ist M x N
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
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Fiir (p,q) € M x N definiert

TpgM x N) — T,MxT,N
z = ((dm)(m)(z), (dm)(p,q)(z))

einen Vektorraum-Isomorphismus. Wir schreiben daher Vektoren in
Tip,q) (M x N) als Paare von Vektoren (v, w) € T,M x T, N und definieren
die Produktmetrik wie folgt:

(g X h)(nq)((v’ w)) (67 UNJ)) = gp(”? 6) + hQ(w’ ID)

5.2 Quotientenmannigfaltigkeiten:

SATZ: Eine Gruppe G < Isom(M, g) operiere auf (M, g)
o (fixpunkt-)frei, d.h. fiir alle v € G\ {idy } gilt {p e M | v.p=p} =0.

e cigentlich diskontinuierlich, d.h. fiir jedes Kompaktum K C M ist die
Teilmenge {7y € G | v. K N K # (0} C G endlich.

Es folgt: Um jedes p € M gibt es eine Karte (MP?, aP), so dass fiir alle y € G
gilt:
Mp’ V= ldM

MP 01 (M7) = { *

BEwWEIS: Wahle die Umgebungen von p wie folgt:

e Sei (M’ z) eine Kartenumgebung von p. Sei A eine kompakte Um-
gebung von p in M’. Dann ist y(A) N A # () nur fiir v = idy; und

e Wiihle eine kompakte Umgebung B C A, so dass 7; '(p) ¢ B fiir alle
i=1,... k.

e Sei M? C B offen mit ) = M? N ~;(B) D MP N ~,;(MP)

DEFINITION: In der Ubung wurden Bahnenraum und Projektionsabbildung
betrachtet:

M — M/G={Gpl|pe M}
p — Gp

Damit ist (*) dquivalent zu: 7|y ist injektiv.
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SATZ: In der Ubung wurde gezeigt: M /G ist

e topologischer Hausdorffraum mit der Quotiententopologie

W C M/G offen <= 7~ (W) offen

e differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Karten (w(MP),z") fiir p € M,
wobel 2P = P o (7|pw) ' T(MP) — 2P(MP).

e 7 ist lokaler Diffeomorphismus: Jedes 7|y» ist ein Diffeomorphismus.

SATZ 5.7: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Untergruppe
G < Isom(M, g) operiere frei und diskontinuierlich auf M. Dann gibt es
genau eine Metrik g auf der Quotientenmannigfaltigkeit M /G, so dass die
kanonische Projektion 7: M — M/G eine lokale Isometrie wird.

BEWEIS:

e Es gibt hochstens eine solche Riemannsche Metrik g: Sei [p] € M/G
mit einem Représentanten p, ferner v, € Ty, (M/G). Da 7 ein lokaler
Diffeomorphismus ist, ist dm,: T,M — Ty (M/G) = Ty (M/G) ein
lokaler Vektorraum-Isomorphismus und es gibt eindeutig bestimmte
Urbilder

v = () (@), w = (dm,) " (@)

Sei g eine Metrik auf M/G wie gefordert. Dann gilt nach Definition
lokaler Isometrien:

gp(v,w) = g[p]<d7rp(v)v dmy(w)) = 9ip) (0,0)

Also lasst sich g eindeutig aus g ermitteln gemaf
9 (9, W) = g,((dm) ™ (D), (dmp) () (**)

e Existenz von §: Zunéchst ist gp,) geméf (**) wohldefiniert, d.h. unab-
héngig vom Repréasentanten p € [p]: Fiir g € [p| existiert ein v € G mit
v.p = q. Fiir p’ € M gilt:?

] =Gp' =Grp =)
= mw=7moy
= dm, = dmyp o (dy), = dmg o (dy),

3Fiir kiirzere Schreibweise fassen wir dabei « als eine Isometrie M — M auf.
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Wie behauptet folgt (da «y eine Isometrie ist):

9p((dmy)~H(0), (dmy) ™1 (@) = gyp((dy)p © (dryp) ™1 (D), (d7)y 0 (dp) ™" ()
= g4((dmy) ™' (2), (dﬁq)_l(w))

Offensichtlich ist jedes ¢ ein Skalarprodukt auf Tp,)(M/G). Geméfs

Lemma 5.2 bleibt es zu zeigen, dass fiir jede Karte (M’ x) fir M,

so dass 7|y ein Diffeomorphismus ist, und fiir die assoziierte Karte
(7(M"),Z =z o (m|pp) 1) fiir M/G die Koeffizienten der Metrik

§ij‘§l( 0 a)iﬂ(M/)—’R

differenzierbar sind. Wir berechnen fiir p € M":

0 0 0
" (8‘%’ P) B ; [dﬂp <a_xl P)] - D |,
= > 0 (Zrom)- i
0
04|,
Und damit:
_ _ 9, 0
gi;([p]) = Gy (8_5:2 . 0% M)

= Gij (P

Somit ist §;j = gij(7|ar) " eine C*°-Funktion. Daher ist § Laut 5.2 eine
Riemannsche Metrik. Wegen (**) ist 7 eine lokale Isometrie.

BEISPIELE:
o Ist M = 5" g={(,)|rm und G = {£idgn}, so heilt (S"/G,g) reell

projektiver Raum.
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e Seim >3 und 1 <k < n mit ggT(k,m) = 1. Dann operiert die Gruppe
Ly = (Z/mZ,+) auf

S3 = {(21722) S (C2 ‘ ’21|2—}— ‘32’2 = 1} C (CQ 2R4

vermittels

1.(21,20) = e%i~zl,€2ﬁji-zg
J

fixpunktfrei und isometrisch (und eigentlich diskontinuierlich). Man
erhilt den Linsenraum Ly, = (S®/Zm, g)

5.3 Exkurs in die Topologie

Wir stellen einige Ergebnisse dar, ohne Beweis:

e Jede zusammenhéngende Riemannsche (differenzierbare, topologische)
Mannigfaltigkeit ist von der Form (d.h. isometrisch, diffeomorph bzw.
homéomorph zu) M /G, wobei

— M eine Riemannsche (differenzierbare, topologische) Mannigfaltig-
keit und einfach zusammenhdingend® ist.
-G < Isom(M, g) bzw. G < Diffeo(M) oder G < Homéo(M) auf

M frei und eigentlich diskontinuierlich operiert.

e Klassifikation differenzierbarer (topologischer) Mannigfaltigkeiten redu-
ziert sich somit auf:
— Klassifikation aller einfach zusammenhéngenden.
— Klassifikation freier, eigentlich diskontinuierlich, operierender Grup-
pen von Diffeomorphismen (Hom6omorphismen).

Fiir einzelne Dimensionen gilt:

2: Es sind nur S? und R? einfach zusammenhingend.

3: Poincare-Vermutung: Ist M eine kompakte 3-dimensionale Man-
nigfaltigkeit und einfach zusammenhingend, so ist M ~ S? (evtl.
bewiesen von Perelman).

4D.h. jede geschlossene Kurve in M lisst sich in M stetig auf eine Punktkurve zusam-
menziehen. Beispiele: S™ fiir n > 2 oder R". Gegenbeispiele: Torus T2 oder S*.
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4: Klassifikation der einfach zusammenhéngenden kompakten Mannig-
faltigkeiten ist dquivalent zur Untersuchung des Schnittverhaltens
von Paaren 2-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten. Hierzu gibt
es mehr Moglichkeiten in topologischen als in differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten: Es gibt kompakte 4-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeiten, die keine differenzierbare Struktur besitzen.
Fiir topologische Mannigfaltigkeiten wurde das Problem von M.
Freedman und fiir differenzierbare von Donaldson untersucht.’

5: Sehr schwierig, bisher nur Teilresultate.

e Zwei Mannigfaltigkeiten M, N heifsen Homotop dquivalent wenn stetige
Abbildungen f: M — N und g: M — N existieren, deren Verkniipfung
zur Identitét homotop (stetig deformierbar) ist, man schreibt fog ~ idy
und g o f ~idy,. Fiir die Linsenrdume sehen die Bedingungen wie folgt
aus:

M = Ly, j;, N = Ly, 1y | Beispiel
Isometrie
Diffeomorphie k' = +k* mod m L71% Lqs
Homo6omorphie
Homotopie kk' = 1> mod m L7y~ Ly

e Es gibt 27 exotische Sphéren, der Dimension 7, d.h. homéomorph aber
nicht diffeomorph zu S”.

e Sei G eine kompakte Untergruppe von GL(n,R) C R™*". Sei H < G.
Dann sind automatisch G und H Untermannigfaltigkeiten von R™*".
Es existiert eine differenzierbare Struktur auf dem Nebenklassenraum
G/H ={g.H | g € G}.

Sei nun G = SU(3) (8-dimensional). Fiir k,1 € Z \ {0} mit k& # —I
definiere

eQm’(kt) 0 0
Hy, = 0 e 0 t€0,1)
0 0 e27ri(—k—l)t
Dann ist Ny; = G/Hy,; eine 7-dimensionale differenzierbare Mannig-

faltigkeit (Aloff-Wallach-Raum). Fiir die Diffeomorphie bzw. Homéo-
morphie von Ny ; und Ny wurden 2 verschiedene zahlentheoretische

5Beides Fields-Medaillen
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Bedingungen aufgestellt. Das kleinste Beispiel, wo die Bedingungen
nicht dquivalent sind, ist

(k1) = (—56788,5227); (k',I') = (—42652,61213)

Fiir diese Zahlen ist Nj; homdomorph aber nicht diffeomorph zu Ny

6 Riemannsche Abstandsfunktion

DEFINITION 6.1: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

1. Eine Abbildung c: [a,b] — M heiflst differenzierbare Kurve, falls ¢
eine differenzierbare Fortsetzung ¢: I — M auf ein offenes Intervall
I O [a, b] besitzt. Dann setzen wir ¢'(t) = ¢(t) € T,y M fir t € [a, b].
Wir definieren die Ldinge von c als

1@ - | o)l e = / a0, @)

2. Eine Abbildung c: [a,b] — M heifst stickweise differenzierbar, falls
eine Zerlegung a = ty < t; < ... < 1 = b existiert, so dass alle
Teilkurven c|y,_, ., fiir ¢ = 1,...,k differenzierbar sind. Fiir solche
Kurven definieren wir

BEMERKUNGEN:

e (/(t) ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von gewéahlter Fortsetzung: Be-
trachte fiir Fortsetzungen ¢, ¢, und eine Karte (M’, z) um ¢(t) die nahe
t definierte Abbildung s — z 0 ¢;(s) — x o é3(s) und leite ab.

e In (2) ist L(c) wohldefiniert, unabhéngig von der Zerlegung, da

am a2 am
[T [
al al am—1

Wie gehabt ist L(c) invariant unter Umparametrisierungen, d.h. es gilt
L(c) = L(c o ¢) fiir jeden Diffeomorphismus ¢: [a, 8] — [a, b].
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o Ist c: [a,b] — M’ eine differenzierbare Kurve fiir eine Karte (M’, x), so
gilt mit ¢ =z oc: [a,b] — R™ fur ¢ € [a, b]:

) = A} o
i=1 tle(t)
" (d 0
a ; { ds t(% C>(S)} Ox; e(t)
u 0
AN
; o, c(t)

Somit folgt:

@1 = | ge0) (Z lt)

Also gilt

b n
L(C)Z/a JZléé(t)'éé(t)-gij(dt))dt

o Ist f: (M, g) — (N,h) eine Isometrie und c: [a,b] — M differenzierbar,
so auch f o ¢ mit

I(F e o) @

[[dfe (€' (1)

{Pewy [dfe (¢ (1)), dfey (¢(1))] }
= [ae(c(0).¢())]% = ¢ D)

Also gilt L(f o ¢) = L(¢), d.h. Isometrien erhalten Kurvenlangen.

Es gilt auch die Umkehrung: Sei f: (M, g) — (N, h) ein Diffeomorphis-
mus und erhalte alle Kurvenldngen. Fiir jede Kurve c: [0,¢) — M gilt
dann:

N[

/0 1) dr = / I(Foo)(rlldr firo<t<e
S 1O = | @)
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Somit erhélt jedes df, die Langen von Vektoren, daher auch die Skalar-
produkte wegen

1 2 2 2
(v, w) = S(l[v+wl” = lv]” = Jlw])

DEFINITION 6.2: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heifst
die Funktion

d: M xM — [0,00)U {0}

mit der Konvention inf(()) = co eine Riemannsche Abstandsfunktion auf

(M, g).

d(p,q) = inf{L(c)|c: |a,b] — M stiickweise differenzierbar
mit c(a) = p, c(b) = ¢}

BEMERKUNGEN:

Ist M zusammenhéangend, so gibt es zwischen je zwei p, ¢ eine stiickweise
differenzierbare Verbindungskurve, also gilt d(p, q) < oc.

Ist ¢ € Isom(M, g), so erhélt ¢ Kurvenlangen und somit auch d.

Ist ¢ eine stiickweise differenzierbare Kurve zwischen p und ¢, so ist ¢~
mit ¢ (t) = ¢(q —t) stiickweise differenzierbar zwischen ¢ und p. Daraus

folgt: d(p,q) = d(q,p)
Es gilt d(p,q) > 0 und d(p, p) = 0 (Punktkurve)
Sind d(p, q),d(q,r) < 00, so gibt es stiickweise differenzierbare Kurven

c¢: [0,1] — M von p nach ¢ mit L(c) < d(p,q) + §
¢: [0,1] — M von ¢ nach r mit L(¢) < d(q,7) + §

Somit ist die Kurve

c(t), teo,1]

cuc:[0,2] = M, t— {6(75—1), te(1,2]

stiickweise differenzierbar von p nach r. Es gilt
d(p,r) < L{cue) = L(e) + L(¢) < d(p,q) +d(g,7) + ¢

Somit erfiillt d die Dreiecksungleichung (auch bei auftretenden Sum-
manden 00).
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Somit ist d eine Metrik (im Sinne metrischer Rédume), falls zusétzlich gilt:
e Vpge M:p#q=dp,q) >0
o Vp,ge M: d(p,q) < oo

Die erste Bedingung gilt immer, die zweite genau dann, wenn M zusammen-
héngend ist (siehe unten). Die Bemerkungen zeigen aukerdem, dass folgendes
eine Aquivalenzrelation auf M ist:

p ~ q <= Es gibt eine stiickweise differenzierbare Kurve von p nach ¢

SATZ 6.3: Die Aquivalenzklassen sind offen. Insbesondere gibt es nur eine
Aquivalenzklasse, falls M zusammenhéngend ist. In diesem Fall gilt d(p, ¢) <
oo fiir alle p, q.

SATZ 6.4: Sei (M, g) zusammenhéngend. Dann gilt fiir alle p # ¢ € M, dass
d(p,q) > 0 ist. Insbesondere ist (M, d) ein metrischer Raum. Die Topologie
7T von M stimmt mit der von d erzeugten Topologie 7, iiberein.

BEWEIS:

1. Seip € M und z: M’ — U C R"™ eine Karte um p, sei uy = x(p).
Wihle ein R > 0 mit BR"(ug) C U und setze K = 7' (B%"(ug)), eine
kompakte Umgebung von p. Die stetige Funktion

K x {UER”| 203:1} - R
(q,v) ol (9i5(q))ij -v = Zvingij<Q)

ij

nimmt nur positive Werte an, daher auf ihrem kompakten Definitions-
bereich ihr Minimum m > 0 und ihr Maximum m > m > 0. Durch
Einsetzen v = —=2— fiir w € R"™ \ {0} folgt fiir alle ¢ € K, w € R™

\/kal%
mei > Zwiwj - 9ij(q) = mzwlf
K ij k

2. Sei ¢ € M \ {p} und c: [a,b] — M eine stiickweise differenzierbare
Kurve von p nach ¢g. Wir betrachten zwei Félle:
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Fall 1: Bild(c) C K C M'. Mit é = z o c gilt:

[ \/ ) g el
[ @ = v [ 1)@

J_/ O] dt fir a = max {¢ | &(t) = uo}

L(e)

IV

v

(c(t), — Up)

), e(t
dt
1e(t) —UOII

Cauchy-Schwarz: > +/m /

= Vm / I6(t) — woll dt
> mlet) —uoll]) = v l2(q) — uoll|
Fall 2: Es existiere ¢ € (a, b] mit c(t) ¢ K. Setze
b=min{t € (a,b] | c(t) € M\ 2" (Br(up))}

Das Minimum existiert, da die Menge abgeschlossen ist. Es folgt ei-
nerseits c¢(b) ¢ x~1(Bgr(ug)), anderseits ist ¢([a, b)) C 271 (Bg(uo))
und da c stetig ist, folgt:

c(b) € 271 (Br(u)) = 7 (Bg(up))
— x(c(b)A) € 0Bg(up) )
= [Ja(c(b)) — uoll = [|é(b) — uol| = R

Da Bild(c|j) C K, folgt nach Fall 1:

)
L(¢) 2 L(cls) = ViR
3. Aus Fall 1 und 2 folgt fiir alle ¢ € M mit g # p:
x(q) —uol|, g€ K
dp.q) > vm [|z(q) = uo
VmR, q¢ K
und damit d(p, q) > 0.

4. Jede Umgebung W von p beziiglich der Topologie 7" enthélt eine Teil-
menge z 1 (BX" (ug)) fiir 0 < € < R, weil x beziiglich 7 ein Homdomor-
phismus ist. Diese wiederum enthélt nach (3) den d-Ball Bfl/mg(p). Also
ist W auch Umgebung von p beziiglich der Topologie 7.
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5. Fiir ¢ € K betrachte die Kurve

¢:[0,1] — KcCM,
t = 27 (1 = t)ug + tx(q)).

Hieraus ergibt sich analog zu (2):

dp,g) < L(@) < Vi |l2(q) - uol (+%)

Ist W eine 7;-Umgebung von p, so enthélt W einen d-Ball B%(p) mit
0 < & < y/mR, nach (3) enthalten in K. Wegen (**) enthélt dieser
d-Ball die beziiglich 7 offene Menge

13*1 (BET/L\/%(U(]))
Also ist W auch Umgebung von p beziiglich 7.
6. Nach (4) und (5) haben 7 und 7; dieselben offenen Mengen.

BEMERKUNG: Zur Definition d(p, q) = inf{...}: Spéter wird gezeigt, dass
kiirzeste Verbindungskurven, d.h. mit L(c) = d(c(a), ¢(b)) immer lokal exi-
stieren und sogar global, falls (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum ist
(Satz von Hopf-Rinow), z.B. falls M kompakt oder (M, g) homogen® ist.

7 Tensoren

Jede Riemannsche Metrig g auf M definiert eine Abbildung, die R-bilinear
und in jedem Argument C*°-linear ist, d.h. fiir beliebige X, Y € VM und
feC®(M) gilt:

[-9X,)Y)=9g(f- X,)Y)=9(X,f-Y)

DEFINITION 7.1: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und s € N.
Ein (0, s)-Tensor bzw. (1, s)-Tensor ist eine R-multilineare Abbildung

T: VM x...x VM — C*(M)
sS?ng
bzw. T: VM x...x VM — VM,

~
s Stiick

5D.h. Isom(M, g) operiert transitiv auf M.
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die in jedem ihrer s Argumente C'*°-linear ist, d.h. fiir X;,..., X, € VM,
f e C®(M) gilt:

T(Xl,...,f'Xi,...,Xs>:f'(Xl,...,Xi,...,Xs>, izl,...,s

BEISPIELE: Jede Riemannsche Metrik ¢ ist nach obigem ein (0, 2)-Tensor,
idys ist ein (1, 1)-Tensor. Weitere Beispiele kommen spéter.

Beachte, dass ¢(X,Y)(p) nur von X(p),Y (p) € T, M abhéngt und nicht von
Werten von X,Y in anderen Punkten von M. Diese Beobachtung ist ganz
allgemein fiir Tensoren giiltig.

PROPOSITION 7.2: Sei T ein (0, s)- oder (1,s)-Tensor. Sind X, ..., X, €
VM und Yi,...,Y; € VM mit X;(po) = Yi(po) fiir alle ¢ mit einem festen
Do, so folgt:

T(X1,...,Xs)(po) =T(Y1,. .., Y5)(po),

d.h. T(X1, ..., X,)(p) hingt nur von den X;(p) ab.

BEWEIS: Wihle eine Karte (M’, z) um py, so dass sich die Koordinatenvek-
torfelder a%i € VM’ zu C*-Vektorfeldern Z; € VM auf ganz M fortsetzen
lassen. Wihle aukerdem eine offene Umgebung W C W C M’ um p und eine
C*-Funktion ¢: M — R mit ¢(py) = 1 und ¢[ynw = 0. Setze X =¢- X,
fur alle 7. Dann gibt es ¢;; € C*°(M) firi=1,...,n, j=1,...,s mit

G- -t

wobei 9|y = 0. Nun gilt:

~

T(X1,. ., X5)(po) = (o) T( X1, ..., Xs)(po) = T( X1, ..., Xs) (o)
(*)

11 4eeyts=1

)
Po

X;(po) = Xj(p[)) = Z%Uij(po)zi(po) = Z@Z’ij(po) (%Z

héngen die ;;(po) nur vom Wert X;(po) € T,,M ab. Nach (*) gilt gleiches fiir
T(Y1,...,Ys)(po) mit denselben Koeflizienten 1;;(po) und daher

T(Xy, ..., Xs)(po) =T(Y1,...,Ys)(po)-
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BEMERKUNG: Wie fiir Riemannsche Metriken kénnen wir auch jeden (i, s)-
Tensor T" betrachten als Familie multilinearer Abbildungen (7},) e mit

R, i=0
T,M, i=1
Tp(ve,...,0,) = T(Xq,...,X5)(p)

T,: T,M* — {

fiir beliebige X7, ..., X, € VM mit X;(p) = v;, so dass die Familie (7,),em
differenzierbar von p abhéngt im folgenden Sinne: Fiir Y;,...,Y; € VM ist
die Abbildung p — T,(Y1(p),...,Ys(p)), p € M differenzierbar (Funktion,
falls i = 0 bzw. Vektorfeld, falls i = 1).

Diese Definition ist dquivalent zur folgenden: Um jedes p € M existiert eine
Karte (M’, x), so dass alle
p)

Andere #dquivalente Definition: Fiir jede Karte (M, #) sind alle Funktionen
T; differenzierbar.

0
T ..i.(p) =T, (%

fir p e M’, iy,...,is € n] differenzierbar sind.

0

.--7_
8:171-5

)
p

1...%s

8 Kovariante Ableitung von Vektorfeldern

Schon kennengelernt: Richtungsableitungen X (h) von Funktionen h € C*°(M)
langs Vektorfeldern X € VM (sinnvoll auf differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten). ZIEL: Konstruktion der Ableitung eines Vektorfeldes Y € VM langs
eines Vektorfeldes X (erfordert eine Riemannsche Metrik).

Zur Motivation dieser Ableitung /ihrer Eigenschaften betrachten wir Unter-
mannigfaltigkeiten M C R™** mit der 1. Fundamentalform als Riemannsche
Metrik auf M.

Fiir jedes p € M zerlegen wir beziiglich (-, -), den Tangentialraum in orthogo-
nale direkte Summe:

R™™ =T, M @ (T,M)*, . = 2™ + z'»

LEMMA 8.1: Ist Z: M — R™"* differenzierbar, so definiert (Z7)(p) =
(Z(p))™, p € M ein differenzierbares Vektorfeld auf M

BEWEIS: In der Ubung.
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DEFINITION: Kovariante Ableitung eines Vektorfeldes Y € VM langs
X e VM:
(VxY)(p) = [dY,(X ()] € T,M

Da p — dY,(X(p)) € R*™* differenzierbar ist, ist nach 8.1 auch p — (V,Y)(p)
differenzierbar, d.h. wir erhalten eine Abbildung

V:VMxVM — VM
(X,)Y) — VyY

Diese Abbildung hat die folgenden Eigenschaften:
1. V ist R-bilinear.
2. V ist C°°(M)-linear (tensoriell) im 1. Argument, d.h. es gilt:
VixijxZ=[f-VxY+[-VgY
fir X, X,Y € VM und f, f € C=M
3. V ist eine Derivation im 2. Argument, d.h. es gilt:
Vx(h-Y)=X(h)-Y +h-V.(Y)
fir X,Y € VM und h € C>®M,

BEWEIS: (von 3): Es gilt

(Vx(g-Y))(p) = ld(g-

<
~
~—
bS]
—~
=
3
~—
=
=3

Kettenregel : =

g(cl(t)) - Y(c(t»} p

0

Sl

Og<c<t>>} Y0 + 90 [
)(p)-Y(p) +9) - (VxY)(p

BEMERKUNG: Abbildungen V mit Eigenschaften (1)-(3) heifen kovariante
Ableitungen auf M. Hier (d.h. fir Untermannigfaltigkeiten und das gegebene
V) gilt aufserdem:

[0
ot
9

ot

[0

ot

X(g

~—

52



4. Fur gp = <‘7 '>0 ’TPMXTPM gllt

X(G.2)0) = 5| (¥.2)- 0] (mit 1= M,e(0) = p.(0) =
0
= 5| e,z
= (dY,(X(p)), Z(p)) +

Kovariante Ableitungen mit (4) nennt man metrisch oder Riemannsch
5. Weitere Eigenschaft: Fiir alle X, Y € VM gilt:
[X,Y] = VxY — Vy X
BEWEIS: : In der Ubung. BEWEISIDEE: Zeige:
e Die Abbildung

T VM x VM — VM,
T(X,Y) = [X,Y]-VxV - VyX
ist ein (1, 2)-Tensor (Torsionstensor).

° T(a a>EO.Somi‘cfolgt:T50.

9z, I
Eigenschaft (5) heist Torsionsfreiheit von V.

Z1EL: Nachweis, dass es auf jedem (M, g) genau ein solches V (mit (1)-(5))
gibt, d.h. genau eine metrische, torsionsfreie kovariante Ableitung.

DEFINITION 8.2: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

e Eine R-bilineare Abbildung g

V:VM xVM — VM,
(X,Y) — VyxY

heifst kovariante Ableitung oder Zusammenhang auf M, falls gilt:

— V ist R-bilinear
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— Vist C*°(M)-linear in X

— V ist Derivation in Y

e V heiltt torsionsfrei, wenn fiir alle X, Y € VM

[X,Y] = VxY — Vy X

e [st g eine Riemannsche Metrik auf M, so heilt V metrisch oder
Riemannsch beziiglich g, falls gilt: fiir alle X, Y, Z € VM ist

X(9(Y,2))=9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)

BEMERKUNGEN:

1. Der Wert (VxY)(p) hiangt nur ab von X(p) € T,M und Y|y fir
beliebig kleine offene Umgebung M’ von p. BEWEIS:

e Fiir festes Y ist X — VxY mnach (1) ein (1,1)-Tensor. Nach
Proposition 7.2 folgt: X (p) = X(p) = (VxY)(p) = (VY)(p) wie
behauptet. Wir schreiben daher fiir v € T,M auch kurz V,Y =
(VxY)(p) fiir beliebiges X € VM mit X (p) = v.

e Stimmen Y,Y € VM auf M’ iiberein, so gilt fiir geeignete Funktio-
nen ¢ € C*°(M) mit ¢ = 1 nahe p und ¢|ppar = 0: ist Y = Y,
so gilt

(VxY)(p) = ¢@)(VxY)(p) + X(9)P)Y (p)
(

2. Ist V ein Zusammenhang auf M und (M’ z) eine Karte, so ist nach (1)

jedes lokale Vektorfeld V il % wohldefiniert. Wir schreiben dieses wie
: o

gewohnt als Linearkombination der Koordinatenvektorfelder Bor Die
Koefhizienten Ffj: M'" — R heiken Christoffel-Symbole von V beziiglich

der Karte (M’ z), d.h. es gilt

;)
Vit on, ~ 2 o,

Die T%; liefern (VxY)|yr, denn fiir X[y = Y2, fize und Y|y =
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ngj% folgt:
VXY = Vg o (Zgjﬁ%)
J
- ;Vﬁag <gj8ixj)
- Zfl azz< 83)
-2 (a—xﬁgﬂ‘) | ai i (Va% g))

Der zweite Summand ist nun aus den Ffj berechenbar.

Der Zusammenhang V ist genau dann torsionsfrei, wenn in jeder Karte

gilt:
o 0 o 0 0 0
- 7L v
0 (&vi’axj) {81‘1 8:5']} vaz Oz +vaz Ox;
=0
= —Z{F’“ — Tk fiir alle , j

_ k:_ k -
= Iy =1 firallesjk

SATZ 8.3: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es
genau einen Zusammenhang V: VM x VM — VM auf M, der zusétzlich
metrisch beziiglich g und torsionsfrei ist, der Levi-Civita-Zusammenhang.
Die Christoffel Symbole T'}; von beziiglich einer Karte (M, z) berechnen

sich aus den Koeffizienten g;; = ¢ (i i) nach der Formel

Ox;’ Ox;
I, = 1zjgkl(gil i+ Gj1i — gi'l)
1) 92 — ) 2t >
9 Nguox)
9u5(q) = 9z, (gu) = T ou. (z(q))
J lq J

Dabei ist (9" (q))w == (g:5(q));" fiir g € M’

BEWEIS: Zuerst die Eindeutigkeit: Seien X,Y,Z € VM, wir schreiben (-, -)
anstelle g. Sei V ein torsionsfreier metrischer Zusammenhang auf (M, g).
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Dann folgt:

XY, 7)) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)

Y(X,Z)) = (Vv X,Z)+(X,VyZ)

—Z({(X,)Y)) = (VzX,Y)+(X,VzY)
Alles addiert ergibt:
X((V.2)) + Y((X.2)) = Z({X,Y)) = 2(ViY,Z)+ (X, [V.Z])
+({Y,[X, Z]) - (Z,[X,Y])
Es folgt die Koszul-Formel fir den Levi-Civita-Zusammenhang:
2(VxY,Z) = X({V,2))+Y((X,Z)) - Z((X,Y))
—(X, [V, Z]) - (v, [X, Z]) + (2, [X,Y])

die V eindeutig festlegt: Ist X, Y € VM und p € M, so wahle Z; € VM, so
dass (Z;(p))i-, eine Orthonormalbasis von (7,M, (-,-)) bilden. Es folgt:

(VxY)p) = > (VxY.Z) - Zi(p)
Dabei sind (VXY Z;) eindeutig aus (*) berechenbar.
Mit X = =2

o 7 = 8%[ folgt aus der Koszul-Formel:

ol o,
Q51 = axl axj, axz c. R

Gjti + Girj — Gijl

o 0
2<V%aa@a>

- <er8xk aZL’l>

L
ij
k
= 2 Z 9l = | 2(9pa)pg
k T
v I-teZeile
Daraus folgt:
Q51 FZIJ
: = 2(Gpg)pq |
Qijn Ff]
lej 1 N aijl
— = §(gp Dpa | -
FZ Qijn



Einsetzen der a;j; = gi; + gj1i — i;,; liefert die obige Formel fiir die FZ

Beweis der Existenz: In der Ubung. IDEE: Definiere V mittels (*), weise
dann die Eigenschaften einer kovarianten Ableitung und Torsionsfreiheit nach
sowie, dass V metrisch beziiglich ¢ ist: Berechne die rechte Seite von (*)
als S(X,Y, 7). Zeige, dass S tensoriell in Z ist. Fiir festes p € M ist daher
S(X,Y, Z)(p) nur von Z(p) abhéngig, liefert daher eine Linearform

T,M — R, Z(p)— S(X,Y,Z)(p)

Es gibt daher genau einen Tangentialvektor W (p) = Wx y(p) mit der Eigen-
schaft
S(X,Y, Z)(p) = (W(p), Z(p)) fiir alle Z.

(Weil T,M — Hom(7,M,R), v+ (v,-) ein Vektorraum-Isomorphismus ist).
Zeige die Differenzierbarkeit des Vektorfeldes p — W (p); schreibe VxY =
Wx y und weise nach, dass das das so definierte V Zusammenhang, torsionsfrei
und metrisch ist.

BEMERKUNG: Auf jedem M gibt es sehr viele torsionsfreie Zusammenhénge.
Sei z.B. g eine Riemannsche Metrik auf M, V der Levi-Civita-Zusammenhang
von g und S: VM x VM — VM ein beliebiger symmetrischer (1, 2)-Tensor.
Dann ist

V+S: VMxVM — VM
(X,Y) — VxY+S(X,Y)

ein torsionsfreier Zusammenhang auf M. Umgekehrt gilt fiir jeden weite-
ren torsionsfreien Zusammenhang V: Die Abbildung S := V — V ist ein
symmetrischer (1,2)-Tensor.

LEMMA 8.4: Sei X, Y € VM, p € M und eine differenzierbare Kurve
c: (—e,e) — M mit ¢(0) = p, ¢(0) = X(p). Dann gilt fiir jeden Zusam-
menhang V auf M: Der Vektor (VxY)(p) hingt nur von Y o ¢ ab, d.h. fiir
Y eVMmit Y oc=Y ocgilt (VxY)(p) = (VxY)(p).

BEWEIS: Sei (M’, z) eine Karte nahe p und

(2

0 ~ _ 0
Y|M’ :ZO@@I‘A, Y|M’ :Oéi%
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mit C'*°-Funktionen «a;, &;: M' — R fiir i = 1,...,n. Es folgt:

(VxY)(p) = Vg (Za%)

i

9 9
2 W) 5| - Vxog,
:%|0(a¢oc)(t):%|0(&ioc)(t)
= .= (VxY)()

Dies ist der Ansatzpunkt fiir die Einfithrung der kovarianten Ableitung fiir
Vektorfelder langs Kurven.

DEFINITION 8.5: Sei c: I — M eine differenzierbare Kurve. Eine Abbildung
X: I — TM heift ein Vektorfeld lings S, falls gilt:

Vtel: X(t) S Tc(t)M

Das Vektorfeld léngs ¢ heifst differenzierbar, falls in jeder Karte dei Koeffizi-
entenfunktionen «; der Darstellung

0
X(t) = ol L tec (M
©=3 ) 5|t
differenzierbar sind fiir i = 1, ..., n. Es bezeichne V, den Vektorraum aller

differenzierbaren Vektorfelder langs c.

BEISPIEL: Sei ¢: I — M eine Punktkurve, ¢(t) = p. Dann ist jede Differen-
zierbare Kurve X: I — T, M ein differenzierbares Vektorfeld langs c.

SATZ 8.6: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-
kovarianter Ableitung V und sei ¢: I — M eine differenzierbare Kurve in
M. Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung

D DX
il VIR X - —
dt Ve = Ve, dt

(Levi-Civita Zusammenhang lings c), so dass gilt:
1. %(f~X) :f’~X—i—f-% fir alle X € V., f € C*(I).
2. 2(Yoc)|y = Ve firalleY € VM.
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BEWEIS: Zuerst die Eindeutigkeit: Ist (M’, ) eine Karte, I = ¢~ (M") offen
in I, so gilt fiir jede lineare Abbildung £ mit (1) und (2) fiir jedes ¢ € I:

{X(t) =Y ault) aii . (*)%(t) = zl: [a;(t) 6(371 + Oéi(t)vc’(to)aixi] }

i le(t)
Diese Form legt | 7 eindeutig fest. Damlt ist (bei Betrachten mehrerer
Karten) fiir jedes X €V, die Ableitung 2 7 € V. eindeutig festgelegt.

Existenz: (*) definiert eine lineare Abbildung

Df .
X[ X eV} = vyl

(wobei I = ¢ 1(M")), die (1) und (2) erfiillt (direktes Nachrechnen). Ist (M, 7)

eine weitere Karte und I = ¢ (M), so erhélt man analog %I: VI VI Auf
ot

(nach Beweisschritt (1 )) tiberein. Daher lassen sich alle %I zu dem gesuchten

%: V. — V. zusammensetzen.
BEMERKUNG: Fiir ¢: [ — M C (R"™*,(-,-),) und X € V. ist

le wirken 27 und D linear und erfiillen (1) und (2) und stimmen daher

DX

W(to) = {X(to)} e

Fiir zwei Vektorfelder X, Y € V, gilt lokal (d.h. auf ¢7'(M’) wie oben) mit
den Darstellungen

X0 = Yai) 5

i

Z Bi(t) 817]

c(t)

c(t)
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Wir berechnen

.y, = o

- (e < 2, %> (c(to))
) (|(gg )] )

- (P« (v )

Erklarung zu (*): Da V Riemannsch ist, gilt:

9 IN v 2 2N (D v
8:61-’8:6]- N C,(to)a%’axj c(to) Ox;’ c,(tO)axj c(to)

LEMMA 8.7: Der Léngs einer C*-Kurve ¢: I — M in (M, g) induzierte
Levi-Civita-Zusammenhang % geniigt der Produktregel: Fiir alle X,Y € V.

gilt: L <%(t),y(T)> + <X(t)a %>

BEMERKUNG: Dies ist analog zu X ((Y, Z)) = (VxY,Z) + (Z,Vx Z).

DEFINITION 8.8: Sei V' C R* offen und a: V' — (M, g) differenzierbar (mit
dim M beliebig). Ein differenzierbares Vektorfeld langs « ist eine Abbildung
X:V — TM mit

o X(v) eTywM firallev eV <= 1o X =a.
e Fiir jede Karte (M’, z) und Darstellung

, vEa H(M)
a(v)

[

X() = Y 6) o

sind die Koeffizientenfunktionen &; differenzierbar.
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BEMERKUNG: Ist k =1 und V ein Intervall, so sind Vektorfelder lings «
genau die oben definierten Vektorfelder langs der Kurve ¢ = a.

Es bezeichne
—— t— X te;
Ui(vo) to( 14 (vo + el )

~
Vektorfeld langst—a(vo+te;)

wobei % die induzierte Levi-Civita-Ableitung ldngs der Kurve.

Ziel: Fur k = 2, a: V — (M, g) mit (s,t) — «afs,t) und die Vektorfelder
‘Z—‘s", %—‘Z‘ langs « gilt:

D O« D O«

dtds s ot

Diese Eigenschaft ist dquivalent zur Torsionsfreiheit von V.

SATZ 9.2: (1. Varianzformel) Sei a: [a,b] X (—¢,4+¢€) — (M, g) mit (t,u) —
¢“(t) stiickweise differenzierbare Variation einer Kurve ¢ = ¢® mit ||¢[| = v >
0. Dann ist die Funktion u — L(c") differenzierbar mit

%0 () = _%/ <%(t),X(t)>dt
(X (), ) |
_% '_ (X (t:), e(ti+) — e(ti—))

BEWEIS: Jede Funktion

Li(i) := L(c"

L/ da Oa >
[ti—l,ti]> — /t;_l <E(t,u), E(t,u)> dt

ist eine C'*°-Funktion (vergleiche Lemma 3.7) mit Ableitung in ¢ gleich 0 wie

61



L[ D O« dav
o) = =+ D da da
Vtorsionsfrei: = ( % g% ) (,0)
— — . - e _ oo t D da
/U/ti—l dt<8u(t’0)’ ot (t,0)> <8u( ,O),at 5 (t,0)> dt
=X(t) =¢(t)

= Lix.a)

v

. t/ti Dé
= —(t), X(t) ) dt
R AR OO

(*) gilt weil Ableitung unter [ und V ist Riemannsch. Aufsummieren dieser
Identitat fiir i = 1,. .., k liefert die gewiinschte Formel.

BEMERKUNG: Ist ¢ differenzierbar und % =0 €V, so gilt fiir jede Varianz

mit festen Endpunkten
d

du

L(c*)=0

0

DEFINITION 9.3: Eine differenzierbare Kurve c: [a,b] — (M, g) heifst Geo-
ddtische, falls (fur ¢ € V,) gilt:

D¢

%(t) 0

KOROLLAR 9.4: Ist ¢ Geodatische, so gilt

d

— | L) =0
2u], 1)

fiir jede Variation (¢,u) — c*(t) von ¢ = ¢ mit festen Endpunkten.

LEMMA 9.5: Jede Geodétische ist proportional zur Bogenlédnge parametri-
siert.

BEWEIS:
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SATZ 9.6: Ist ¢: [a,b] — (M, g) stiickweise differenzierbar mit ||¢|| = v > 0,
und es gilt

d
—| L(c*) =0
2ul, L)

fiir jede stiickweise differenzierbare Variation (¢, u) +— c*(t) von ¢ = ¢” mit
festen Endpunkten, so ist ¢ differenzierbar und es gilt

D¢

%(t) =0,

d.h. ¢ ist Geodatische.

BEISPIEL: c ist kiirzeste zwischen c(a) und ¢(b), d.h. mit L(c) = d(c(a), ¢(b)).
Denn dann hat u — L(c¢") in u = 0 ihr absolutes Minimum.

BEWEIS: Wie in Differentialgeometrie 1 beweist man (durch Verkniipfung
mit Karten):

(*) Ist X: [a,b] — T'M ein stiickweise differenzierbares Vektorfeld léangs ¢
und liegt c({t € [a,b] | X(t) # 0}) in einer Kartenumgebung M’, so gibt
es eine stiickweise differenzierbare Variation von ¢ mit Variationsfeld X.

Wir beweisen nun den Satz in mehreren Schritten:

1. Jede differenzierbare Teilkurve c|;,_, 4, ist Geodétische: Sei tg € (t;—1, ;).
Fiir geeignetes f € C*°([a,b]) mit f > 0 nahe ¢ty und f = 0 auerhalb
(t — 0.t + €0) C [a,b] betrachte das Vektorfeld ¢ — f(t)5€(¢) lings
c. Ohne Einschréankung ist X Variations-Vektorfeld einer Variation
(t,u) — c*(t) mit ¢ = ® mit festen Endpunkten und es gilt X (¢;) =0
firi =0,...,k. Es folgt:

0

Xty=0 1 [* /D¢ >
= —— —(t), X(t dt
2] (Gwxe)

t
- 1ol

Daraus folgt mit f(t) > 0:

Dé(t)

0
dt

Wegen Stetigkeit von t +— %(t) folgt: ¢

ti1,t;] it Geodaétische.
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2. Furalle:=1,...,k—1gilt é&(t;4) = é(t;—). Wéhre dazu eine Variation
von ¢ mit festen Endpunkten und X (¢;) = ¢(t;+) — é(t;—) und X (¢;) =0
fir alle i # [ (wobei [ € k — 1] beliebig aber fest gewéahlt). Nach
Voraussetzung, wegen (1) und nach der 1. Varianzformel gilt:

k-1
d 1 :
0 = gqu], T =g 2 X, oltet) - i)

_ _% le(ti+) — e(ti—)|?

Es folgt: ¢(t+) = ¢(t—) fur i =1,... k— 1.

3. ¢ ist unendlich oft differenzierbar (auch nahe der t;): Sei ¢y € (a,b).
Dann gibt es eine Karte (M’,z) um c¢(to) und ein € > 0 mit

(a) c([to —e,to+¢]) C M’
(b) ¢|ig—e,to] Und €|ty 19+e sind C*-Geodétische.
(c) c(to—) = cltot)

Setze ¢ = xoc: [ty —e,tg+ ] — x(M'), so gilt fir t > ¢y und ¢ < ty:

D¢ 0
0= dt Z ! 8:5'@

= ) k=1"¢(t) g

Tk,

c(t)

. Z “l 83:1
- Z d ( 2 8(;) (c(t))/

i,j=1 N

0

Dies ist dquivalent zu:

Vk e {l,...,n}: a( —l—ZN/ )ei( (c(1)) (**)

Also ist ¢ = z o ¢ eine C*°-Kurve als eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems (**) mit

c(to) = x(c(to)),
¢(to—) = c(tot) = Zég(fo)

c(to)
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(da T}, o ¢ eine C*°-Funktion ist). Damit ist ¢|4—c ey = 7' 0 €
eine C*°-Kurve und damit — wegen Lokalitéit der Differenzierbarkeit —

c: [a,b] — (M, g) eine C*-Kurve.

BEMERKUNG: Mitbewiesen wurde die wichtige Beschreibung von Geodati-
schen in Kartenumgebungen:

SATZ 9.7: Eine C®°-Kurve ¢: I — (M, g) ist genau dann Geodétische, wenn
in jeder Karte (M’,x) mit ¢ = x o ¢|.-1(a) und den Christoffel-Symbolen
IY: M — R von V beziiglich (M’, z) gilt:

Vke{l,...,n}: () + Zég(t)e;@)rfj(c(t)) =0

KOROLLAR 9.8: Zu jedem py € M und vy € T,,,M gibt es eine eindeutig
bestimmte maximale Geodétische c: I — (M, g), wobei I offen und 0 € 1
mit ¢(0) = p und ¢(0) = vy. Schreibe ¢,, = ¢. Jede andere solche Geodétische
ist von der Gestalt ¢|; mit 0 € J C I.

BEWEIS: Fiir jede Karte (M’, z) 16st ¢ = x o ¢ die oben angegebenen Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung.

KOROLLAR 9.9: Ist ¢: I — (M, g) eine Geoditische, A\, u € R, so ist auch
¢(s) =c(As+p) fir se J:={s€R| As+ p € I} auch eine Geodétische.

BEWEIS: Ist ¢ = x o ¢ Losung der Differentialgleichung nahe ¢ty = Asg + u, so
ist auch ¢ : =z 0 ¢(s) = z(c(As + p)) = ¢(As + p) eine Losung nahe sq:

c(s) + Z Ci(s)e;(s)Th;(c(s))

= )2 {ég()\s + ) + Z &(As + )T (As + p)TE (e(As + M))}

= 0

Daraus folgt: auch ¢ ist eine Geodétische.

SATZ 10.6: (Gauf-Lemma) Sei exp,, ein Diffeomorphismus auf B.(0,) C
(T,M, g,). Dann schneiden sich fiir vy € B.(0,) \ {0,} die Teilmenge

exp, ({v € T,M | [|vf| = Jlvoll}) € M

(geoddtische Sphdre vom Radius ||vg|| um p) und die radiale Geodétische
Coo: [0,1] — M in ¢, (1) = exp(vp) senkrecht.
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BEWEIS: Sei u — ((u) eine nahe 0 definierte differenzierbare Kurve in M
mit 3(0) = exp,(vo) und Bild(3) C exp,({v | |[v]| = [[voll}). Setze

v(u) = (exp, |p.0,) " (B(w) € T,M

Es gilt: [Jv(u)|| = [[vo]| fiir alle u. Zu zeigen ist nun: ¢, (1) L #'(0). Betrachte
die Variation

a: [0,1] x (=6,+9) — M
(t,u) +— c"(t) = exp,(tv(u))

D.h. jedes ¢*, Ju| < ¢ ist radiale Geodétische und zwar der Lange
L(c*) = [le* = e“(O) ]} = llo(u) [} = l[voll

Es gilt daher nach der 1. Variationsformel:

0= G| L) = (xo.2m)l;
Dabei gilt
X(0) = 5ol expy(t- (o)
und damit
X0 = 5l e =0,
X() = 5| ey (ew) = 70

=B(u)

Wegen ? = ¢,, folgt:

0 = (X(1),¢(1)) 00 = (80), éw (D))o,

SATZ 10.7: Sei exp, |p.(o,) €in Diffeomorphismus auf sein (offenes) Bild
M' C M. Sei c: [a,b] — M\ {p} stiickweise differenzierbar, etwa von der
Form

c(t) = expy(w(t))
w: [a,b] — B:(0,)\0, stiickweise differenzierbar
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Dann gilt:
L L(e) 2 [[lw(w)[| = [w(®)]]

2. In (1) gilt die Gleichheit genau dann, wenn ¢ — ”w( ” konstant ist

und ¢ — ||w(t)|| monoton ist (d.h. ¢ — w(t) durchlauft monoton eine
Strecke auf einer Ursprungsgeraden in T,M).

BEWEIS: Setze v(t) = pigr und r(t) = [[w(t)]| fiir @ < ¢ <b. Sei

a: (0,e) X [a,b] — M\ {p}
(r,t) — expp(r ~v(t))
(so dass a(r(t),t) = c(t)). Nach dem Gaufs-Lemma gilt:

da
E(TOJO) = % . Co(to) (1)
Cu(to)(T0) L % exp,(ro - v(t)) = 2—?(7“0,250)
O ) )
|22 . 0] = el = @] = ot =1
Es folgt:
ot) = S a(rlt), 1) = (1) 92 (1), 1) + S (r(t) 1
— el <>||—\/[ OF 1+ | G000

— /|| ||dt>/ ()| dt >
r(a)| = [[lw)[| — [[w(a)]|

Dabei gilt die Gleichheit genau dann, wenn:

<>\

1.
_ Oa d
0 = E(T(T)J) = Oa(T(T),TJra)
- % ey (r(T)o(r +0)) = (dexPy )y (r(7) - v(7))

Es folgt: v/(7) = 0 fiir alle 7, somit ist ¢ — wv(t) konstant.

67



/ab]r’(t)|dt: /abr'(t)dt ::t/abr'(t)dt

<= r’hat konstantes Vorzeichen

< t—r(t) = ||Jw(t)| ist monoton

KOROLLAR 10.8: Seien p € M, e > 0 wie in 10.7. Dann ist fiir jedes v € T, M
mit [[v|| < e die Geodétische ¢,: [0,1] — (M, g) zwischen p und exp,(v)
auch die Kiirzeste, d.h. fiir jede andere stiickweise differenzierbare Kurve
c: [a,b] — (M, g) von c¢(a) = p nach ¢(b) = exp,,(v) gilt L(c) > L(c,). Ferner
gilt Gleichheit genau dann, wenn ¢ = ¢, o ¢ mit ¢: [a,b] — [0, 1] stiickweise
differenzierbar, monoton wachsend und surjektiv.

BEWEIS: Seien v und ¢ wie oben angegeben. Ohne Einschriankung gilt
v # 0, (sonst ist ¢, eine Punktkurve und das Korollar trivial). Setze a’ =
max{t € [a,b] | ¢(t) = p}. Wir betrachten zwei Falle:

Fall 1. ¢([a’,b]) C M’ = exp,(B:(0,)). Dann hat c auf [a’,b] die Darstellung
c(t) = exp,(w(t)) mit |w(t)|| < e fir o’ <t <b, w(a') = 0,, wb) =v.
Nach 10.7 gilt:

L) = L(claa)) +L(cliww) > L (|jars)
S lw®) = w@)] = lw®)] = o] = L)

In diesem Fall gilt L(c) = L(c,) genau dann, wenn c|j, ) = p gilt und
fiir alle o’ <t < b gilt:

() = —exp, (uwwu - %) = exp, (”“’“)” | W)
. (M) — cle(t)

o]
wobei ¢ nach 10.7 monoton ist.

Fall 2. ¢([d’,b]) liege nicht ganz in M'. Dann gibt es ein 0 € (a’,b) mit
c([a’,0']) € M" aber c(V') = exp,(v') mit [[v|| < [v'|| < e. Wie im
Fall 1 folgt:

10.7
L(c) = L (cliwwy) = MO0l = [0l = IV'll > [Joll = L(cv)

Im Fall 2 ist die Gleichheit somit ausgeschlossen.
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KOROLLAR 10.9: Seien p € M, e > 0 wie in 10.7. Dann gilt fiir alle r < e:

Bi(p) = {a€ M| d(p,q) <r} = exp,(B:(0,))
Sip) = {a€ M| d(p,q) =7} = exp,(5:(0y))
Insbesondere ist Bd(p) (geoditischer Ball vom Radius r um p) diffeomorph

zu einem Euklidischen n-dimensionalen Ball und S%(p) diffeomorph zu einer
Standard (n — 1)-Sphére im R"™.

BEMERKUNG: Auf der S? C R? mit 1. Fundamentalform kann man ¢ =
7 wéhlen. Fiir r > 7 ist exp,(B,(0,)) = S? damit kompakt und nicht
diffeomorph zu einem Euklidischen Ball.

KOROLLAR 10.10: Ist ¢ : [a,b] — (M, g) eine Geodatische und ty € [a, b),
so existiert ein € € (0,0 — ty), so dass c|y 1+ Kiirzeste ist.

BEWEIS: Setze p = c(to), s — c(tg + s) ist radiale Geodétische ab p.
BEMERKUNG: In Verallgemeinerung von 10.5 lésst sich zeigen:

TM — M x M, v+ (7(v),exp(v))
ist ein Diffeomorphismus nahe 0, mit p € M beliebig. Es folgt:

e Jedes p € M besitzt offene Umgebung M’ C M, so dass zwischen je
zwel p, ¢ € M’ eine (bis auf Umparametrisierungen eindeutige) Kiirzeste
existiert.

e Geodaitische sind genau die stiickweise differenzierbaren Kurven, die
lokal Kiirzeste sind und proportional zur Bogenlange parametrisiert.

9 Der Riemannsche Kriimmungstensor

DEFINITION 11.1: Der (1, 3)-Tensor

R: VM xVM xVM — VM
(X,Y,Z) — VXVyZ—vaXZ—V[)Qy}Z

heifst Riemannscher Krimmungstensor.

9.1 Symmetrieeigenschaften von R

LEMMA 11.2: Sei R der Riemannsche Kriimmungstensor (d.h. beziiglich des
Levi-Civita-Zusammenhang V berechnet). Fiir beliebige W, XY, Z € VM
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gilt:
1. R(X,Y,Z) = —R(Y, X, Z)
2. (R(X,Y,W),Z) = —(R(X,Y, Z),W) = R(X,Y, W, Z).
3. RIX,Y,.Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y) =0 (1. Bianci-Identitdit)
4. R(X,Y,Z, W)= R(Z,W,X,Y) (Blocksymmetrie)

BEWEIS: Da R Tensor ist, ist R(X,Y, Z)(p) nur von X (p),Y (p), Z(p) abhén-
gig. Es reicht daher der Nachweis von (1)-(4) im Spezialfall, dass W, XY, Z €
VM Koordinaten-Vektorfelder sind (insbesondere mit Lieklammern gleich 0).

1. Folgt aus der Definition von R.
2. Sei V € VM. Es gilt:

R(X7 Ya ‘/7 V) = <VXVY‘/7 V) - <VYVXV7 V>
=X{(VyV,V)—(VyV,VxV)
1 1
= XYV, V) - Y (X((V,V)))

2

= XYWV =0

Nun folgt fiir alle p:

d| d
—| —=| RX,)Y,sW +tZ,sW +tZ
| | Oy iz 2

= R(X,Y,W,Z)(p)+ R(X,Y,Z,W)(p)

0 =

3. Fir X; e VM', i € Z3 mit [X;, X;] = 0 gilt:

Y R(Xi, Xi)Xie = > {Vx, Vi X2 — Vi, Vx, Xio}

i€EZL3 1€Z3

= E VXi VX¢+1VXi+2 - in+2VX¢+1 =0
TV

1€ZL3

=[Xit1,Xit2]
Wegen Multilinearitét / Tensor-Eigenschaft von
(XY, Z)— R(X,)Y,Z)+ R(Y,Z,Z)+ R(Z,X.,Y)

folgt die 1. Bianci-Identitét.
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4. Fir Y; € VM’ i € Z4 mit [Y;,Y;] = 0 benutzen wir die Abkiirzung

» =]

]%khnn ::]%(}%7}77}?n7y%)

Dann gilt:
0 = Z { R +1ht2,k+2 + Rit1 k2 ks + Ritokkt1k+3)
kEZy
Rigza + Rogia + R3in
_ + Rosn + Ragr + Ry
+ Rizee + Rsao + Ruso
+ Rigus + Romz + Raios

= 2- Riz12 — 2+ Ryss
Also folgt:

R(Y1,Y3, Y1, Yo) = R(Y4, Y2, Y1,Y3)

LEMMA 11.3: Sei V' C R? offen, a: V' — (M, g), (s,t) — a(s,t) differen-
zierbar und X : V' — T'M ein differenzierbares Vektorfeld lings « (siehe 8.8).
Dann gilt fiir alle (s,t) € V:

DD DD oo Oa
(35%) 0 - (F&X) 0= Rato (G0, 00

BEWEISSKIZZE: Schreibe lokal

X(s,t) = > &ls,1) aii

a(s,t)
und mit @ = roa: a”'(M') — R™

da o6 0

g_ . Os 8:61'.05

und %—? analog. Es folgt z.B.:

DX, | 0% B
W(‘%t) - Z ot (Sat) azz
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Daraus folgt:

DDX,  DDX,
Js Ot ot Os

- Zgz-%.ao"“ Vav, 2l v,.v,?

— ot ds oz, 92; O dz;  Bay, Ox;
4,5,k ~ ~ 4
R )
Jda Oo
= R a ) a0 X
0s’ Ot

BEMERKUNG: Die Symmetrien von R liegen es nahe, Ausdriicke der Form
R(X,Y,Y, X) zu betrachten. Wir stellen fest:

1. Bei Kenntnis aller solchen Ausdriicke (fiir beliebige X,Y € VM) lasst
sich R rekonstruieren: Es gilt fiir p € M und X,Y, Z, Z € VM:

6- R(X,Y,Z,W)(p)
d| d

as |, a

{R(X +5Z,Y +tW,Y +1tW, X +sZ)(p) —
0
R(X +sW,Y +tZ,Y +1Z,X + sW)(p)}

2. Sind X (p), Y (p) kollinear, so folgt R(X,Y,Y, X)(p) = 0 (wegen R(X, X,U,V) =
0 und Eigenschaft (1)).

3. Sind z,y € T,M linear unabhéngig und o = ({) z,y} < T,M, so gilt
fir A € GL(o) mit = Az = Az + vy, § = Ay = [z + dy. D.h. die
Darstellende Matrix fiir A beziiglich der Basis {z,y} von o ist

(2 7)

Rp(i.vgugwfj) = Rp(OéQZ + ’Yy,ﬁl' + 5y7 T )
= ...= (detA)z ' Rp($7y7y’ ZL')

Berechne

Anderseits gilt:

1217 - 1717 = (2,9)" = (det A)? - (Jl2]* - lyll* — (2, 9)")
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Beachte: Linke Seite ist die Flidche des von Z, § angespannten Parallelo-
gramms, weiter ist

voly(A - K)
VOlQ(K)

fiir jedes Kompaktum K C o mit nicht-leerem Inneren, setze K gleich
dem von x,y angespannten Parallelogramm. Es folgt: Die Grofe

Ry(z,y,y, )
2 2 2
)" - [[ylI” = {z,y)

|det A| =

K,(X,Y)=

ist nur von o = ({) x,y} abhéngig und nicht von der Wahl der Basis
fiir o.

DEFINITION 11.4: Sei p € (M, g), 0 < T,M ein 2-dimensionaler Untervek-
torraum und {z,y} eine Basis von ¢. Dann heifst

(Rp(z,y,y), x)
l2* - lyll* ~ {2, 9)”

K(0) = K(z,y) =

die Schnittkrimmung der Tangentialebene o.

BEMERKUNGEN:
o Ist {z,y} orthonormal, so folgt K (o) = R,(x,y,y, ).

e Wir berechnen in einer Karte (M, z)

0 0 0
R(a—@’a—%)a—%

0 0
- Vailvam-a V%Vag oxy,
- Yy 0
L G ﬂ“@xl 8- Zké?:v

orm

nor ) o
— Xm:{ or; (9xf + zz: {r%, I — T, }%

und damit eine Formel fiir K ( Bor? B ) Ist M 2-dimensional, so ergibt

der Vergleich mit dem Theorema Egregium, dass gilt: K (o) = K(T,M)
gleich der Gauk-Kriimmung von M in p. Somit verallgemeinert K (o)
die Gaufkriimmung von Flachen auf héherdimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.
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BEMERKUNG: Die Schnittkriimmung ist eine Invariante Riemannscher Man-
nigfaltigkeit, d.h. invariant unter Isometrien: Sei f: (M, g) — (N,g),p € M,
q € f(p) € N, ferner 0 < T,M ein 2-dimensionaler Untervektorraum sowie
¢ :=df,(0) < T,N. Behauptung:

K (M.9) (o) = K V.9 ()

Beweis: Aus der Invarianz des Levi-Civita-Zusammenhangs unter Isometrien
folgt

RO (df,(x), dfy(y), dfp(2)) = dfp(Ry(2,y,2))

und damit die Behauptung.

BEISPIELE:

L. (R™ (-,-)). Dann ist R = 0, also fiir alle p € R® und o < T,M gilt
K(o)=0.

2. Sei (M, g) die Sphéire vom Radius r in R” um 0. Dann gilt

Rylry2) = 5 ({2, 2)09)

Also gilt K (o) = %2 fiir jede tangentiale 2-Ebene o.
3. Fiir den n-dimensionalen hyperbolischen Raum
H" ={ueR"| u, >0}

mit der Metrik
(v, ) u € H”

gilt
Ru(r,y,2) = —{gu(y,2) 2 — gu(z,2) y}

Also gilt K(o) = —1.

10 Geometrische Interpretation der Krimmun-
gen

Dieses Kapitel wurde iibersprungen.
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11 Die zweite Variationsformel einer Geoda-
tischen

SATZ 13.1: Sei ¢: [a,b] — (M, g) eine BLP-Geodétische und

a: [a,b] x (=0,0) — (M,g), (t,u)— c*(t)

0

differenzierbare Variation mit festen Endpunkten von ¢ = c. Sei

0

c* (t) € Tc(t) M

das Variationsvektorfeld und

seine zu ¢ senkrechte Komponente. Dann gilt

a
du|,
d2
du?

L(c") = 0 (1. Variationsformel )

o+ [{] e

Dabei gilt die Konvention K'(¢, X*) || X*|| := 0 auf {¢ | X*(t) =0}.

0

BEWEIS:

d b X
I
u a 2<,—a(t,u), =
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Daraus folgt:

d? u
@), L(c")

:fﬁﬁmwmﬂ )| = (B2t u), 2(t,u)°

1% & ol
- {288 B} 2o

N

Nebenberechnung A:

) :
WLH DI = (x*0).e0)’ |
Nebenberechung B:

<£g—j<t, O),é(t)> =0

(da 92(¢,0) = 0 fiir ¢ € {a,b})
Nebenrechnung 1:

D D o« Jda
15 (2000 02) da\ /Do o
N Oou’ Ot’ ou )’ dt (t0) Ou ou’ Ot
d

= (R (X(2), ¢(0), X(8)): (1)) o + 52 (0 0)

(,0)
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dt

u=0

o <%g—3(t 0), ‘g‘:(t 0)>2} dt

t),c'(t),c'(t))X(t))} dt + <%%(t,0), c'(t)>

t=a



Nebenrechnung 2:

_ %_f(t) 2—<%—f(t),é(t)>2

D . .
|2 - <X<t>,c<t>>}c<t>H

DXLt |

= |5 ®

BEMERKUNGEN:

1. Entscheidend ist das Vorzeichen der Schnittkriimmung K (X, ¢(t)):
Gilt z.B. K(o) < 0 fiir alle o (wie in der hyperbolischen Geometrie
oder Minimalfliichen), so folgt fiir jede Variation von ¢ = ¢” mit festen
Endpunkten

d2

L(c") >0
du? |,

Ausnahme: %O (lokale eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung).
Mit X+(a) = 0 folgt X*(¢t) = 0 fiir alle ¢, solche Variationen sind
uninteressant.

Nun folgt: u +— L(c") hat unter jeder (interessanten) Variation ein
lokales Minimum in « = 0. Somit ist ¢ — ¢(t) die Kiirzeste unter allen
Kurven mit denselben Endpunkten, die nahe genug bei ¢ liegen (diese
Aussage ist globar i.A. falsch).

Gegenbeispiel zur globalen Aussage: Geodétischen auf dem Zylinder
{(z,y) eR*| 2 +2* =R’} x R

Nutzbringende Anwendung von 1. und 2. Variationsformel, falls jede Geodati-
sche auf ganz R definiert. Dieser Fall wird charakterisiert durch den folgenden
Satz:

SATZ: (Hopf-Rinow) Sei (M, g) zusammenhéngende Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Riemannscher Abstandsfunktion d: M x M — [0, 00). Dann
sind dquivalent:

1. Es gibt ein py € M, so dass exp,, auf ganz T, M definiert ist (also
Geodétische ab pg sind stets auf ganz R definierbar).
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2. Fiir jedes p € M ist exp,, auf ganz T, M definiert ist.
3. Der metrische Raum (M, d) ist vollstandig.

Wenn (1)-(3) erfiillt sind, dann folgt: Zwischen beliebigen p, ¢ € M existiert
stets eine kiirzeste Verbindungskurve (i.A. nicht eindeutig).

Gilt (1)-(3), so heikt (M, g) eine (geoddtisch) vollstandige Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.

BEISPIEL: Ist M kompakt, so ist (M, d) kompakt und somit (M, d) vollstén-
dig.

Zur Ergénzung:

SATZ: (Hadamard-Cartan) Sei (M, g) zusammenhéngend, vollstandig, ein-
fach zusammenhéngend, und es gelte K (o) < 0 fiir alle Tangentialebenen
o. Dann ist fiir jedes p € M die Exponentialabbildung exp,: T,M — M
ein Diffeomorphismus. Insbesondere gilt M ~ R", und fiir je zwei p,q € M
gibt es bis auf Umparametrisierung genau eine verbindende Geodéatische.
Folglich ist jede Geodétische Kiirzeste.

BEMERKUNG: Solche Riemannschen Mannigfaltigkeiten bilden eine grofse
Klasse.
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