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1 Endliche Automaten

1.1 Bezeichnungen

e Y ist Alphabet

o X" ist die Menge der Warter iber ¥ (das leere Wort wird bezeichnet
mit ¢)

e u,v,w seien Worter in X*

|w| ist die Léinge des Wortes w € ¥*

\w|, ist die Anzahl der a in w € ¥* (fir a € X)

Verkettung: u - v = wv. Fiir L, L’ Wortmengen (formale Sprachen) in
P ist L-L' = {uv | ue Lyve L'}, L = {e}, L"*' = L".L, L* =
Unen L™

Beispiel: L = {ab}, L° = {e}, L' = {ab}, L* = {abab}, L" =
{abab...ab} = {(ab)"}

——_—

n—mal

1.2 Transitionssysteme, NEAs

DEFINITIONEN:
e Ein Transitionssystem hat die Form A = (Q, X%, I, A, F'), wobei

— (@ eine Zustandsmenge,

— Y ein endliches Alphabet (QQ und 3 disjunkt),

— I, F C @ sind die Mengen der Anfangs- bzw. Endzustdnde,
— A CQ x X xQ ist Transitionsrelation.

2 heifst endlich genau dann, wenn () endlich ist.

e Ein endliches Transitionssystem heifst nichtdeterministischer endlicher
Automat (NEA) genau dann, wenn I = {qo} fiir ¢y € Q.

Notation: A = (Q, %, qo, A, F)
e Ein Pfad durch 2 ist eine Folge m = poaipras . . . app, mit (p;, @41, piv1) €
)

A fir 0 <i <n—1. Die Linge von 7 sei n und die Beschriftung B(m
sei aias . .. Gy,



o A:p 5 g fiir w € ¥* besagt, dass es Pfad 7 durch 2 von p nach ¢ mit
Beschriftung (7) = w gibt.

o A akzeptiert w € X* genau dann, wenn p € [,q € I existieren mit
2:p = q. Fiir NEA 2 sei L() = {w € ¥* | A akzeptiert w} die durch
2 akzeptierte Sprache.

Beispiele:

1. Darstellung des NEA 2 durch Graphen: Zusténde sind Knoten, Transi-
tionsrelation ergeben Kanten, Kantenbeschriftung durch Buchstaben
aus 2.

J(:} _r....Q = I:_|'|_|r_.-1-:| c A
J H

Anfangsrustimde —-O Endzustindes @

2. 2={0,1}, L ={w e ¥* | w =00 fiir v € X*}

2 = ({QO7QI7QQ}7{O71}7Q07A7{q2})
A = {(9,0,%),(q,1,9), (90,0, q), (q1,0, g2) }

3. ¥=1{0,...,9}, L = {w € ¥* | w stellt eine durch 3 teilbare Dezimalzahl
dar (Quersumme durch 3 teilbar) }



DEFINITION: 2 ist deterministisch, wenn fiir alle p € @) und alle a € X
genau ein Zustand ¢ € @ existiert mit (p, a,q) € A. In diesem Fall verwendet
man anstelle von A eine Funktion § : Q x ¥ — Q.

Beispiele:

3. L = () akzeptiert durch

—0O O,
4. L = {e} akzeptiert durch
5. L={w},w=ay...a, € X"

O—0— ~QO
_— —_— —_— - - - [——

] il in

DEFINITIONEN: Seien u,w € ¥*. u heiftt Prafiz von w, wenn es v € X*
gibt mit w = wv. u heilst Suffix von w, wenn es v € ¥* gibt mit w = vu. u
heif’t Infiz von w, wenn es vy, v9 € X* gibt mit w = vyiuws.

Beispiele:




6. Ly = {w € ¥*| abist Prifix von w}
a b e, b
— oo

7. Ly ={w € ¥* | w hat Infix ab und |w|, ungerade }
Eigenschaft ,,w hat Infix ab“

e, b
u 1 i, b
— = —-—O — -
ol ql i
Eigenschaft ,,|w|, ungerade “

i@

()
Y
fJ(Dh
of!

L,

beide Eigenschaften zusammen:

it O i7

—0 @

0D

{0, 45) (. q9) b (g i)
b b b b
(g0, q) ) (q1.49)) h (g2, q)
8 o O
[ i



DEFINITION: Gegeben seien zwei NEAs 241 = (Q1, 2, ¢1, A1, F1) und Ay =
(Q2, X, g2, Ao, Fy). Der Produktautomat 2y x Ay ist gegeben durch 24y x Ay =
(Ql X Q27 27 ((hv QZ>7 A, Fl X F2) mit ((p7 T)7 a, (p/7 ?”/)) S A genau dann7 wenn

(p,a,p’)

€ Ay und (r,a,7") € As.

Bemerkung: L(2; x ) = L(A;) N L(As).

Beweis:

w=aj...a, € L(A; x As)

!

!

es ex. Pfad (p07 TO)al(ph 7"1)(12 v an(pnu rn) mit (p()? TO) = (qh Q2), (pna Tn) eF
und ((pi, 74), @i, (Pig1,mir1)) € A
es ex. Pfade pgap: ... a,p, in Ay und roairy ... a,r, in As

mit po = q1,70 = q2,Pn € F1, 7y € I,

(Di, Git1, Pit1) € Av, (14, @1, 7i1) € Ao
<~ we L) und w € L(As)

DEFINITIONEN:
1. Zwei Automaten 20 und 2, heiffen dquivalent, wenn L(2;) = L(s).

2. Ein NEA mit Worttransitionen hat die Form 2 = (Q, %, g0, A, F),
wobei (), ¥ und A endlich sind und A C @x¥*xQund gy € Q, F C Q.

Sonderfall: e-NRA mit A C Q x (XU {e}) x Q.

SATZ: Zu jedem NEA 2 mit Worttransitionen gibt es einen dquivalenten
NEA 2.

LEMMA: Zu jedem NEA 20 mit Worttransitionen gibt es einen e-NEA 2’
mit L(A) = L(A).

Beweis: Ersetze jede Transition (p,a; ..., a,),q in A mit n > 2 durch Tran-
sitionen (p, a1, q1), (q1,a2,42), -, (¢n_1, an, ¢,) mit jeweils neuen Zustianden
q17 R qn_l'

’LEMMA: Zu jedem e-NEA 2 gibt es einen dquivalenten NEA 2/’

Beweis:

nach g,

Sei = (Q, %, qo, A, F) ein e-NEA. O.B.d.A. gebe es keine Transition
anderenfalls ersetze

—Q =



durch

e
—B=0

Wir definieren A" = (Q, 2, qo, A, F') mit

(*x) (p,a,q) € A" <= 3 Pfad 7 durch 2 von p nach ¢
mit Beschriftung B(7) =a (A:p > q)

und

o FU{qg} falls A:q— F
F sonst

Ein Entscheidungsverfahren zu (x) fehlt noch und folgt spéter. Zeige nun:
L(A) = LA).

»,C“ 2 akzeptiert w. Sei poaip; . ..a,p, Pfad durch 2 nach F(p, € F)
mit Beschriftung w = a;...a,. Seien a;, ...aq;, die a; # ¢, also w =
Aiy .« .. A4

m*

— Fall 1: m =0, dann w = ¢ und A : gy — F, also ¢y € F’ und A’
akzeptiert e.

— Fall 2: m > 0. Dann ist poa;, pi, @i, Pi, - - - @i, pn €in Pfad in A’ denn

nach Definition von A" gilt (po, ai,, piy ), (Diys Qigs Din)s - -+ s (Diyy_1s @iy Pn) €
A’. Daraus folgt: 2 akzeptiert w.

,2 analog zu zeigen.

Beispiel:



I'[ II.I

/ \

O

wird zu

i, II.I @ \\

H/

Verfahren zur Entscheidung, ob 2 : p - ¢ (a € ¥). Hierzu reicht es ein
Verfahren zur Entscheidung, ob 2 : p/ — ¢ fiir p/,¢’ € Q durch einen e-

Pfad. Gegeben: ein e-NEA A = (Q, %, qo, A, F) mit Q = {q1,...,¢.}, ¢ = ¢
Definiere fir 1 <i,j <n

1, falls (¢;,e,¢;) € Aoderi=j
Eii —
! 0, sonst



Gesucht: Werte
{1, falls A : ¢, — q;
Cij =

0, sonst

Dazu berechne rekursiv:

(r) 1, falls ein e-Pfad von ¢; nach ¢; der Lénge < r existiert
CcC..” =
" 0, sonst

Behauptung: ¢;; = cl(-;‘*l) fir n = |Q|, d.h. es existiert ein e-Pfad von ¢;
nach ¢; genau dann, wenn es existiert ein e-Pfad von ¢; nach ¢; der Lénge

hochstens n — 1.

Beweis:
,,<=" trivial.

»,=" Essei 7 ein e-Pfad von ¢; nach ¢; minimaler Lénge. Zeige: Die Léange von
7 ist kleiner gleich n—1. Annahme: m = poep;€ . . . ep,, mit pg = q;, P =
¢; und m > n. Aus der Annahme folgt: es gibt eine Zustandswiederho-
lung mit p, = pr und k < k'. Also ist ' = poep . .. EPLEPR/L1E - - . EPm
ein kiirzerer e-Pfad von ¢; nach g;. Dies ist ein Widerspruch zur Mini-
malitat von 7.

Wie berechnet man cg)?

(0) 1, falls 1 = ]
0, sonst

CZ(;—H) = CE;) V \/ (Cz(l:) A 5kj>
k=1

d.h. es gibt einen Pfad der Lange < r 4 1, wenn es einen Pfad der Linge < r
gibt oder es gibt einen Zwischenknoten g und einen Pfad der Lange < 7 von

g; nach g, und eine e-Transition (g, €, g;). Zeitaufwand O(n?), verbesserbar
durch andere Ideen auf O(n?).



1.3 DEAs

DEFINITIONEN:

e Ein NEA 2 = (Q,%, qo, A, F) heilst deterministischer endlicher Au-
tomat (DEA), falls zu jedem (q,a) € @) X ¥ genau ein ¢ € ) mit
(q,a,q") € A existiert. Dann ist A beschreibbar durch eine Funktion:

0:Qx ¥ — Qmit d(p,a) =q < (p,a,q) €A

e Die Fortsetzung von ¢ : () X ¥ — ) zu 6* : Q) X ¥* — () wird definiert
durch

0*(q,e) = ¢
6*(q,wa) = 6(6"(¢q,w),a)

Bemerkungen:
L & (pw)=qaA:p g
2. L(A) = {w € =% | §*(qo,w) € F}
Beweis:
1. Induktion iiber den Aufbau der Worter iiber X..
e Induktionsanfang: w = e.
(pe)=qep=qeAip—q

e Induktionsschritt: w = va, dann gilt

. Def.5* .

d (p,UCL) =q <~ 5<5 (p,v),a) =dq
& I 8 (p,v)=p AP a) =q
Lo Ap-Spadp g
s A:pSyg

2. trivial.

Schreibweise: §(q, w) statt §*(q, w).




SATZ: (Rabin, Scott) Zu jedem NEA kann man einen dquivalenten DEA
konstruieren (Potenzmengen-Konstruktion).

Idee: Verfolge ausgehend von {g} langs aller Worter iiber ¥ die Mengen von
Zustanden, die so erreichbar sind.

Beispiel:
0 2 b
—0Q (2
q i, b P
wird zu

b b

Formal: Sei ein NEA 2 = (Q, %, qo, A, F') gegeben. Definiere A" = (Q', %, ¢(, 8, F')
wie folgt:

Q' =29={R| RCQ}.

* g = {a}-

e V(R,a)={qe Q]| Ir € Rmit (r,a,q) € A}, R C Q.
o "={RCQ| RNF#0}

Behauptung: A : p —— ¢ < ¢ € §'({p},w).

Beweis: Per Induktion tiber |w:

e Induktionsanfang: |w| = 0.

A:p-—qgep=qgsqed({p}e)

10



e Induktionsschritt: Sei w = va und es gelte die IV: A : p ——r & r €
&' ({p},v). Wir erhalten

A:p-Lqg = FTreQmitA:p—"r
& Jre@mitred({p},v)
A:p-"Sq & IrcQmitA:p——r A:r g
L FreQmitre d({p},v), (ra,q) €A
N——r N ~~ d
R ged’ ({r},a)Cd (R,a)
"L g edd({p)v)a)
Erw.

< q€d({p} va)
Damit erhalten wir die Aquivalenz von 2 und 2':

A akzeptiert w <« Fge FA:q — ¢
dge Fqed({q}, w)
Fn 6/({q0}7w) 7é @

5,<{QO}vw) cF
A akzeptiert w

$ 45 ¢ 48

Sprechweise: , L ist von NEA (DEA) erkennbar bzw. , L ist regular®.

LEMMA: Ist L € ¥* von DEA erkennbar, so auch ¥* \ L.

Beweis: Sei % = (Q, X, o, 6, F') DEA, der L erkennt.

weX'\L & 0(q,w)€Q\F
& A =(Q,%,q,9,Q\ F) akzeptiert w

Also: 2" erkennt >* \ L.

Folgerung: Die durch DEAs erkennbaren Sprachen {iber > bilden eine Bool-
sche Algebra.

Die Potenzmengenkonstruktion enthélt einen Grofensprung bei den Auto-
maten (von n auf 2"), daher stellen wir eine Methode zur Minimierung von
DEAs vor. Wir fiihren zwei Schritte durch:

1. Bei der Potenzmengenkonstruktion Einschrankung auf erreichbare Zu-
stande.

2. Zusammenfassen ,dquivalenter Zustinde*

11



Beispiel: gegeben sei 2A:
3.6
a b b 8.0
—» 122253 2@y )
P-Automat:

a b

a
—» 112 Ly L yay

a
a
A e
b

Wegen Beschriankung auf erreichbare Zusténde ergeben sich 6 statt 16 Zu-
stinde. Da man von einem der drei Endzustédnde nur zu einem weiteren
Endzustand kommt, lassen sich diese zusammenfassen. Als Ergebnis gemaf
dem zweiten Schritt ergeben sich nur 4 Zusténde.:

b a

Qoo b

a0
—>o—Ppo —»o—»@@

'\a/

DEFINITION: Fiir einen DEA 2 = (Q, %, qo, 6, F) gelte

prg q = YweX: (ipw) € F<iqw)eEF).

Bemerkungen:

o ~g ist Aquivalenzrelation auf @, § sei die Aquivalenzklasse von ¢.
® a€ X pruq=i(pa)~udlqa)

Beweis: Kontraposition ist: =d(p,a) ~g 0(q,a) = —p ~g q. Wéhle

also w mit 0(d(p,a),w) € F, §(6(q,a),w) ¢ F. Dann ist §(p, aw) € F,
5(Qaaw) ¢ F, also =p ~q q.

DEFINITION: Nenne p, g trennbar iiber Lange [, falls fiir ein w mit |w| =1
die Aquivalenz §(p,w) € F < §(q,w) € F nicht zutrifft.

Nach obiger Definition gilt

(x) Sind d(p, a),d(q,a) trennbar iiber Lange [, so p, ¢ iber Lange [ + 1.

12



DEFINITION: Der reduzierte DEA 2 zu 2 sei 2 := (Q, 2, Go, 0, F) mit

e~

Q={il q€qQ}, (G, a) = 6(q,a) (wohldefiniert nach Bemerkung oben),
F={qlqeF}.

Es gilt:
1. 0(G,w) = 5/(;;) (mit Induktion iiber |w]).

2. A aquivalent zu 2, denn:

2A akzeptiert w < (g, w) € F

—_—

& O(qo,w) € F
= g((jo, IU) S F
& 9 akzeptiert w.

Um den Ubergang A — 2A algorithmisch durchfiihren zu kénnen, brauchen
wir ein Verfahren zum Test, ob p ~g ¢. Idee: Bestimme fiir [ = 0,1, 2, ... die
(p,q), die tiber Lénge [ trennbar sind.

Markierungsalgorithmus

(0) Markiere alle Paare (p, ¢), die iiber Lange 0 trennbar sind (d.h. —=(p €
F&qelF)).

(1) Solange im letzten Schritt ein zusétzliches Paar markiert wurde: Mar-
kiere alle noch nicht markierten Paare (p, q), fiir die mit geeignetem
a € ¥ das Paar (6(p,a),d(q,a)) schon markiert ist.

Beispiel:
Tabelle der Paare:
B B BN e I
Xin (0) markiert
A 9% * *in (1) markiert
q,| * *
% X | X | X X

% Q7 QZ QS

Ergebnis: gy ~eo g2, @1 ~a ¢s. Es ergibt sich der Automat 2:

13



b

.0
e @

b

Korrektheitsbehauptung: Der Markierungsalgorithmus terminiert, und
genau dann sind die trennbaren Paare markiert.

Beweis:

1. Es werden nur trennbare Paare markiert,

2. der Algorithmus terminiert,

3. bei Termination sind alle trennbaren Paare markiert.

zu 1: klar nach Bemerkung, siehe oben (%)

zu 2: klar, da nur endlich viele Paare markierbar, und jede Durchfithrung von
(1) markiert ein neues Paar

zu 3: mit folgenden Punkten (a) und (b) sind wir offensichtlich fertig:

(a) nach [ Schritten (1) sind alle Paare markiert, die tiber Lange [

trennbar sind (der Beweis ist einfach, mit Induktion iiber 1).

(b) Die Termination erfolge nach m Markierungsschritten (1). Dann

sind alle iiberhaupt trennbaren Paare schon iiber Lange < m
trennbar (d.h. nach < m Schritten (1)).

Beweis:

e Gemifs Terminationsbedingung liegt vor dem (m + 1)-ten

Schritt (1) kein Paar vor, das iiber Lange m + 1 trennbar ist
und noch nicht tiber Lange m. (Sonst gébe es ndmlich noch
ein zu markierendes Paar.)
Wir schlieffen noch die Trennbarkeit von Paaren iiber Léngen
[ > m+ 1 aus. Annahme: Es gibt (p, ¢), iiber Lénge | > m + 1
trennbar, aber nicht iiber kleinere Léngen. In einem trennbaren
Wort sei v das Suffix der letzten m + 1 Buchstaben:
U ;) v
ﬂ:{pr,TF luwv| =1, |v| =m + 1.
q—4q —¢F

Dann ist (p/, ¢') iiber Lange m + 1 trennbar, aber nicht iiber
kleinere Léange (sonst ware (p,q) tiber Lange < [ trennbar).
Widerspruch zu oben.

14



1.3.1 Charakterisierung der regulidren Sprachen

Abschlieftend geben wir eine Charakterisierung der reguldren Sprachen an, mit
der man auch nachweisen kann, dafs gewisse Sprachen nicht DEA-erkennbar
sind. Schliissel ist folgende Definition:

DEFINITION: Sei L C ¥* (beliebig!) und u,v € ¥*. Wir definieren

u=pv <= YweX(uw € L < vw € L)

Dann ist =, eine Aquivalenzrelation, |u]; sei die =g-Aquivalenzklasse von w.

Beispiel: Sei L = {w € {a,b}* | w hat abb als Infix}
e =%, a, denn ebb ¢ L, aber abb € L.
e c=,b, denn cw € L < w hat Infix abb < bw € L.
e a=raa,denn aw € L < w hat Infix abb oder beginnt mit bb < aaw € L.
° a;Lab, denn ab ¢ L, aber abb € L.
. ab;éLabb, denn abe ¢ L, aber abbe € L.

Nach genauerer Analyse ergeben sich insgesamt vier = -Klassen: [¢], [a]z, [ab] L, [abb] L.

DEFINITION: Es sei Index(=;) definiert als die Anzahl der Aquivalenz-
klassen.

SATZ: (Nerode) L C ¥* ist regulér genau dann, wenn Index(=j) endlich
ist.

Beweis:

= Sei A = (Q, %, q,0, F') ein DEA, der L erkennt. Zeige: Verschiedene
=r-Klassen der X* bestimmen verschiedene =g-Klassen in (). Dann
ist |@Q| > Index(=y) > Index(=[), und die Behauptung ist gezeigt, da
@ endlich. Gilt ~u=pv, d.h. [u]; # [v], so bilde §(qy, w) und 6(qo,v).

Zeige dann 6(qo, u)Fg0(qo, v). Wére d(qo, u)=90(qo, v), S0 wire

Ywe P 5<5(q07u)aQ) SRS 5(6((]071})7(]) €r
N———— N————

uweL vweL

also ist uw € L < vw € L, d.h. u=v. Widerspruch!

15



»<=" (kommt eventuell noch)

Im oben genannten Beispiel der Sprache L = {w € {a,b}* | w hat abb als Infix}
erhalten wir den folgenden Automaten 2 :

b a a,b

> [e], - »[a] <> [ab], D rlabb),

1.3.2 Angabe nichtreguliarer Sprachen

Aus dem Satz von Nerode (Richtung ,, =) folgt: L ist nicht regulér, falls
Index(=p) unendlich ist, d.h. falls es Worter ug, ug, ... gibt, so daf fiir ¢ # j
jeweils ein w existiert mit w;w € L,ujw ¢ L.

Beispiele:

o Ly :={a''| i >0}. Wahle u; := a'. Fiir i # j gilt mit w := 0’, dah
uww = a'b’ € Ly wihrend ujw = a’b' ¢ Ly

o Ly:={a't’| ggT(i,j) = 1}. Wihle u, := 0 fiir p Primzahl. Dann ist
mit w = 19 (wobei ¢ Primzahl) u,w € L, aber u,w ¢ L.

1.3.3 Pumping-Lemma

LEMMA: Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es ein n € N, so daf sich
alle Worter x € L mit |x| > n zerlegen lassen in z = wvw mit

L. v >1
2. Juv| <n

3. fiir alle i € Ny gilt: uwv'w € L (also auch uw € L)

Beweis: Sei % ein DEA, der L akzeptiert. Wir wihlen n = |Q)|. Sei x € L mit
lz] =m >nund z = a; ... a,,. Damit existiert ein Pfad 7 : ppaipias . .. ampm
und p,, € F. Die Anzahl der Zustidnde im Pfad ist m +1 > |Q| + 1, d.h. ein
Zustand kommt mindestens zwei mal vor. Unter den ersten n + 1 Zustdnden
Do, - - -, Pn existiert ein Paar k, &' mit 0 < k < k' < n und p, = ppr. Wahle
nun 4 = ay ...a, und v = agyq ... SOWie W = ay/4q . . . a,. Damit sind die
Bedingungen aus dem Lemma erfiillt und es gilt uv® € L.

Beispiele:
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1. Sei L ={a''| i > 1}. Annahme, L wire regulir. Dann existiert ein n
wie im Pumping-Lemma. Wé&hle nun x = a"0". Wegen der ersten beiden
Eigenschaften im Lemma ist v # ¢ und uv = @™ mit m < n, also v = a™
mit 1 < m/ < n. Nun miiite aber auch uv%w = uw = @™ "™ b € L sein,
Widerspruch!

2. Sei L = {0™ | m ist Quadratzahl}. Annahme, L wére reguldr. Dann
existiert ein n wie im Pumping-Lemma. Wihle z = 0 € L und
betrachte Zerlegung x = vvw mit 1 < |v| < |uv| < n. Es folgt uwv?w € L,
aber

n® = |z| = luvw| < |uww| <n®+n < (n+1)°

Damit liegt das Wort uv?w zwischen zwei aufeinanerfolgenden Quadrat-
zahlen, kann also selbst keine solche sein.

1.4 Reguliare Ausdriicke
Idee: Sei ein Automat 2 gegeben:

a

() b
— DL w2y
0 a,c

3

Die durch den Automaten 2 erkannte Sprache wird kompakter durch den
folgenden Ausdruck beschrieben:

(a*bb™(a + ¢)c)*a”

DEFINITION: Die Menge der requldren Ausdriicke iiber einem Alphabet >
(mit £,0 ¢ X) ist induktiv definiert durch:

e ¢, (), alle a € ¥ sind regulire Ausdriicke
e sind r und s reguldre Ausdriicke, so auch (r + s), (r - s) und r*

DEFINITION: Die durch den reguldren Ausdruck r definierte Sprache L(r)
wird induktiv festgelegt durch:

o L(0)=0, L(e) = {e} L(a) = {a}
o L(r+s)=L(r)UL(s), L(r-s) = L(r) - L(s) L(r*) = L(r)*
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Konventionen: Aufenklammern fallen weg, - bindet stiarker als 4, * stérker
als -, und - darf wegfallen. Statt ((a o b*) 4 b) schreiben wir also auch ab* + b.
Héufig schreiben wir auch r statt L(r).

SATZ: (Kleene) Eine Sprache L C ¥* ist durch einen NEA erkennbar genau
dann, wenn sie durch einen reguldren Ausdruck definierbar ist.

Beweis:

,<=" Durch Induktion iiber den Aufbau der reguldren Ausdriicke: Finde fiir
jeden regulédren Ausdruck r einen e-NEA 2. mit nur einem Endzustand,

so dafs L(r) = L(,).

— Induktionsanfang: Die Félle r = 0,1,a € ¥ sind trivial: Entspre-
chende e-NEAs:

Cre (&), »(e) e ta(e)

— Induktionsvoraussetzung: Zu r, s mogen e-NEAs mit 2., 2, mit nur
einem Endzustand existieren, so daf L(r) = L(2,), L(s) = L(s).

— Induktionsbehauptung: Zu (r +s), (r-s), r* existieren e-NEAs 2,
2., 2, mit nur einem Endzustand, so dak L(r + s) = L(y), L(r -
s) = L(A.), L(r*) = L(A,). Wir wéhlen
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»,=" Seiein DEA A = (Q ={q0,---,q}, %, q, A, F) gegeben. Wir definieren
fir 0 <4,7 <n:

A g Y, qj }
Dann ist L(A) = U, cr Loj- Es geniigt, r; fiir Lj; zu finden. Definiere
Index(q) fiir ¢ € @ als denjenigen Index ¢ mit ¢; = ¢. Betrachte folgende
Einschidnkungen von L;;:!
ij ={weX | I7=poaipi... Pm-10mPm,
Po = Gi, Pm = ¢, W = Q1" Qm,
Index(p)) < kV1<Il<m}

Zeige: Fiir alle k = 0,...,n + 1 und fiir alle 4, j ist ij durch einen
reguldren Ausdruck definierbar. Vollsténdige Induktion:

— Induktionsanfang: Fiir £ = 0 ist

Y {a | (qiaaaqj) < A} falls Z 7éj

Da L% endlich ist, existiert ein reguldrer Ausdruck, der L% definiert.

Lalle Wege von i nach j nur mit Zwischenknoten vom Index héchstens k
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— Induktionsschritt £ = k£ + 1: Es sei ij durch den reguldren Aus-
druck rfj definierbar.

wELZ-JFl{:)(wELZ) Vo (3m : w=wy- - wy,

. k k k

Somit ist
k k k(7k \xTk
Lij+1 = L;; U L (Lyy,) Ly;

. A RN ko gk (pk Veok
Der regulére Ausdruck 7" ergibt sich als 77 + 733, (7, ) 7%
Beispiel:
0
.( 5 1 .( ) 1 .( : )
9o q1 qz

7"80 ‘ 7"81 ‘ 7“82 ‘ 7“?1 ‘ 7'(1)2 ‘ 799
e+0 \ 1 \ ) \ € \ 1
Fir k=1 ist

"0 = Too+700(r00) 00

= (e4+0)+(+0)(e+0)"(e+0)=0"
Tél = 7"81 + 7”80<7’80)*7"81

= 14 (e+0)(e+0)*1=1+0"1=0"1
7‘32 = 7’82 + 7"80(7‘80)*7‘82

= 0+(E+0)(c+0)0=0+00=0
7"%1 = 7”?1 + 7"?0(7"80)*7"81

= e4+0(+0)1=¢
7’32 = T(2)2 + T(1)1<ri1)*ri2

= 0+0"1-£-1=0%11
7"82 = 7"32 + T(2)2(T§2)*T§2

= 0*11+0*11-c = 0"11=L(2)
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1.5 Gleichungssysteme

Sei A =(Q =1q0, - @}, X ={ar,...,am}, q, A, F) gegeben. Setze 2A; =
(@Q,%, ¢, A, F) mit L; = L(2;) fiir 0 <4 < n. Nummeriere die Transitionen
aus ¢; durch

(% a1, %‘,1))7 ce (%‘; Ai,m;) s q(i,mi))
Nun bekommt man fiir jedes ¢ eine Gleichung?

Li={agn} - LiyU...U{agmy} - Limy U B (%)

Vereinfachung der Schreibweise: {a}L; U{b}L; = {a,b}L;.

Seinun A;; = {a € ¥ | {a}L; kommt in Zeile (x); vor}. Dann lautet die um-
geformte Gleichung (mit A;; C X, A;; = 0 moglich; E; C {e}):

Li = AZ'()L()U UAanUEZ

Beispiel:

b .
4’(’%)4 zﬁ
b

Das Gleichungssystem GS(2() ist dann

Lo = {fa}Lo+{b}L1 +{c}
Ly = {b}Lo+ {a}Ls

SATZ: Das zum NEA 2 gehorige Gleichungssystem G'S(2) X; = Uj_, 4i; XU
E;firi=0,...,n (mit A;; und E; wie oben beschrieben) ist eindeutig losbar
und (Lo, ..., L,) mit L, = L(2;) ist Losung.

Beweis:
1. (Lo,...,Ly,) ist Losung wegen der Definition

2. zur Eindeutigkeit: Seien (Ko, ..., K,,), (K|, ..., K) Losungen von GS(2).
Wir zeigen nun, daf {w}NK; = {w}N KNw € ¥* (und somit K; = K])
ist. Induktion iiber |w|:

2 it B — {e} falls ¢ €eF
v ®  sonst
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e Induktionsanfang: Fiir |w| = 0 ist

{edNK, = U {e}NAGK,))U({e} N E)
= QUu({etnE;)={e}NE

Analog: fiir K] ist {e} N K] = {¢} N E;

e Induktionsschritt: Sei |w| =n+ 1 und w = xy mit |z| = 1.

=

{wyn K = ([J{w} N0 A;K;) U ({w}n E)

<.
Il
=)

I
(=

(({z} N Ai)({y} N K5))

o

J

N UJ((d 0 Ay () 0 K5)

s |

j=0
= {w}nkj

Folgerung: Ein reguldrer Ausdruck r fiir einen gegebenen NEA 2l ergibt

sich aus einer Losung (ro, ..., r,) des Gleichungssystems, indem wir r = ry

setzen?:

Xi:Zainquei (ZZO,,TL)

§=0
Frage: Wie losen wir diese Gleichungssysteme?

Bemerkungen:

1) r-

(T)

(1) r=r (denn {e}L = L)
2)r+0=0+r=r
(3) e*=0"=¢c (denn P* ={c}UPUD-QU...)
(4) r(sr)” = (rs)r

() (r+s)" = (r"s")"

(6) r(s+ ') =rs+rs und (s + s )r=sr+sr

Beweis (exemplarisch) von (d):

3wobei a;j, e; regulire Ausdriicke fiir Sprachen A;;, E; im GS(2) sind
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»C“ Zu zeigen ist r(sr)* C (rs)*r, sei also w € r(sr)*. Zeige, daf w € (rs)*r
ist. Es folgt: w = wv mit v € r und v = € oder v = vy - ... - v, mit
v; € sr und n > 1 Fallunterscheidung:
1. w=wue mit u € r, dann ist e = eu € (rs)*r.
2. w = wvvivyvy ... vpvp) mit v € s und o] € r, dann ist

"/ / 7

w = ’U,Ul Ul’UQ U2 ......... ’Un Un
N~ =~ N~~~
€rs €rs €r

LEMMA: (Resolutionsregel) Die Gleichung X = rX + s (mit r, s regulére
Ausdriicke) wird gelost durch X = r*s.

Beweis: X =1"s = (1" +¢)s =rm*s+s=1r(r"s) +s=1rX +s
Beispiele:

1. Sei Xg = aXy+ bX; + ¢ und X; = bXy + aX;. Wende auf die zweite
Gleichung die Resolutionsregel an, man erhalt: X; = a*bX,. Eingesetzt
in die erste Gleichung ergibt sich

X[) = CLX() + ba*on +e= (CL + ba*b)Xo +e€

Nochmalige Anwendung der Resolutionsregel liefert Xy = (a + ba*b)* - €,
somit ist 7 = (a + ba*b)* und r = a*b(a + ba*b)*.

2. Fiir den folgenden Automaten lautet das Gleichungssystem:

(1) XO = CLXO+CZX1
2) X, = bX,
3) Xo = bX,+e

Gleichung (3) in (2) einsetzen ergibt X; = bbX; + b, Resolutionsregel
liefert Gleichung (4): X; = (bb)*b. Setze nun (4) in (1) ein, erhalte
Xo = aXo + a(bb)*b, damlt ist Xo = a*a(bb)*b, fiir X, erhdlt man
b(bb)*b + e = (bb)*.

Allgmeines Verfahren der Auflésung von GS(2):
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e fiir eine einzige Gleichung in GS(2A) wende das Resolutionslemma an.

e fiir m 4+ 1 Gleichungen in < m + 1 Variablen nehme Reduktion auf m
Gleichungen in < m Variablen vor: Betrachte

m
Xmt+1 = Qg1 m+1Xm+1 + Z 41, X5 + €my1-
j=1
Resolutionslemma liefert
m
Xm+1 = a:n+1,m+1 (Z am+1,ij + €m+1> .
j=1
Einsetzen in die ersten m Gleichungen liefert die gewiinschte Reduktion.
e Iterierte Anwendung liefert reguléren Ausdruck fir X;.

Zusatz: Ist (wie bei NEAs) in keinem A;; das leere Wort enthalten, sind die
Losungen eindeutig.

SATZ: Jedes Gleichungssystem fiir regulire Ausdriicke X; = Z?:o PR olC
(mit a;; € ¥ und e; C {e}) ist durch iterierte Anwendung der Resolutionsre-
gel 16sbar.

1.6 Abschlufteigenschaften und Entscheidbarkeit

SATZ: Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung, Pro-
dukt, Durchschnitt, Komplement und Stern.

Beweis:

1. Abschlufs unter Vereinigung, Produkt und Stern folgt iiber regulére
Ausdriicke. Seien «, 3 regulidre Ausdriicke fiir reguldre Sprachen L und
L’. Dann folgt, dak o+ 3, o - § und (a)* die reguldren Ausdriicke fiir
die Sprachen LU L', L - I/ und L*.

2. Abschlufs unter Komplement und Durchschnitt folgt iiber die Konstruk-
tion von Automaten fiir ¥*\ L und L N L’ (als Lemma vorher schon
bewiesen)
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Leerheitsproblem: Gegeben sei ein Automat 2, Frage: Ist L(2() = (7
Bemerkung: L(2) =0 < Aw € ¥ mit A: qp — F

LEMMA: L(2) # 0 < Fw € L(A) mit |w| < |Q].

Beweis:
,<=" klar

»,=" 2 habe n Zustinde. Wahle w € L(2l) mit minimaler Lange. Behauptung:
die minimale Lénge ist kleiner n. Annahme, die minimale Léange sei
grofergleich n. Mit dem Pumping-Lemma folgt eine Zerlegung w =
ryz mit y # ¢ und zy°2 = xz € L(A). Dann gilt aber |zz| < |w],
Widerspruch!

Endlichkeitsproblem: Gegeben sei 20 mit n Zustédnden. Frage: Ist |L(21)| <
00?

LEMMA: |L(2l)| ist unendlich genau dann, wenn ein w € L(2l) existiert mit
n < |w| < 2n.

Beweis: als Ubung

Aquivalenzproblem: Gegeben seien Automaten 2, 9B. Frage: Ist L(2A) =
L(B)?

LEMMA: L(2) # L(*B) genau dann, wenn gilt:

(L) N L(B)) U (L(A) N L(B)) # 0

Bemerkung: Regulidre Sprachen und Automaten sind abgeschlossen be-
ziiglich Vereinigung, Durchschnitt und Komplement, d.h. ein DEA € mit
L(€) = (L(A) N L(B)) U (L(A) N L(B)) ist effektiv konstruierbar.

SATZ: Fiir DEAs (und damit fiir NEAs und regulédre Sprachen) sind Leer-
heitsproblem, Endlichkeitsproblem und Aquivalenzproblem effektiv entscheid-
bar.

Beweis: am Beispiel vom Leerheitsproblem: L(2l) # () < 3 w € L(2A) mit
lw| < |Q|. Teste also alle Worter der Lange < |Q] = n: Fiir jedes Wort
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verfolge Zeichen fiir Zeichen die Zustandsiibergdnge im Automaten, die durch
w hervorgerufen werden. Falls ein Endzustand erreicht wird, ist w € L(2l).

Effizienzaspekt: die Algorithmen sind hoffnungslos ineffizient!
1.7 Sequentielle Maschinen

Idee: Wir verwenden verallgemeinerte Transitionen ¢ LA ¢ mit Eingabe-
buchstabe a, Ausgabewort v.

DEFINITIONEN:

e Eine verallgemeinerte sequentielle Maschine (kurz GSM: generalized
sequential machine) hat die Form 2 = (@, >, T, qo, J, A) mit @ endlich,
3., I' Eingabe- bzw. Ausgabealphabet, o € Q, d : Q@ X X — Q, X :
QxX—1TI*

e Variante: Sequentielle Maschine oder Mealy-Automat, falls A : @ X
> — I'. Erweitere 0 auf Q x ¥X* wie zuvor, entsprechend definiere
A Q x X — T wie folgt:

N(q,e) =¢, N(q,wa)= \(q,w)\(6(q,w),a)

o Weiter sei fo : 3* — I'* definiert durch fo(w) := A*(qo, w). Es ist also
fa(w) das durch 2 bei Lesen von w gelieferte Ausgabewort.

Beispiel: Addition gespiegelter Bindrzahlen mit wenigstens einer fithrenden
0. Ein- und Ausgabealphabet sind

QOO0 o

Beispiel (fithrende Nullen stehen rechts!):

101100
100010
011110

Die entsprechende Funktion f, : ¥* — I wird berechnet durch einen
Automaten mit zwei Zusténden gy und ¢, die Ubertrdge 0 und 1 darstellen:
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DEFINITION: f : ¥* — I'* sei eine (verallgemeinert) sequentielle Funktion
genau dann, wenn eine (verallgemeinerte) sequentielle Maschine 2A existiert

LEMMA: Es sei f: X* — I'* eine (verallgemeinert) sequentielle Funktion.
Dann gilt:

1. fist prifictreu, d.h. f(uv) hat jeweils f(u) als Prafix

2. f ist langenbeschrinkt, d.h. es existiert £k > 0 mit |f(w)| < k- |w| fiir
alle w € ¥*.

3. L C X* regular = f(L) regulér.

Anwendung: Die Multiplikation gespiegelter Bindrzahlen liefert keine verall-
gemeinert sequentielle Funktion f. mit 3, " wie bei der Addition. Wegen der
dritten Eigenschaft im Lemma geniigt die Angabe von L C >* regulédr mit
f.(L) nicht regulér. Betrachte die regulire Sprache L = { ((l])n((l)) | n>0}.

Dabei ist die obere Zahl 0™1 (also 2"), das untere Wort 10 (also 1 +2+ ...+
2"=1). Das Produkt ist demnach 2" 42" + .. 4 22"~1 (was 0"1" entspricht).
Damit ist f.(L) = {0"1" | n > 0}U{0}, also ist f.(L) nicht regulér (wie schon
gesehen u.a. beim Pumping-Lemma).
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2 Grammatiken

DEFINITION: Eine Grammatik hat die Form G = (V,%, P,S) mit der
Menge der Variablen (Nicht-Terminalsymbole) V', Terminalalphabet ¥ und
einem Startsymbol S € V, dabei sind V, Y endlich und V N'Y = 0; sei
PCc(VUXL)*V(Vux)* x (VUI)*

Beispiele:
e BNF-Regeln:
Go:  (Term) = 01| ((Term) + (Term)) [ ((Term) * (Term))
Beispiel fiir eine Ableitung:

(Term)

Schreibweisen:
e a — [ in P statt (o, 3) € P (in BNF « ::= 3)

e Symbole in V: A, B,C,...; Symbole in ¥: a,b,c,...,0,1; Worter iiber
VUX: a,f,7,... (Satzformen); Worter tiber 3 : w, v, w, ...

a kg O besagt: Es existieren 7,0, aq, /1 mit o = yayd, oy — B € P
und 3 =610
Beisprel:
( (Term)+(Term)) - (0 +(Term))
~ N ——— YT ——

¥ aq 1) o B d

a F¢ [ bedeutet: es existieren ay, ..., q, mit ap = o, ; Fe @;i11(i <

n)aan :6

a ¢ B bedeutet: es existiert n > 0 mit o ¢ 3

a heifst ableitbar in G genau dann, wenn S . o gilt.
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Die von G erzeugte Sprache ist
LG)={weX | S w}

Beispielsweise ist (0 + (1% 1)) € L(Gy).

Notatation: Regeln mit gleicher linker Seite werden zusammengefafst und
auf der rechten Seite durch ,,| getrennt (wie in BNF oben).

Beispiele:
e Sei folgende Grammatik gegeben:

Gi S — 0114
A = 0ALAJ0]1

Beispielhafte Ableitung: S+ 1AF 10A F 101A F 1011, damit ist
L(Gy) ={0}U{w € {0,1}" | w beginnt mit 1}
Beweis:

,2° w = 0,1 ableitbar in G1; Induktion iiber |w|: jedes Wort 1wA mit
w € {0,1}* ist ableitbar in Gy:
* lw=0:SF1A
% |w| = k + 1: Die Induktionsvoraussetzung gelte fiir alle w’
mit |w'| < k. Sei |w| = k + 1 gegeben mit w = w'a wobei
a € {0,1}. Dann gilt S F* 1lw'A F 1w'aA = 1wA, also ist lwA
ableitbar.

Damit folgt

Sl—fllwAVwé{Oal} = SH, lwVYwe {0,1}*
St 1 1

,C“ Fallunterscheidung:

x Lénge der Ableitung ist 1: Dann ist w = 0 oder w =1

x Lange der Ableitung grofier 1: Dann ist die letzte angewandte
Regel A — 0 oder A — 1 und die erste angewandte Regel ist
S — 1A. Die Ableitung hat dann die Form
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e Mit ¥ = {a,b} betrachte

Gy S — aB|bA
A — alaS[bAA
B — bbS|aBB

Nun ist L(Gy) = {w € £* | |w|, = |w|,}. Beweis: Per Induktion iiber
die Lénge von w € {a,b}* zeigen wir

(1) SH w e |w|, =|wl|,
(2) AFw & |w|, = |w|,+1
(3) BFwe |w|,+1=]wl|,

Beachte: Jeder (nicht-triviale) Ableitungsschritt vergrofert die Lange
der Satzformen.

— |w|=1:
(1) gilt, da beide Seiten der Aquivalenz falsch sind
(2) fir w = a gelten beide Seiten
(3) fiir w = b gelten beide Seiten

— |w| = k + 1: die Aussagen (1) bis (3) mogen fiir alle Worter der
Lange kleinergleich k gelten.

(1),=* Sei S F* w. Dann beginnt die Ableitung mit S — aB oder

S — bA. Fallunterscheidung:

- SkFaB F ... F aw; = w, also B F* w; und aus
|wy| = k folgt mit der Induktionsvoraussetzung (3), daf
lwy |, +1 = |wy, ist, also gilt |w|, = |wy], +1 = |w|, =
|wl,,

- SEFBAF ... F bwy = w, analog mit (2)

L& Sel |w|, = |w|, und |w| = k + 1. Fallunterscheidung:

- w = aw, = |w1| =k und |wy|, + 1 = |wy]|,. Dann folgt
mit Induktionsvoraussetzung (3), dak B F* w;, also
SkFaBF aw; =w

- w = bw; analog mit (2)

(2) analog
(3) analog
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o Mit ¥ = {a,b,c}

Gs S — abclaAbe

Ab — bA

Ac — Bbcc

bB — Bb

aB — aaA|aa

Beispielhafte Ableitung:
abc
aabbcc

Sk aaabbbcce

aAbc = abAc = abBbec - aBbbec - { aaAbbce 2 aabbAcc F3 aaBbbbeee - {

Damit ist L(G3) = {a"b"c" | n > 1}. Beweis:

,O“ zeige per Induktion S F* a"Bb*Hicntl:

* n =1 ist klar
* n > 1:

SH*a" B F a" A T a"bACT F a b Bbe T FT g B L

Durch Anwendung von aB — aa folgt S F* a"1pnHicntl,
,C* Sei S H* w. Zeige: w = a™b"c™ fur ein 0 < n € N. Fallunterschei-
dung:
x Aus S F w folgt w = abc.
x Sel S F aAbe F* w. Von a" Ab™c" sehen die néchsten (eindeuti-
gen) 2n + 1 wie folgt aus:
n+1lpn+1 n+1
a A" |_2n+1 aann+lcn+1 - { Zn+1i)4bnflcn+1

n-mal Ab — bA
einmal Ac — Bbce
n-mal bB — Bb

Wegen der Eindeutigkeit folgt daraus, dafs die Ableitung nur
Worte a™b™c™ erzeugt.

31



2.1 Chomsky-Hierarchie

DEFINITION:

e Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist

— vom Typ 0 (rekursiv aufzdhlbar) im allgemeinen Fall,

— vom Typ 1 (kontextsensitiv), falls fiir jede Regel a — [ gilt:
la| < |B| (aufer eventuell S — e, siehe unten),

— vom Typ 2 (kontextfrei), falls jede Regel die Form A — « hat
mit A € V und o € (V UX)*,

— vom Typ 8 (rechtslinear), falls jede Regel die Form A — w oder
A — wB hat mit w € X" und A,B e V.

e-Sonderbedingung: Bei Typ 1 bis 3 ist € auf der rechten Seite nur
bei S — ¢ erlaubt, dann darf S in keiner rechten Regelseite auftreten.

e Eine Sprache L C X* heifst rechtslinear (kontextfrei, kontextsensitiv
oder rekursiv aufzihlbar), falls es eine Grammatik mit Alphabet ¥ gibt,
die rechtslinear (kontextfrei, kontextsensitiv oder rekursiv aufzéhlbar)
ist und L erzeugt.

Bezeichnungen: REG,, CFs, C'Sy, REs, bezeichnen die Mengen der rechts-
linearen, kontextfreien, kontextsensitiven oder rekursiv aufzihlbaren Sprachen.
Bemerkung: REG. C CFyx, C CSy C REy.

Kernfragen:

1. Bilden diesse Sprachklassen eine echte Hierarchie? Ja, die Chomsky-
Hierarchie!

z.B. {a"b"} oder {w | Iwl, = Iwl}

2. Gibt es andere Charakterisierungen (,Automaten®)?
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3. Beziiglich welcher Operationen U, N, /,-,* sind diese Klassen abgeschlos-
sen?

4. Reduktion auf einfachere Regelformen (bzw. Normalformen)

5. Entscheidungsprobleme: Leerheitsproblem, Aquivalenzproblem, Endlich-
keitsproblem, Wortproblem. ..

Wortproblem: Gegeben sei eine Grammatik G = (V, X, P,S) und w € ¥,
Frage: Ist w € L(G)?

SATZ: Das Wortproblem fiir kontextsensitive Sprachen ist entscheidbar (d.h.
es existiert ein Algorithmus).

Bemerkung: Fiir Typ-0-Grammatiken ist das Wortproblem i.a. nicht ent-
scheidbar, beachte dazu, daf die Léange der Wortformen bei einer Typ-0-
Grammatik schwanken kann:

>

A

c

@ Typ 1
E /
L

i

4+

n

— Al ’

3 N

° S Typ O
[=)]

C

0

-

Anzahl der Ableitungsschritte

Beweis: Definiere zunichst Mengen
Tn={we(VUX)*| |lu|<n A SE"w}

Die Mengen 77" lassen sich rekurisv iiber m berechnen: T = {S} und
Tr . = AbL,(T7) mit

AbL,(X)=XU{we (VUD)"| |[w|<n A I eX : v Fw}

Es gibt nur endlich viele (exponentiell in m) Woérter der Lange < n in (VUX)*.
Damit ist | J,,~, 7, eine endliche Menge fiir jedes n und es existiert m mit
Tn=Tn,.

m m+1

Bemerkungen:

Lo < Uz Tl < X005 (IVI+ 2D < (V] + ]2+

33



2. Tn =Tr,  =T¢ =17

m-+1

Algorithmus:

T :={8S};
repeat T’ = T; T = Abl[n](T’)
until (w in T) or (T = T?);
if (w in T) then write(w + ’ ist in L(G)’)
else write(w + ’ ist nicht in L(G)’);

Bemerkung: Der Algorithmus hat exponentielle Laufzeit (beachte: Wortpro-
blem fiir kontextsensitive Sprachen ist NP-schwer, sieche Komplexitatstheorie
spéter).

SATZ: Eine Sprache ist rechtslinear genau dann, wenn sie durch einen NEA
erkannt wird.

Beweis:

»,=" Sei L = L(G) rechtslinear bei gegebener Grammatik G = (V, X, P, 5).
Es ist w € L(G) genau dann, wenn eine Ableitung folgender Gestalt
existiert:

S:Bol—wlBll—wlwngl—...l—wl...wn,an,ll—wl...wn:w

wobei die w; € ¥ und die B; € V sind. Es gilt B; — w; 1 B;41 € P
firi <n—1und B,_; — w, € P. Konstruiere nun einen NEA mit
Worttransitionen: Definiere

A=(VU{Q}) =0Q,2", 5 =q,A{Q}=F)
mit einem neuen Zustand Q ¢ V'; dabei ist

(A,w,B)e A & A—wBeP
(Aw,QeA & A—-weP

Es gilt nun w € L(G) genau dann, wenn ein Pfad s = Bywy Biws . . . w1 Bp_1w, 2
durch 2 mit Beschriftung w = w ... w,. Also akzeptiert 21 auch w.

<= Sei NEA A = (Q,%, q, A, F') gegeben. O.B.d.A. ohne Transistionen
nach ¢y (fithre sonst einen neuen Hilszustand ein). Definiere G =
(V,2,P,S) durch V = @Q, S = ¢o und

A—aBeP & (Aa B eA
A—aeP & (Aa,B)eAfir BeF
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Falls ¢y € F, nehme auch Regel S — ¢ hinzu. Wegen der Annahme
oben gilt die e-Bedingung. Es gilt fiir w = a; ... ¢, mit n > 0:

2 akzeptiert w
<~ d Pfad ¢y = Bpa1B; ... B,_1a,B, in A mit B, € F
< HG—AbIS:BO}_alBlkl_CLlCLn:U)
Beispiele:

1. Sei folgende Grammatik gegeben:

G S — dAla
A — aAla|bB
B — aBJbAlb

Der entsprechende NEA ist

Er 1aBt sich reduzieren zu




Dann ist die zugehérige Grammatik G = (V, X, P,S) zu A: V =
{q07 s 7Q5}7 S = qo,

9 — €lagi|bgi|agzlags
@ — aqbg|age
@2 — agsla
g3 — blbaalbgs
g5 — ags
2.2 Kontextfreie Sprachen
DEFINITIONEN:
1. Eine kontextfreie Grammatik ist im Chomsky-Normalform (CNF),
falls sie nur Regeln A — BC, A — a (und eventuell S — ¢) hat.
2. Eine kontextfreie Grammatik ist im Greibach-Normalform (GNF), falls

sie nur Regeln A — aB; ... B, mit n > 0 (und eventuell S — ¢) hat.

LEMMA: Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man eine dquivalente
kontextfreie Grammatik G’ ohne einfache Regeln A — B angeben.

Beweis: Sei G = (V, %, P,S) gegeben. Zu A, B € V kénnen wir effektiv
entscheiden, ob A Ff, B (denn Ableitung ohne Wiederholungen von Variablen
haben Léange < |V]). Sei P; die Menge der P-Regeln ohne einfache Regeln

und

Ph={A—a| 3BeV : AFL,BANB—acP Nag¢V}

Definiere G' = (V, 3, P, U P,, S), Behauptung: L(G) = L(G").

13
772

13
-

klar nach Definition

betrachte G-Ableitung S = a9 Fg a1 Fg ... Fg a, = w € ¥* mit
Anwendung von mindestens einer einfachen Regel. Betrachte das erste
Vorkommen einer einfachen Regel:

St BAy g BAY Fo .. bo B AN o Blay HL w

mit Ay,..., Ar eV, a ¢V, BFL B, v, AL Ay und Ay Fg a.
Dann gilt:

St BAYY o Bay b Blay Hg w
Rekursiv eliminieren wir einfache Regeln in g F§ ', v F5 7/ und
Bay Fg w.
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SATZ: (Chomsky-Normalform) Jede kontextfreie Sprache wird durch eine
Grammatik in Chomsky-Normalform erzeugt, d.h. mit Regeln der Form
A — BC, A — a (und eventuell S — ¢).

Beweis:

1. Elimination der einfachen Regeln A — B: Fiir alle Regeln A — o mit
la] =1gilt: a=a€ X

2. Fiir alle Regeln mit |a] > 2 soll gelten: a € V*. Betrachte A —
Xp... X, (mit m > 2), X; € VUZX, verwende fiir jedes a € ¥ eine
Variable X, und ersetze die X; € ¥ entsprechend. Fiige fiir diese a € X
die Regeln X, — a ein.

Behauptung: Fir die so gebildete Grammatik G’ gilt L(G) = L(G").

3. Reduktion der Regeln A — By...B,, auf m =2: Sei A — B;... B,
mit m > 3 gegeben. Verwende neue Variablen Dy,..., D,,_s und er-
setze A — By...B,, durch A — B{D{, Dy — BsDs, ..., D,,_3 —
B,,—2D,,_» und D,,_5 — B,,_1B,,.

Dann entsteht eine dquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform.

Beispiel: Sei folgende Grammatik G gegeben.

S — bAlaB
A — bAAlaS|a
B — aBB|bS|b

Die einzelnen Schritte:
1. nichts zu tun, da keine einfachen Regeln

2. neuer Regelsatz:

S — X,AlX.B

A — X,AA|X,Sla
B — X,BB|X,S|b
X, — a
X, — b
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3. neue Regeln:

S — X,AlX.B

A — XyDi|X,Sla
D, — AA

B — X,E1|X,S|b
EF, — BB
X, — a
X, — b

SATZ: (Greibach-Normalform)Jede kontextfreie Sprache wird durch eine
Grammatik in Greibach-Normalform erzeugt.

Beispiel: Sei eine Grammatik gegeben mit S — SbS|a, mogliche Ableitungen
des Wortes ababa sind z.B.:

1. S SbSE abSF abSbS + ababS F ababa

2. SE SbS + SbSbS F SbSba F Sbaba - ababa

3. SE SbSt SbSbS F abSbS + ababS F ababa

4. S+ SbS + Sba F SbSba + Sbaba F ababa
Bemerkungen:

1. Die Ableitungen 1 und 3 sind Linksableitungen, d.h. in jedem Schritt
wird die am weitesten links stehende Variable ersetzt. Entsprechend
sind 2 und 4 Rechtsableitungen

2. Jede Ableitungen induziert einen Ableitungsbaum, einem Ableitungs-
baum entsprechen i.a. aber mehrere Ableitungen, im Beispiel:

K/T\ »/SI\.

j k://i\v V/T\t: T

a i b T i b i a
a a a a

fir 1 und 3 fiir 2 und 4



DEFINITION:

1. Ein unbewerteter, hochstens-k-verzweigter Baum ist eine Teilmenge
D C{1,...,k}*, die
e unter Prafixbildung abgeschlossen ist, d.h. xi € D = x € D, und
e jeweils fiir zj auch zi (mit 1 < < j) enthélt.

2. Ein X-bewerteter, hochstens-k-verzweigeter Baum ist eine Abbildung ¢ :
dom(t) — X, wobei dom(t) ein unbewerteter, hochstens-k-verzweigter

Baum ist.

3. Ein Ableitungsbaum t zur kontextfreien Grammatik G = (V, %, P, 5)
ist ein (V' U X)-bewerteter Baum mit:
(a) die Wurzel ist mit S beschriftet (d.h. t(e) = .5)

(b) hat einen Knoten x die Nachfolger x1,...,zn, so ist t(x) —
t(z1)t(x2)...t(xn) € P.

Beispiel: Der oben verwendete Ableitungsbaum als unbewerteter, hochstens
3 verzweigter Baum ist D = {¢,1,2,3,11,12,13,31,111, 131}, als Ableitungs-
baum formal ist t(e) = S, t(1) = S, t(2) = b, t(3) = S, ..., der Regel
S — SbS entspricht t(e) — t(1)t(2)t(3) € P. Der Baum D ist:

A
1f 12 lf 31

111 131

Sprechweisen: ¢ ist die Wurzel des Baums, Knoten w7 ist Nachfolger von x,
Bldtter sind Knoten ohne Nachfolger, die Front eines Baumes ist die Folge
der Blatter in lexikographischer Reihenfolge. Ein Pfad der Lénge n ist eine
Folge vo, Y1, - - -, Yn, Wobei yo die Wurzel, y,, ein Blatt und y; 1 ein Nachfolger
von y; (0 <i < n) ist. Yield(t) ist die Folge der Beschriftungen der Knoten
in der Front.

Bemerkung: Es sei G eine kontextfreie Grammatik und A € V. Dann gilt:
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A ¢ w genau dann, wenn ein Ableitungsbaum ¢ fiir G existiert, dessen
Wurzel mit A beschriftet ist (¢(¢) = A) und Yield(t) = w.

Beweis: als Ubung, Ideen:
,<=" Induktion tiber die Anzahl der inneren Knoten von ¢

=" Induktion iiber die Lange der Ableitung

2.3 Wortproblem, Leerheitsproblem

SATZ: Es sei GG eine kontextfreie Grammatik tiber > in CNF. Dann entschei-
det der COCKE-YOUNGER-KASAMI-Algorithmus (CYK) mit Zeitaufwand
O(|w*), ob w € L(G) ist.

Beweis: Es seien G = (V,; X, P,S) und w = ay,...,a, € X" gegeben (w = ¢
ist trivial wegen e-Sonderbedingung). Idee: bestimme fiir 1 <1i < j < n die
Menge V;; = {A eV | AF§ aiaiqr ... a;}. Dann ist w € L(G) genau dann,
wenn S € Vi, Die Berechnung der V;; erfolgt nach wachsenden Wortlangen
j—i+ 1

e Firj—1+1=1,alsoi=j,ist A€V, genau dann, wenn A — a; € P
ist.

e Es gilt A € V}; genau dann, wenn eine Regel A — BC in P existiert
und k (mit i <k < j) existiert, so dak B € Vi, und C € Vi1 ist.

CYK-Algorithmus: Eingabe w =a;...a, € ¥, G = (V, X, P, S) kontext-
frei

for i=1 to n

V'“:{Al A—>(li€P};
for d=2 to n

for i=1 to n+1—d

{
j=i+d—1;
Vij =0;
for k=1 to j—1
Vij=Vi; U{A| 3A—> BC € P, BE Vi,,C € Viyi ;};
}

Beispiel: Sei eine Grammatik G gegeben mit

G S — AB
A — ablaAb
B — ¢|cB
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Dann ist L(G) = {a""c™ | n,m > 1}. Die Regeln in Chomsky-Normalform:

S — AB
A — X, Xp|X.D
D — AX,
B — X.B
X, — a
Xy, — b
X, — ¢

Der Algorithmus bestimmt fiir w = aaabbbcc Mengen V;; mit:

1 2 3 4 ) 6 7 8
LI{X.}] 0 0 0 0 | {A} {S} {S}
2 {X.}| 0 0 | {A} | {D} 0 0
3 {X.}| {A} | {D} | 0 0 0
4 {Xp}| 0 0 0 0
5 {Xp} ] 0 0 0
6 {Xp} 0 0
7 {B,.X.)| (B
8 {B,X.]

SATZ: Es gibt einen Algorithmus, der zu gegebener kontextfreier Grammatik
G entscheidet, ob L(G) = () ist.

Beweis: Berechne ' = {A €V | Jw e ¥* : AF* w} der terminierenden
Nichtterminale. Dann gilt: L(G) # (0 <& S € T. Folgender Algorithmus
berechnet 7™

e markiere (durch Unterstreichen) auf rechten Regelseiten alle Terminal-
symbole a € X

e solange eine Regel mit unmarkierter linker Seite A und vollstindig
markierter rechter Seite existiert, markiere A in allen Regeln (links und
rechts)

Dann ist 7" die Menge der markierten Variablen.

Beispiele:
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1. Sei folgende Grammatik gegeben:

!

bAlaB
bAAlaS|a
aBB|bS|b

bAlaB
bAA|aS|a
— aBB|bS|b
— bAlaB

bAA|aS|a
aBB|bS|b

!

l

wird zu

l

e v @ > »
!

wird zu

l

& I |n
l

Damit ist 7' = {S, A, B}, also L(G) # 0.

2. Sei folgende Grammatik gegeben:

S — AB|ABa
A — a

wirdzu S — AB|ABa
A — a

Somit ist T'= {A}, also L(G) = (.
Korrektheit:

1. Der Algorithmus terminiert, da V' endlich ist und jeder Durchlauf
mindestens eine Variable markiert.

2. Es werden genau die terminierenden Variablen markiert:

(a) Es werden nur terminierende Variablen markiert: Fiir alle markier-
ten A gilt: Es existiert w € ¥* mit A * w (Induktion tiber die
Anzahl der Schleifendurchléufe)

(b) Alle terminierenden Variablen werden auch markiert: Fiir alle
Variablen A gilt: Falls A H* w € ¥*, so wird A markiert.

Zeitaufwand: abhéngig von der Eingabegrofe der Grammatik (Gesamtlinge
aller Worter in allen Regeln mit zusétzlichem Zahlen von ,,—¢ || ,,,). Bei
Gesamtlinge N geniigt der Zeitaufwand O(n?).
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DEFINITION: Ist ¢ ein Baum, x € dom(t), so ist der durch z gegebene
Unterbaum t | z von t festgelegt durch: dom(¢ [ z) = {y | zy € dom(¢)}
und fiir die Markierung gilt (¢t | z)(y) = t(xy).

2.4 Pumping-Lemma

SATZ: (Pumping-Lemma oder uvwzy-Theorem) Sei G = (V, %, P, S) eine
kontextfreie Grammatik ohne einfache Regeln, mit £ Variablen und rechten
Regelseiten der Linge hochstens [ > 2. Dann gilt fiir n = [**!: Fiir alle
z € L(G) mit |z| > n existieren u, v, w, x,y mit z = vvwzy und

1. vz #¢
2. Jowz| <n

3. wiwz'y € L(G) fiir alle i > 0

Bemerkung: Sei ¢ ein hochstens-I-verzweigter Baum mit |Yield(t)| > ¥,
dann existiert ein Pfad der Linge mindestens & durch ¢. Anders formuliert:
Haben alle Pfade durch ¢ eine Liinge von hdchstens &k, dann muf |Yield(¢)| < I*.
Beweise dies durch Induktion tiber &:

e Induktionsanfang fiir £ = 1: klar, da es nur hochstens [ Verzweigungen
gibt

e Induktionsschritt Fiir &k + 1: Alle Pfade in den Unterbdumen haben
Lange hochstens k£,

Beweis: Sei z € L(G) mit |z| > n = ¥ > [¥ und ¢ ein Ableitungsbaum
zu z mit z = Yield(¢). Aus der Bemerkung folgt, daft ein Pfad der Lénge
grofier als k in t existiert. Dann gibt es verschiedene Knoten x1, x5 € t mit
t(z1) = t(zy) = A (Variablenwiederholung). Betrachte auf jedem Pfad von
der Front aus die erste Variablenwiederholung (bei Knoten x;, z5). Wahle
unter diesen Knotenpaaren ein Paar 9,29 mit Hhet | 2§ (fiir den oberen
Knoten) minimal. Setze t; = ¢ | 29, to = t | 9. Dann ist Hhe(t;) < k + 1.
Der Ableitungsbaum sieht damit aus wie folgt:
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u v w X y

Dabei ist w = Yield(ty), vwz = Yield(t) und wowzy = Yield(¢). Dann folgt
AR w, AFL vAz und S wAy. Dann gilt:

1.

2.

vr # ¢, Annahme: vz = ¢, dann ist A -, A eine einfache Regel!

|vwz| < n: Da die Hohe ¢ | 29 minimal ist, haben alle Pfade in ¢ | 29 eine
Liénge von hochstens k& + 1. Damit ist [vwz| = |Yield(t,)] < ¥ = n.

. w'wr'y € L(G) ist klar wegen

S H* uAy F* wo' Azty F wolwaty

Beispiel:

1.

Die Sprache L; = {a™b™c¢™ | m > 1} ist nicht kontextfrei. Annahme:
L, sei kontextfrei. Dann existiert eine kontextfreie Grammatik mit &
Variablen und rechten Regelseiten der Lange hochstens [ (mit [ > 2).
Setze nun n = [*1. Jedes Wort z mit |z| > n lift sich zerlegen
in wvwxy mit den obigen Eigenschaften. Betrachte z = a™b"c¢™ mit
|z| = 3n > n. Wegen |vwz| < n kann vx nicht aus a, b und ¢ bestehen.
Fallunterscheidung;:

(a) vwz = a'V miti+j<n
(b) vwzr = b miti+j<n

Wegen vz # ¢ und wv'wz'y = vwy € L(G) erhalten wir in den beiden
Fallen:

(a) vwzr = a'l’ - wegen x # e gilt Juwy|, < n oder |uwy|, < n,
andererseits ist |uwy|, = n, also uwy ¢ L(G).

(b) vwz = b'¢! - analog bleibt ||, = n, aber |-|, < n oder |-|, < n.
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SATZ:
1. Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter U, - und *.

2. Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter N und
Komplementbildung.

Beweis:

1. Seien G; = (V, %, P1,S1) und Gy = (V,, 2, Py, S5) kontextfreie Gram-
matiken mit V; NV, = 0.

LU Dann ist G = (ViU VLU {S}H, X, PLUPU{S — 55}, 5) mit
S ¢ Vi UV, kontextfreie Grammatik fir L(G1) U L(G2).

< Hier bilde zu Gy, Go mit V3 N V3 = () die Grammatik: G = (13 U
‘/QU{S},E,P1UP2U{S—> 5152},5).

,* hier bilde G = (V; U{S}, %, PLU{S — ¢|S1,5 — Si S} \ {1 —
e}, S)

(b) ,N“ Ly = {a'¥d|i,5 > 0} und Ly = {a'd’c’|i,j > 0} sind beide
kontextfrei. L; durch Grammatik:
S — AB
A — alaA
B — bc|bBc

Ly N Ly = {a'b'c’|i > 0} ist aber nicht kontextfrei.

e Komplement: Kontextfreie Sprachen sind auch nicht unter dem
Komplement abgeschlossen (ansonsten wére auch der Durchschnitt

abgeschlossen) wegen L; N Ly = Ly U Ly
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2.5 Kellerautomaten

DEFINITION: Ein Kellerautomat (Pushdown-Automat, PDA) hat die Form
2 = (Qu 27F7q07207 AvF)

e endliche Zustandsmenge @)

endliches Eingabealphabet X

endliches Kelleralphabet I'

Anfangszustand ¢o € @

Keller-Start-Symbol zy € T’

endliche Transitionsmenge A C Q X (XU {e}) x ' x ™ x Q
e endliche Endzustandsmenge F' C @)

Dabei erlaubt (q,a,z,7v,¢') € A den Ubergang von Zustand ¢ nach ¢
beim Lesen von a von der Eingabe und Austausch von z durch v auf der
Kellerspitze. Fiir v = ¢ ist dieses ein Pop-Schritt, fiir v # € ein Push-Schritt.

Lesekopf
—>
Eingabe
Schreib- / Lesekopf
Keller
endliche |~ *
Kontrolle
Kellerspitze

DEFINITION: Eine Konfiguration von 2 hat die Form K = (¢, w,7) € @ X
3* x I mit momentanem Zustand ¢, Restwort zu Lesen w und Kellerinhalt

Y.

Schreib- und Sprechweisen:
o (q,aw,Zv) o (¢, w, By) falls (¢,a,Z,8,¢') € A
o (q,w,Z7) Fa(¢',w,Bv) falls (q,6, Z,53,¢) € A
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Ky K <3n>0: Ko,...,K, mit K = Kobo Ki Fo ... by K, =
K/

A akzeptiert w € ¥*, falls (qo,w, Zy) 3 (q,€,7) fiir ein ¢ € F und
beliebige v € I'*

A akzeptiert w mit leerem Keller, falls (qo, w, Zo) F¥ (¢, €, ) fiir beliebige
qeQ

L) ={w € ¥* | A akzeptiert w}.

N) = {w e ¥* | A akzeptiert w mit leerem Keller}

DEFINITION: Ein Keller-Automat A = (Q, X, ...) heilt deterministisch
(DPDA), falls

1.VgeQ,z€eT,aeX:(q,ce,2,...) E A= (q,a,z,...) ¢ A

2. Vg€ Q,z €Tl',a € XU{e} existiert hochstens eine Regel (¢, a, z,...) €
A

Beispiele:
e Ein PDA fiir L; = {a'0* | i > 0} ist gegeben durch: Q = {qo, q1,qr},
F= {QF}a Y= {CL, b}7 I'= {ZO7Z} und

A = {(QO7a7 ZOa ZZOaQO)a (QO7 a, Zv ZZa qO)a (QO7 b7 2757(]1)7
(q17b7 Z,E,Ch), (q1a57 Zo, ZquF)}

Mogliche Konfigurationsfolge:

<q07 aabb, Z()) '_ (qO, CLbb, ZZO) F (CL(), bb, ZZZO) F (ql, b, ZZO)
H (Q17€a ZO) - (QF7€7 ZO)

Ergénzt man den obigen PDA durch A" := AU {(qr, ¢, Zo,€,qr)}, so
gilt fiir den entstehenden PDA 2A: L(') = N(') = {a'b’ | i > 0}.

e Sei ¥ = {a,b, $}. Ein PDA fiir L, = {w$w” | w € {a,b}*} (also Palin-
drome mit Trennsymbol) ist 2 = ({qo, @1}, {a, b, $}, {#, 4, B}, qo0, #, A, )

mit

A = {(q07 a, #7 A#v q0)a (QO7 a, Aa AAa q0)7 (Q(b a, B7 AB7 QO)> (QOa ba #7 B#v q0)7
(QO7 b7 A7 BA7 QO)7 <QO7 b7 BJ BB? QO)7 (q07 $7 #7 #7 QI)a <QO7 $7 A7 A7 q1)7

(q07 $7 BaBaq1)7 (QIa a>A7€7q1)a (q17 b>Ba‘€>q1)a (q17€7 #7€7QI)}

Es sind beispielsweise folgende Worter in N (21):
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— $ € N(2) wegen
(QO7 $a #) - (Cha &, #) - (Q17 €, 6)
— ba%ab € N(21) wegen

(qo, basab, #) F (qo,a%ab, B#) F (qo, $ab, AB#) b (q1, ab, AB#)
= (qlaba B#) - (qlagv #) = (q1757€)

Beachte: der obige PDA ist deterministisch! Frage ist aber: Wie erkennt
man Lz = {ww” | w € {a,b}*} (also ohne Trennsymbol)? Ersetze dazu

(QO7 $7 #7 #7 QI)J (QOJ $7 A7 A7 Q1>7 (q07 $7 BJ B7 Q1) durch

(q07a7A757Q1)7 (q0>b7B>€7Q1)7 (q0>€7#7€>Q1)

Damit hat 2/’ hat dann mehrere Ubergéinge und ist somit nicht determi-
nistisch! Nun laft sich w = abba ableiten durch:

(q1,abba, €)

(qo, abba, #) - (q1,0, A#) & (q1,€,4) F (q1,€,€)
{ (g0, bba, A#) I (qo, ba, BA#) - { (qo,a, BBA#) - (qo,e, ABBA#)

LEMMA:
1. Zu jedem PDA 2 kann man einen PDA B angeben mit L(2) = N(B)

2. Zu jedem PDA 2 kann man einen PDA B angeben mit N(2A) = L(*8)

Beweis:

1. B soll A simulieren und den Keller lesen, wenn 2l einen Endzustand
erreicht. Leert aber 2 den Keller ohne zu akzeptieren, dann darf L aber
nicht akzeptieren (Idee: verwende neues Kellersymbol Xj).

formal: Sei A = (Q, %, T, qo, Zo, A, F). Baue L so:

e ¢, neuer Anfangszustand
e ¢ neuer Zustand (zum Leeren des Kellers)

e X; neues Kellerstartsymbol

fiige zu A hinzu: (¢, ¢, Xo, Z0Xo0, %), (¢,¢,Z,¢,q) firqe F,Z € ' U
{Xo} ergibt A'(q, ¢, Z,¢,q)

L = (Q U {Q(/)u QZ}7 2]7 F U {XO}; qé),X[), A/7 @) = L(Ql) — N(L)

2. analog
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2.5.1 Ubergang von der kontextfreien Grammatik zum PDA

DEFINITION: Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G. Eine Ableitung
ao g aq Fg - - Fg ay, heilst Linksableitung, falls beim Ubergang von «; zu
a;+1 die am weitesten links stehende Variable ersetzt wird.

LEMMA: Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G. Gilt S ¢, u, dann
existiert auch eine Linksableitung S F --- F w.

SATZ: Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man einen PDA 2( angeben
mit L(G) = N(2).

Beweis: Betrachte zundchst den Fall € ¢ L(G). Es sei G = (V, %, P, S)
in Greibach-Normalform?. Idee: Fiir z.B. eine Linksableitung S F aXY F
abX1 XY F abeX,Y  abecaY + abcaa im Kellerautomaten:

(q,abcaa,S) Fo (q,bcaa, XY)
Fao (g, caa, X1 X5Y)
Fa (q,aa, X5Y)
Fa (g,a,Y)
Fa (q,¢€,¢€)

DEFINITION: Sei 2l = ({¢},%,V,q,S, A, D) mit A definiert durch

(¢,0,Z,7,q9) € Ao Z — ay

Behauptung: L(G) = N(). Zeige: S Ff, ua (mit v € ¥* und o € V*) per
Linksableitung genau dann, wenn (q,u, S) F§ (g,¢, «). Die Behauptung folgt
mit o = €.

,,<=" Induktion tiber die Anzahl [ der Schritte der PDA-Berechnung:
—Firl=0istu=¢, 5 =a,also S S.
— Fiir [ 4 1 sei folgende 2A-Berechnung der Lange [ + 1:

(q,ua,8) &' (g.a.8) I-_(g,¢.a)

(a) (b)

(a) Esfolgt (q,u,S) F (g, ¢, 3), mit Induktionsvoraussetzung folgt
S ¢ up.

4nur Regeln A — aB; ... B, mit n >0
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(b) Es folgt (¢,a,A, X1+ Xy, q) € A, wobei f = Ay und a =
X1+ X,,y. Dann folgt A — aX;---X,, € P, es folgt weiter
St uf =uAy - uaXy - Xy = uaa

,= Induktion iiber Ableitungsldnge I:

—Firl=0istu=¢, S =a.
— Es gelte S L uAy FuaX; -+ X,y (mit ua € X%).

— Fiir 1+ 1: Zeige (q, uq, S) F (q,6, X1 - - - X5ny). Es gilt nach Induk-
tionsvoraussetzung

S L uAy = (q,u,S) Fy (q,8, A7)

Zudem ist A — aX;---X,, € P = (q,a,AX1---X,n,q) € A.
Damit folgt (¢, ua, S) F (¢,a, Ay) F (q,6, X1 - Xny).

Fir ¢ € L(G) fuge noch (q,¢,S,¢,q) zu A hinzu.

Folgerung: Jede kontextfreie Sprache wird durch einen PDA (mit leerem
Keller) mit nur einem Zustand erkannt.

2.5.2 Ubergang von einem PDA zur kontextfreien Grammatik

SATZ: (e-Bedingung fiir kontextfreie Grammatiken) Zu jeder Grammatik G
mit Regeln A — « (mit a € (VUX)*) kann man eine dquivalente Grammatik
G finden, die die e-Bedingung erfiillt.

Beweis: Zwei Schritte: € aus L(G) eliminieren und gegebenenfalls e hinzuneh-
men. Bilde G' = (V', 3, P',S") geméfs folgendem e-Lemma. Falls € ¢ L(G),
so sind wir fertig, andernfalls bilde

G=V'U{S},2Ue P U{S—¢8—5%08)

Damit erfiillt G die e-Bedingung und L(G) = L(G).

LEMMA: (e-Lemma) Ist G = (V, X, P, S) eine Grammatik mit nur Regeln
A — a, so kann man eine Grammatik G’ ohne Regeln @ — ¢ finden mit

L(G") = L(G) \ {¢}.
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Beweis: Sei G = (V,X, P,S) gegeben. Definiere V. = {A eV | AR e}
Beachte: V. ist algorithmisch berechenbar mit V. = J;», { A | AF=" ¢} bzw.
V. ist Vereinigung folgender Mengen V;: -
Vi = {A| A—c€e P}
Vi = V;U{A| A— a € Pmitae (V;)*}

Dann folgt V; C V5, C V3 C ... CV; und diese Kette wird stationdr: V; = V4
(wegen V' endlich).

Setze nun
PP={A—-d|d #e FA—acPud ()}

mit (%) als Bedingung, dak o’ aus « durch Streichen beliebig vieler Variablen
aus V. entsteht. Zum Beispiel ist bei A — a X1 X7 mit X;, Z € V. die Menge
P’ gegeben als A — aXyZ|aX; Xs|aX3|a X1 XoZ und G’ = (V, X, P, S). Zeige:
L(G") = L(G) \ {e}. Beweisidee:

,C liberfithren einer G’-Ableitung in eine G-Ableitung

»2 Induktion iiber Lange der G-Ableitung S ¢, w # ¢ = S 5, w.

SATZ: Zu jedem PDA 2 kann man eine kontextfreie Grammatik G angeben
mit L(G) = N(2).

zunichst Beweisidee: Sei 2 = (Q, X, T', qo, Zo, A, D) gegeben. Finde G, so daf
die Linksableitungen von G, die 2-Berechnungen kodieren, mit N(2() = L(G).
Wir benutzen als G-Variablen [pZg] mit p,q € Q und Z € T" mit

[pZq) F* u <= A:p—" q wobei Z vom Keller genommen wird

formal: Fiir G = (VXU {e}, P,S) mit V = {s}U{[pZq| | p,q e Q,Z €T}
definiere P als
S — [9Zg)VqeQ
pZq) —  alpoXip1][p1Xops] - - - [Pm—1XmPm]

fiir P1,---3Pm-1,9 € Q
falls (p,a, Z, X1 -+ X, p0) € A

Zeige nun: (p,u, Z) H§ (q,€,¢) < [pZq] F§; u, daraus folgt:

uwe€ LG) & StglepZog e u
~ (QO7ua ZO) l_;;l (Q7€7€>
& ue NEK)

Wir zeigen also (p,u, Z) F§ (q,¢,¢) < [pZq] & w:
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,=" Induktion iiber die Schrittzahl [ von 2A:

—Firl=1ist u=a € XU{e}, (p,a,Z,e,q) € A, also gilt nach
Definition von G: [pZq] — a.
— Es gelte (p,au, Z) Fo (po,u, X1 -+ X)) Fly (g, ¢, €).

— Zeige [pZq] b{ au. Was passiert im Keller ausgehend von (pg, u, X - -+ X,,)?

X1

X5 X5

Xg | M | Xg | 22 | Xy | o Mmoo
Bestimme uq,...,u,, mit u = u;---u,, gemifk dem Abbau von

Xq,..., X, im Keller und daraus die Zustiande py,...,pm = ¢

(pi—h Uy, XZ) l_QS[l (p27 g, 6)

Mit der Induktionsvoraussetzung gilt [p;—1 X;p;] F& wi. Wegen des
ersten Schrittes gilt

(p, a,Z, Xy - 'Xm,po) ceA= [qu] - G[Polel][p1X2p2] ce [pqumpm]

Nun gilt insgesamt:

pZq] = alpeXapi][p1Xopa] - -+ [Pm-1Xing]

F* aujug - Uy, = au

,,<=" Induktion tiber die Anzahl [ der Ableitungsschritte:

— Fiir [ = 1: Ein G-Schritt erfolgt mit Regel [pZq] — a € ¥ U {e}.
Dann folgt (p,a,Z,e,q) € A, hieraus folgt weiter (p,a,Z) gy
(q,¢,¢).

— Fiir [ + 1 betrachte [pZq] F4' au. Im ersten Schritt haben wir
[pZq] Fa alpoXip1] - - - [Pm-1Xmd] "lc au. Dann gilt: [p; 1 Xip;] Fél
u; mit © = uy -+ - - Uy, und p,, = q. Die Induktionsvoraussetzung lie-
fert: (pi—1, ui, Xi) F5 (pi, €, €). Der erste Schritt ergibt: (p, ¢, Z, X -
Xy Do), d.h. es ist

(p,au, Z) Fo (po,u, X1+ Xom) oy (01, U2 Uy Xo - Xp)
l_*Q[ <p27u3”'um7X3"'Xm)
l_;l (pm—17um7Xm) l_*Ql (q,€,6)
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Beispiel:
e Sei folgender PDA gegeben:

A= ({Q(M q1}7 {07 1}7 {Xa ZO}) qo, Z07 Aa @)
mit folgenden Transitionen (mit Nummern versehen)
A = {(Q(b 07 ZO; XZOa QO)(1)7 (q07 07 X7 XXa qU)(2)7 (QO; 17 X7 &, 91)(3)
(q17 17 X? &, Q1)(4)7 (Q17 &, Z07 &€, QI)(5)}

Die Sprache, die 2 erkennt, ist {0"1" | N5o}. Die zugehorige Grammatik
G = (V,%, P,S) ergibt sich mit ¥ = {0, 1},
Vo= {S7 {QOXQO]v [QOXQI]v [q1XQO]7 [Q1XQ1]7
= [90Z0q)], [90Zoq1], (01 Zoqo], @1 Zoq1] }

und folgenden Regeln (in Klammern jeweils die Nummer der Transition,
aus der sie entstehen):

S —  [90Zoq)|[a0Zoqi]
[90Z0q0) —  0[q0X q0)[q0Z040}|0[q0 X ¢1] a1 Zoqo) (1)
[w0Z0q1] — 0[qoX q0][90Z0q1]|0[q0 X q1][q1 Zoq1] (1)
(90X q] —  0[g0Xq0][q0X q0]|0]q0X q1][q1 X qo] (2)
[0 Xq1] — 0[goXqo]loXq1]|0[go X @1][n Xan][L (2),(3)
(1 Zoqo] keine Regel
[ Zoq)] — ¢ (5)
(1 X qo] keine Regel
[ Xq] — 1 (4)

Wir kénnen [g9Zoqo] weglassen, da die Regeln fiir die Variable nichts
eliminieren bzw. zu Variablen ohne weitere Regeln fiihren. Ebenso
[90X qo] und Regeln, die zu diesen Variablen fiihren - es bleibt folgendes
Regelwerk:
S = laZoq]

[0Zoq1] — Ol Xaq1][g1Zog:]

[@Xq] — OlgpXaq]laXaq]l

(1 Zoq] — ¢

[ Xq] — 1

Nun kann man beispielsweise ableiten:
OlgoX 1] F 01

S (90 Zou] F Olao X q1llqy Zoar] F 0011
[90Zo:] [0 X a1][01 Zogn] OO[quql][Cthh]'_{
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2.6 Deterministische kontextfreie Sprachen

SATZ: Wird L durch einen DPDA erkannt und ist R regulér, so wird auch
LN R durch einen DPDA erkannt.

Beweisidee: Konstruktion iiber par. Automaten (siche Ubung).
Sprechweise: L heilst deterministisch kontextfrei.

Wir wissen: Ly = {a'b' | i > 0} und Ly = {w$w” | w € £*} sind determini-
stisch kontextfrei, Lz = {wa ! w E E*} ist kontextfrei.

DEFINITION: w € X* heilst minimales L-Wort genau gann, wenn w € L
ist und kein echtes Préfix von w in L ist.

Operationen:
1. MIN(L) := {w € ¥* | w mininales L-Wort}
2. Komplement L = X*\ L

Beispiele:
e Fallse € L, so ist MIN(L) = {¢}.

o Fiir L = 1*2 ist MIN(L) = L.

LEMMA: Ist L deterministisch kontextfrei, so auch MIN(L).

Beweis: in der Ubung.

SATZ: Die Sprache L = {ww” | w € {a,b}*} ist nicht deterministisch
kontextfrei.

Beweis: (ausfiihrlich in der Ubung) Angenommen, L wire deterministisch
kontextfrei. Die Sprache R = (ab)™(ba)*(ab)*(ba)™ ist reguldr. Da L deter-
ministisch kontextfrei ist, ist auch MIN(L) deterministisch kontextfrei und
damit auch MIN(L) N R. Zeige nun, daf

Lo := MIN(L) N R = { (ab)(ba)’ (ab)? (ba)" | 0 < j < i}

Wende das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen auf Ly an, damit ist
MIN(L) N R nicht kontextfrei, Widerspruch!
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SATZ:

1. Die deterministisch kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter
Komplement.

2. Die deterministisch kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen
unter Durchschnitt und Vereinigung.
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3 Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit

Betrachte zunéchst Turingmaschinen:

Lese- und Schreibkopf

A Rechenband
= [ 1| lalo|blelelb] | |-

Inschrift

b blank
Arbeitsfeld (AF)

endl. Kontrolle

DEFINITION: Eine Turingmaschine (DTM) hat die Form 2 = (Q, %, T, o, 6,
mit

e endlicher Zustandsmenge (),

Eingabealphabet 3,

Arbeitsalphabet I' O X (mit o € '\ X)

Anfangszustand ¢o € Q

Endzustiande F' C Q)

(partielle) Ubergangsfunktion 6: (Q \ F) x I' — I' x {I,7} x Q, wobei
d(q,a) = (d',1/r,q") bedeutet, dak im Zustand ¢ mit Lesen von a auf
dem Arbeitsfeld ein o’ auf das Arbeitsfeld gedruckt wird, der Kopf um
eine Einheit nach [ oder r bewegt wird und der neue Zustand ¢’ ist.

DEFINITION: Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Wort aus
[*QT*, wobei uqv die Bandinschrift

.0 DbuvdbdD...

kodiert, ¢ der aktuelle Zustand ist und das Arbeitsfeld auf dem ersten
Buchstaben von v steht.
Fiir n = ngb und v = avq sei die Folgekonfiguration von nqu definiert durch
noq'ba’vy falls d(q,a) = (d,1,q)
noba'q'vg  falls d(q,a) = (d',r,q)

Fiir n = ¢ bzw. v = ¢ gilt dies mit ng =¢,b=5 bzw. v =cund a =0. K
heifst Stoppkonfiguration, falls keine Folgekonfiguration von K existiert.
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Notation:®
e K Fg K’ genau dann, wenn K’ Folgekonfiguration von K ist

o K Fj K'genaudann, wennn € N, K = Ky, K3, ..., K,, = K’ exisiteren

Beispiel: Sei A = ({QO7 qi, q2}7 {|}7 {|75}7 4o, 57 {q2}> mit fOlgendem o:

(g0, 1) = (I,7 )
5((]075) - (|>l7g1)
o)) = (L)
0(q,0) = (0,1,92)

Eine mogliche Konfigurationsfolge von 2 ist z.B.

756]0’“55 + 5|CI0||55 |—25|||q0b“
= Bllql[5b P qb|l] [
= baall|[b

Allgemein q,|™ F g2 "™

DEFINITION: Die von einer DTM 2l akzeptierte Sprache ist
L) ={we X | quwktjagffirq € Fund o, € T}

Beachte, dals g3 eine Stoppkonfiguration ist.

DEFINITION: Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) hat die
Form 2 = (Q, %, T, qo, 9, F'), wobei alles wie bei DTM definiert ist, nur die
Ubergangsfunktion ist definiert als 6: (Q\ F) xI' — P(I' x {l,r} x Q). Eine
NTM akzektiert ihre Eingabe, wenn es eine Folge von Konfigurationen gibt,
die in einen Endzustand lauft.

3.1 Varianten von Turingmaschinen
Moglich Varianten sind z.B.:

1. andere Definition der Ubergangsfunktion und andere Akzeptanzbedin-
gungen bei ,Stoppkonfiguration®, ,akzeptierte Stoppkonfiguration” (mit
erreichtem Zustand ¢ € F') oder akzeptierte Konfiguration

5 Klaus ist die nichsten zwei Wochen nicht da, das hat er wahrscheinlich nicht gesagt. ..
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2. ein nach links begrenztes Band
3. mehrere® Binder, mehrere Schreib- und Lesekdpfe

4. der Kopf kann auch stehenbleiben

3.1.1 Mehrband-Turingmaschine

DEFINITION: Eine k-Band NTM (mit & Béandern und einem Kopf pro
Band) hat die Form 2 = (Q, %, T, g0, A, F') mit

ACQxTFxTF x{l,n,r}* xQ

Eine Transition ¢(ay,...,ax)(a}, ..., a,)(dy, ..., d,)qd € A bedeutet Im Zu-
stand ¢ und a; auf dem Arbeitsfeld vom Band ¢ fiir alle i = 1, ..., k drucke
jeweils a’, bewege den Kopf nach d; (wobei n ,stehenbleiben bedeutet) und
gehe in den Zustand ¢’ iiber. Anfangskonfiguration ist gow mit w auf dem
ersten Band und alle anderen enthalten nur Blanks.

‘SATZ: Jede k-Band NTM kann durch eine 1-Band NTM simuliert Werden.\

Beweisidee Sei A = (Q, X, T, qo, A, F') eine k-Band NTM. Gesucht ist eine
1-Band NTM 21" und Kodierung von 2(-Konfigurationen so, daf zu jeder -
Transition eine Folge von 2I'-Transitionen existiert. 2" hat das Arbeitsalphabet
[V = (I'U {x})?* (das Band von 2" hat also 2k Spuren). Die Spuren 2i — 1
seien fiir die Inschriften auf den Béndern ¢ zustdndig, die Spuren 2: fiir die
Markierung der Kopfstellung von 2 auf den i-ten Béndern (dort steht dann
ein *):

a; Az |az| dq ... a; dp |asz (A4 ...
e s ;
b, by by by|bs|... | by by by by bs ...
o %

Der Kopf von 21" steht auf dem am weitesten links befindlichen x-Feld. Wie
simuliert man nun die 2-Transitionen?

1. gehe von links nach rechts bis zum letzten x-Feld

(a) zdhle die Anzahl der gefundenen

6 Ich kann das nicht schreiben. .. das sieht scheiffe aus so!“
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(b) speicher die ay,...,a; auf den Spuren 1,3,5,...,2k — 1
2. laufe von rechts nach links bis zum ersten x-Feld

(a) verwende den Spurzéhlen
(b) drucke a} auf die (2i — 1)-te Spur

(c) verschiebe x nach d; auf der 2i-ten Spur
3. gehe in den Zustand ¢’ iiber

Da sich alles auch auf deterministisch realisieren léft, gilt der folgende Satz:

’SATZ: Jede k-Band DTM kann durch eine 1-Band DTM simuliert Werden.‘

’SATZ: Wenn L von einer NTM erkannt wird, dann auch von einer DTM. ‘

Beweisidee: Sei L = L(2) fiir eine NTM 2. Gesucht ist eine DTM B mit
L = L(%B). B hat alle moglichen Konfigurationsfolgen von 2l zu erzeugen und
bei Auffinden einer akzeptierten Konfiguration mit ¢ € F' zu akzeptieren. Sei
r = max{|0(q,a)| | (¢,a) € (Q\ F) xT')} (d.h. r beschreibt die maximale
Anzahl von Transitionen (g, a,-,-,)). Fir jedes Paar (q,a) beschreibt i €
{1,...,r} die Auswahl der Transition. Also sind alle Konfigurationsfolgen
Ko Fo ... Fo K, mit Ky = gow eindeutig reprasentierbar durch Worter
{1,...,7}* der Lénge n.

Wir konstruieren nun eine DTM ‘B mit drei Bandern, wobei die Bénder
zustéandig seien fir:

1. Band fiir die Eingabe
2. Band fir das Erzeugen aller Worter {1,...,7}*

3. Band fiir die Simulation einer 2A-Berechnung zu einem festen Wort auf
dem zweiten Band

Wenn wir in einen Endzustand laufen, so haben wir eine akzeptierende Konfi-
gurationsfolge (kodiert auf dem zweiten Band) gefunden.
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3.1.2 Linear beschrankte Automaten

DEFINITION: Ein linear beschrinkter Automat (LBA) ist von der Form
A=(Q,%,T,6,q,¢,93, F), wobei Q, X, T, qo, F' wie fiir NTM definiert sind, ¢
und §$ spezielle Symbole aus I'' \ ¥ sind (die linke und rechte Endmarkierung)
und der Automat keine Bewegungen links von ¢ und rechts von $ macht
noch schreibt er ein anderes Symbol tiber ¢und $.

Weiter ist folgendes die von 2 akzeptierte Sprache:

L) ={weX*| qtwS 5 agBmitq e F,a,3 €T}

SATZ:

1. Die von allgemeinen Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind
genau die Typ-0-Sprachen.

2. Die von LBAs akzeptierten Sprachen sind genau die kontextsensitiven
Sprachen.

Beweis:

1. Wir zeigen: NTM-Sprachen = Typ-0-Sprachen

»,C¢ Sei A eine DTM mit A = (Q, %, T, qo,0, F). Sei G = (V, 3, P, S)

mit
V={SAB,E}UQU((2U{b}) xI)

Die Ableitung soll in drei Phasen geschehen (hier eine Beispiel-
Ableitung: zunéchst eine ,,Kopie“ des Wortes erstellen, dann fiir
jede A-Konfiguration by ---b,11qb,12 - - - b,y eine entsprechende
Ableitung erzeugen und zuletzt ein reines Wort ableiten, falls man
eine akzeptierte Konfiguration mit ¢ € F' erreicht hat):

S 5,6 qlar, a1 - - - [an, an][B, 5]’ (1)
H* [bvb]k[alv bl] T [anv bn] [67 bn+1]Q[67 bn+2] e [67 anrl} (2)
o oay, ... a, (3)

Regeln fiir die einzelnen Phasen:

(1) Regeln fiir das Erzeugen eines Wortes und seiner Kopie:

S — BqOA
A — [a,a]A|IB VYaeXx
B — [b,b]Ble
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(2) Fiir a1,a2 € XU {b} und by, by € I":

plai,bi] — a1, bilq fiir 6(p, b1) = (b}, 7, q)
[&1761]]9[@2,52] - C][al,bl][@%b,ﬂ fiir (5(197 b2) = (b/2>l,Q)

(3) Fiir (¢,b) € F x I' verwende Regeln

qla,b] — FEaE VYaeXx
qv,b] — E

Fiir a € ¥ und b € I" erstelle Regeln

Ela,b] — aF
[a,b)| E — FEa
Epb,b] — E
65| E — E

E — ¢

,2° Sei nun G eine Grammatik vom Typ 0, wir konstruieren eine
2-Band NTM 2 so, daf L(G) = L() ist.

(a) Schreibe S (erste Satzform) auf das zweite Band. Simulation
eines Ableitungsschritees (zweiter Kopf auf dem Anfang der
Satzform ~)

(b) Wahle nichtdeterministisch eine Position i in v (i < |y])

(c) Wahle nichtdeterministisch eine Regel o — 3

(d) Falls « ein Teilwort von 7 beginnend bei der Position i ist,
ersetze « durch [ (mit Verschiebung des Wortes rechts von i
um |3| — |a| nach rechts (bzw. links falls negativ))

(e) Ist die neue Satzform 7' = w, dann gehe in eine akzeptierte
Stoppkonfiguration. Falls nicht, gehe zum Schritt (b).”

7 Ich lass’ Euch in Ruhe abschreiben, dabei wisch’ ich schon mall*
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3.2 Berechenbarkeit

DEFINITION: Sei eine (partielle) Funktion f: (¥*)® --» ¥* und eine DTM
2 gegeben. Wir sagen, 2 berechnet f, falls gilt:

o fiir alle (wy,...,w,) € Def(f) gilt:
GQow1bwab .. . bw, Fy qf (wy, ..., w,)
mit ¢ € F

o fiir alle (wyq,...,w,) ¢ Def(f) wird von gouw bwsb ...bw, aus keine
Stoppkonfiguration erreicht.

f heillt Turing-berechenbar, falls eine Turingmaschine existiert, die f berech-
net.

Bemerkungen:

e Eine Turingmaschine 2 mit m Béndern schreibt die Ausgabe auf das
erste Band.

e Setze zur Vereinfachung voraus, daf die Turingmaschine auch stehen
bleiben darf.

’LEMMA: Jede sequentielle Funktion f : ¥* — ¥* ist Turing-berechenbar. ‘

Beweis: Sei eine sequentielle Maschine 20 = (Q, %, %, qo, 0, A) gegeben mit
0: Q xX—Q, \: Q xX — X. Definiert waren

QXY —Q mit 0%(q,¢) =qundd*(q,wa) = §(6"(q,w), q)
AT QXX =Y mit A(ge) =¢eund\(q, wa) = \*(q, w)A\(6"(q,w), q)
Sei also f = fo: ¥* — ¥* mit w — 7*(qo, w). Die Turingmaschine B arbeitet

wie 2, iiberdruckt die Eingabebuchstaben durch Ausgabebuchstaben und
geht an den Anfang des Ausgabewortes zuriick.

ds(q,a) = (d,r,q) YV (q,a) = ¢ und A(g,a) = d
5%((]76) = (b7l7Ql) \V/QE Q

on(q,a) = (a,l,q) VaeX

6%(th) = (57707 qS)

mit Qs = QU {q, ¢} und F = {q,}.
Beispiel: Die Funktion

| falls n ist Primzahl
€ sonst

Fo Ay = () mit [* o {
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Als Ubung, verwende dazu eine 3-Band-Turingmaschine, das erste Band ent-
hilt |* (die Eingabe), das zweite Band enthilt einen Zihler |, der von |? bis
|"~1 1duft, und das dritte Band testet, ob n durch i teilbar ist.

DEFINITION: Eine Funktion f: (3*)" — X* heift im intuitiven Sinn bere-
chenbar, wenn es einen Algorithmus (entweder umgangssprachlich oder
in Programmiersprache formuliert) gibt, der f berechnet, d.h. fiir alle

(wr,...,wy,) € Def(f) jeweils f(wy,...,w,) liefert und sonst nicht termi-
niert.

Eine bekannte Vermutung von 1936 ist die sogenannte Churchsche These:
Eine Funktion f ist genau dann in intuitivem Sinne berechenbar, wenn sie
Turing-berechenbar ist. Wenn wir f: N¥ — N durch eine Funktion

£ (F)F = {3 mit f( ) = )

identifizierenm so konnen wir auch partielle Funktionen f: N¥ — N auf
Berechenbarkeit untersuchen.
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4 Die Programmiersprache WHILE

4.1 WHILE, LOOP, und GOTO-Programme
4.1.1 WHILE und LOOP

Verwende im Folgenden

- — >
n_.m:max{n—m,o}z{n m falls n—m>0

0 sonst
Sei¥ ={a,...,2,X,0,...,9,+, =:,=,;,>}. Dann kann ein WHILE-Programm
sein:
(Programm) == (Wertzuweisung) |
(Programm) ; (Programm) |
loop (Variable) begin (Programm) end|
(%) while (Variable) > 0 do begin (Programm) end
(Wertzuweisung) ::== (Variable) := (Variable) + 1|
(Variable) := (Variable) -~ 1|
(Variable) := 0|
(Variable) := (Variable) + (Variable) |
(Variable) := (Variable) = (Variable) |
(Variable) := (Variable)
(Variable) == X (positiveZahl)
(positiveZahl) ::== (positiveZiffer) | (positiveZahl) (Ziffer)
(positiveZiffer) === 1|2|3|...]9
(Ziffer) == 0] (positiveZiffer)

Haben wir ein WHILE-Programm ohne Anwendung der Regel (%), so nennen
wir es auch LOOP-Programm.

4.1.2 Semantik

Ein Programm transformiert einen Vektor (ni,ns,...) von Werten der Va-
riablen X, Xo, ... in einen neuen Vektor oder liefert bei Nicht-Termination
keinen Vektor zuriick. Der Zustandsraum ist also die Menge NN+ der Folgen
(n1,ng,...) in N.

Vorbereitung: Fir (ny,n,...) sei pr;(ny,ng,...) = n; die i-te Projekti-
on. Fiir f: A --» A sei f*: A --» A definiert durch f° = idy, f' = f,
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und f"(a) = f(f"(a)). Man beachte: Ist f"(a) = L (undefiniert), so ist
f"*(a) = L fiir alle s € N.®

DEFINITION: Zu jedem P € WHILE wird die Semantische Funktion [P]: NN+
N+ (induktiv iiber den Aufbau von P) wie folgt definiert:

1. Ist P eine Wertzuweisung, so moge gelten:

P [P](nl,ng,...)
XZ:X]+1 (nl,...,ni,l,nj—I—l,niﬂ,...)
XZ:Xj =1 (nl,...,ni,l,nj —'1,ni+1,...)
Xi1=0 (nl,...,ni_l,O,niH,...)

2. Ist P = Py; Py, so sei [P] = [Py] o [P].
3. Ist P = loop Xi begin Py end, so sei [P](nq,na,...) = [Po]"(n1,na, . . .

4. Ist P =while X7 > 0 do begin P, end, so sei

[P](?’Ll,ng, .. )

[P]"  fir n minimal mit pr,([P]"(n1, ng,...)) =
1 falls kein solches n existiert

Das Programm arbeitet wie folgt:

e Zunichst legt man die Eingabe (ein n-Tupel®) in die Variablen X1, ..., X,

e dann lauft das Programm (bzw. die semantische Funktion [P]),

e die Ausgabe ist der Wert von Xj.

DEFINITION: Fiir jedes WHILE-Programm P und k > 0 wird die durch P
berechnete k-stellige Funktion fl(gk): NF --s N mit

(ny,...,mg) — (pry o[P]o in(k))(nl, cee M)

mit in® : N* — NN+ wobei (n4,...,n%) — (n4,...,n,0,...).

DEFINITION: Eine Funktion f : N* --» N ist LOOP- (bzw. WHILE-)berechenb
falls ein LOOP- (bzw. WHILE-)Programm P existiert mit f = fl(gk).

AT,

8 Das ist so scheifie, das diese Tafel immer so schnell voll ist!*
9 Tubel®
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Bemerkung: Man beachte, dafs sich Konstruktionen wie if ...then ...else
simulieren lassen: Das Programm if X; > 0 then begin P; end else begin P, end
laft sich simulieren als:

Yi=1,
Yy =1
Yo=Yy = X
Yi=Y) =Yy

loop Y; begin P, end;
loop Y5 begin P, end;

LEMMA: Jede LOOP-berechenbare Funktion ist total (d.h. nicht partiell).

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Definitionen, da LOOP-Programme stets
terminieren.

Folgerung: Es gibt WHILE-berechenbare Funktionen, die nicht LOOP-berechenpar
sind.

Beweis: Wir miissen nur dank des obigen Lemmas eine partielle WHILE-
berechenbare Funktion angeben, etwa: Sei P

while X; > 0 do begin X; := X; + 1 end

LEMMA: Ist P ein LOOP-Programm mit m Variablen Xy,..., X,,, dann
existiert ein WHILE-Programm P ohne loop mit m’ > m Variablen und

[Pl(n1,...,nm,0,...) = [P](ng,...,nm,0,...)

Beweis: Per Induktion iiber den Aufbau der LOOP-Programme als Ubungs-
aufgabe.

Folgerung: Jede LOOP-berechenbare Funktion ist durch ein WHILE-Programm
ohne loop berechenbar.

66



4.1.3 GOTO

DEFINITION: GOTO-Programme (URM-Programme) haben die Form P :
1 a2 ag;...;m a,, mit oy, = stop und

Q; == X] = Xj—i—l
vV XjZ:Xj—l
V. if X; =0goto!l mitl e {1,...,m}

GOTO-Programme konnen semantisch durch Konfigurationen beschrieben wer-
den. Eine GOTO-Konfiguration hat die Form (1,11, ng,...) mit 1 <1 < m. Die
Folgekonfiguration (fiir I < m) ist
(l+l,nl,...,nj_l,njzl:1,nj+1,...) fiir Q; == Xj = Xj:tl
(I',ny,...) fir if X; =0goto! mitn; =0
(I+1,nq,...) fir if X;=0goto! mitn; #0

DEFINITION: P berechnet f: NF --s N, falls

e P von der Konfiguration (1,nq,...,n,0,...) die Stoppkonfigurati-
on (m,x,...) erreicht und x = f(nq,...,ng) ist, sofern f(ny,...,ng)
definiert ist

e P nicht anhilt, sofern f(nq,...,ny) nicht definiert ist.

Beispiel: Sei folgendes Programm gegeben:

1 if Xo =0goto b
X, =X;1+1
Xy =Xy —1
if X3 =0goto 1
stop

T = W N

Rechenablauf:

Zeile

b
>
(V)
w

—_

WWWNNNN— =
OOOb—‘D—‘)—‘H[\’)[\DMX

OOOOOOOOOOX

U W N - W N

w

Somit liefert das Programm X; := X; + Xo.
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4.2 Aquivalenz der Berechenbarkeit

Aquivalenzbeweis der Berechenbarkeit von WHILE-Programmen und Tu-
ringmaschinen durch Ringschluf

WHILE — ;) WHILE) —(9) GOTO — 3y TM — (4 WHILE

Wobei WHILE(-Programme WHILE-Programme mit Wertzuweisungen X; :=
X; £ 1 ohne LOOP sind.

SATZ: (1) Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch WHILEy-berechenbar.

Beweis: in der Ubung.

SATZ: (2) Jede WHILEy-berechenbare Funktion ist auch GOTO-berechenbar.

Beweis: Per Induktion iiber den Aufabau der WHILEy-Programme: Zu jedem
WHILEp-Programm P (mit m Veriablen) kann man ein GOTO-Programm P’
konstruieren.

e Induktionsanfang: Fiir P == X, := X, + 1 setze

P oo== 1X,=X,+1
2 stop
e Induktionsschritt:
— Fir P == P;; P, wihle nach Induktionsvoraussetzung P| und
Pj. Die Anzahl der Zeilen von P| sei [. Setze P’ ::== P] ohne

stop-Zeile gefolgt von P}, mit um (I — 1) erhohten Zeilennummern.

— Fir P == while X; > 0 do P, wihle P| geméf Induktionsvor-
aussetzung mit [ Zeilen. Setze nun (mit neuer Variable X, 1, die
immer 0 ist):

1  if X;=0gotol+2
P| ohne stop, um eins erhéhte Zeilennummern

l+1 if X,,11 =0goto 1
[+2 stop
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SATZ: (3) Jede GOTO-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Idee: simuliere P-Konfiguration (j,r1,...,7m,0,...) durch Turingmaschinen-
Konfiguration mit m Béndern (ein Band fiir jede Variable) und im Wesentli-
chen [ + 2 Zustande qo, q1, - .., q, ¢s- Zu P konstruiere Turingmaschine 2 mit
Blocken By, ..., B; von Transitionen:

e B iiberfiihrt Konfiguration g% ...|"" 5 der Eingabe in den Zustand
¢1 und die Zeichenfolgen |6 auf dem i-ten Band.

e Der Block B; fiir 1 < j < [ leistet das Folgende: Es simuliert die
Nachfolgekonfiguration

(7,71, o, 0,00) — (5, .oy 0,00
abhingig von der j-ten Zeile:

1. j-te Zeile == X, := X, + 1: Fiige einen Strich auf dem i-ten Band
ein und gehe in Zustand g;44

2. j-te Zeile == X, := X; — 1: Losche (falls moglich) einen Strich auf
dem ¢-ten Band und gehe in Zustand ¢;

3. j-te Zeile == X; := if X; = 0 goto k: Teste, ob das i-te Band
leer ist, wenn ja, dann gehe in Zustand ¢ iiber, andernfalls in den
Zustand ¢4 1.

e Der Block B; iiberfiihrt wieder die Konfiguration im Zustand ¢; mit
["t,...,|™ auf den m Béndern in den Zustand ¢, wobei |"* der Wert
von f ist (also auf dem ersten Band).

SATZ: (4) Jede Turing-berechenbare Funktion ist WHILE-Berechenbar.

Beweis: Sei 2 eine Turingmaschine mit @ = {qo, ..., qm}, ' = {ao, a1, ..., a1},
ap = b, a1 = |, ¥ = {|}, ¢ Startzustand, ¢,, Endzustand. Fiir alle i €
{0,...,m — 1} und fir alle j € {0,...,n — 1} sei 0.B.d.A. §(¢;, a;) definiert.
Eine Konfiguration K = a;, - - - a;,¢,aj, - - - aj, wird kodiert durch Zx = r,
Ly :i0+iq~n+...+ik-nk und Rx = jo + j1-n+ ...+ j - n'. wobei
Q0 ik jor st €40, n — 1},

Bemerkung: Die i, . .., i sind eindeutig durch L; gegeben (n-adische Zah-
lendarstellung). Beispiel: I' = {b,1},n = 2, K = |||b|qi7[b||b ergibt Zx = 17,
Lgk=14+448416=29, Rk =1+4+8=13.

Idee: Verwende ein WHILE-Programm mit drei Variablen X7, X5, X3. Das
WHILE-Programm besteht aus drei Blocken:
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1. Gegeben sind Eingabewerte nq, ..

g in X, ..

., Xj. Berechne zu einer

gegebenen 2A-Konfiguration Ky = ¢o|™ 6|0 - - - b|™b die Werte X; :=
Zry, Xo = Lg, und X3 := Ry, durch das folgende Programm:

2. Simulation der Turingmaschinen-Schritte, Beispiel: Bei I' = {ay, .

X1 1= 05

X2 =05

loop X7 begin
Xpgo 1= Xppo + e+
X1 = X1 +1

end

X1 = X1 +1

loop X2 begin
Xpgo = Xpyo +nSr+1
Xgy1 = Xgp1 +1

end

X1 = X1 +1

loop X begin
Xhto = Xpyo + 0¥kl
Xk+1 = Xk+1 + 1

end

X1 :=0;
X2 :=0;
X3 1= Xpq2;
Xy :=0;

Schleife lauft
n1 mal

Schleife lduft
ng mal

Schleife lauft

ng mal

..,ag}:

{0,...,9} ist K = 1085¢177702 (mit 6(q17,7) = (6,1, q15) angewandst:
K’ = 108¢1556702), es ergeben sich:

Rx=T7+7-10+0-10>+2-10° = 2077

Methode:

2077 =5 2070 =5 2076 2% 20760 <2 20765

Allgemein passiert bei einem Linksschritt §(g;, a;) = (a;, [, ¢;) folgendes

als Block B(i,7):

X3 = X3 - Nj;

X3 = X3 + (X2 mod n)
Xo = Xo divn; Xy :=1;

Bei einem Rechtsschritt §(g;, a;) = (ajr,r, ¢v) geschieht folgendes als

Block B(i,j),:

X3 := X3 divn;

Xo =Xy n; Xy = X0+ 7

gl
X1 =1,
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Insgesamt simuliert man die Auswahl dieser Blécke B(4, j),, duch eine
grofse WHILE-Schleife:

while X1 < mdo
begin {Liste von Anw. fiir jede mogl. Transition}

{tir 6(qi, a;) = (a0, 1, q;)}
if X; =i and (X3 mod n = j) then
begin B(,7);/r end
end
end

3. Dekodierung der rechten Bandinschrift (Wort in ¥* = {|}*) durch
zugehorige Zahl und Speicherung in X;

X1 = 07
loop X3 begin
if X3 mod n =1 then
X =X1+1;
X3 := X3 div n;
end;

Beispiel: Konfiguration: ¢,,||[b — Rx =1+ n +n? =: X3, dann ist

n4+n+lmodn = 1=X,=1
n“+n+1ldivn = n+1
n+lmodn = 1=X;=2
n+1ldivn = 1
lmodn = 1=X,=3
ldivn = 0= X3=0

Beachte:

e Die Werte sind durch 37_ jin’ kodiert (wobei j; € {0,1}) und werden
durch mod n extrahiert.

e n ist eine Konstante, die wir z.B. durch (n+ 1) Befehle erzeugen koénnen:

X4I:O;

Xy =X+ 1,

cels n mal
X43:X4+]_;
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SATZ: (Normalformensatz) Jede WHILE- oder GOTO-berechenbare Funktion
f: N¥ ——» N ist durch ein WHILE-Programm mit nur

1. einer while-Anweisung,

2. hochstens den Variablen X7, ..., X, und hochstens fiinf Hilfsvariablen
berechenbar.

Beachte: Die while-Anweisung konnen wir nicht eliminieren.

Frage: Kann man die while-Anweisung bei der Berechnung von totalen Funk-
tionen eliminieren? Antwort: Nein, siche spater die Ackermann-Funktion.

4.3 rekursive Funktionen

4.3.1 Grundfunktionen, Komposition

DEFINITION: Grundfunktionen sind

e die Nachfolgerfunktion N: N — N mit N(z) =z + 1
e die nullstellige Konstanten-Funktion c(()o) mit Wert 0

e die einstellige Konstanten-Funktion c(()l) : N — N mit c(()l)(x) =0

e die Projektionsfunktion pgn) : N* — N mit pgn)(:cl, 09888 0 o oy b)) = B
firallei=1,...,n
Bemerkung:

1. die Identitét laft sich darstellen als idy = pgl)

2. jede Grundfunktion ist total und LOOP-berechenbar

DEFINITION: Sei g: N — N, hy: N* --» N, ..., h,,: N* --» N. Die
Funktion f entsteht aus g, hq,...,h,, durch Komposition, falls

f(x)=g(hi(x),...,hp(z)) V2 eN"

Beachte: Ist eine der Funktionen h;(x) = L oder g(hy(z),..., hy(z)) = L,
so ist auch f(x) = L.

Bemerkung:
c§°) = N(cg))) Wert 1 ohne Argument
AV = N(c(()l)) Wert 1 mit einem Argument: ¢{"(z) = 1
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Schreibweise: f = go (hy,...,hy,) oder f = Komp(g, h1,...,hy).
Beispiele:
f@) = wz(x+1) = [f=Komp(,idy,N)
flx) = a3 = f = Komp(-,idy, Komp(-, idy, idy))
flay) = w(ty) = f=Komp(.p” +)
LEMMA:
1. sind g, hq, ..., hy, total, so auch Komp(g, by, ..., hy)
2. sind g, hy, . . ., hy, LOOP- oder WHILE-berechenbar, so auch Komp(g, Ay, . {.
Beweis:

2. Gegeben seien Programme Fj, ..
male Anzahl von Variablen in F, ..

., Py, fiir g, hq, ..

folgende Programm berechnet f:

4.3.2 primitive Rekursion

KXix 41 = X1

o
Xix4n = Xn;
Py

Kprnt1 = X1
X1 = Xk"+1;

st

Xn = Xk:"+n;
Xn+1 =0
C

Xpe
Pa;
Xixynt2 = X1;

= 0;

Pry;
Xk*+n+m. = Xl;
X1 = Xg*ynt1;

st

KXm = Xk'*+n+m§
Xm+1 =0

s

P
Po;

= 0;

., Py, und k* = max{m,n, k}.

.y hp. Sei k die maxi-

Das

DEFINITION: Sei g: N® -——» N, h: N**2 5 N. Dann entsteht f: N+
N aus g und h durch primitive Rekursion, falls

1. f(z,0) = g(x) fir alle z € N”

2. f(x,y+1)=h(z,y, f(x,y)) fir alle x € N*,y € N
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Schreibweise: f = PR(g, h).

Bemerkung: Die Definition oben induziert ein induktives oder rekursives
Berechnungsverfahren fiir f(x,y): berechne nacheinander f(z,0), f(z,1), ...,

f(z,y).
Beispiele:
1. Summe: Es ist f(z,0) = 2 = g(z) = p{"(2), und f(z,y +1) = z +

(y+1)=(x+y)+1=h(x,y,z+vy), also ist h(z,y,t) = N(t), also
h=N opég). Damit ergibt sich:

+=PR(p{", Nop{?)

2. Produkt: Esist f(z,0) =2z-0=0= c(()l)(x) und f(z,y+1) =z(y+1) =
2y -+ = h(z,y, 2y), also h(z,y,t) = t +z, d.h. h = Komp(+,pi”, pi?).
D.h. insgesamt:

— PR(c", Komp(+, p*, p{))

3. Fakultat: f(0) = 0! =1, d.h. f ist einstellig und damit g nullstellig, also

cgo). Weiter ist f(y+1) = yl(y+1) = h(y,y!), also ist h(y,t) = t(y+ 1),

dementsprechend A = Komp(-, pr§2), N opgz)) also:

= PR(cﬁO), Komp(-,péz), N Opgz)))

LEMMA:
1. sind g, h total, so auch PR(g, h)

2. sind g, h LOOP- oder WHILE-berechenbar, so auch PR(g, h)

Beweis:

2. Seien P, und P, LOOP- oder WHILE-Programme, die die n-stellige Funk-
tion g und die n + 2-stellige Funktion h berechnen. Sei k die maximale
Anzahl von Variablen in P, P, und k* := max{k,n + 2}. Folgendes
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Programm berechnet f (n + 1-stellig):
KXiry1 1= X135

cos
KXir4nt1 = Xnt1;
Xn+1:=0;

Py;

Xi*4nt2 :=0;

loop Xy+yn41 begin

Xnyo = Xu; //Wert von Py, P},
X1 = Xgx 11
Xn = Xk*+n§
Xng1 = Xpxgniyo; //Wert von y
KXn+3:=0;
X+ :=0;
Pp;
Xirgnt2 = Xprgny2 +1
end;

DEFINITION: Eine Funktion f: N¥ —-» N heifit primitiv rekursiv (p.r.),
falls f entweder eine Grundfunktion ist oder aus diesen in endlich vielen
Schritten durch Komposition und primitive Rekursion erzeugbar ist.

SATZ:
1. Jede primitiv rekursive Funktion ist total.

2. Jede primitiv rekursive Funktion ist LOOP-berechenbar.

Beweis: Folgt aus obigen Lemmata per Induktion {iber den Aufbau der
Funktion.

Beispiel: Wir definieren die Funktion

c;,nﬂ): N"*t — N mit c,(cnﬂ)(xl, ceyTpa1) =k
Diese wird gebildet durch
c,(:)(x) = No...(kmal)oNo c((]l)(x)
c,(fnﬂ)(xl, e T, 0) = G, Ty)
C,E;Ml)(:vl, T,y + 1) = Pégz)(xl, e T, Y, c,g"H)(:cl, )
" = PR, PY)
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Bemerkung: Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursiv:

fle,y) = ¥
fle,y) =
y mal
: 0 falls z=0
/(@) _S%M@—{lmm x>0

f(z) = San— 1 falls =0
Y= SIBNT N 0 falls x#0

Beispiel: Die folgende Funktion ist primitiv rekursiv:

T4y
: . r+y+1
: N* — N mit => =
c — N mit ¢(z, y) i:02+x ( 5 )—I—x

Bewezs:

2

oyt 2 +y+1
c(r,y+1) = (x g )+x:(x g

= (z,y)+r+y+1=h(z,y c(z,y))

o(2,0) — CHJ)+$ZQ%;E+w:g@)

)+x+y+1+x

Damit sind h(x,y,t) =z +y+t+ 1 und g wie oben primitiv rekursiv und es
ist c = PR(g, h). Folgende Werte ergeben sich:

0o 1 2 3 4
00 2 5 9 14
111 4 8 13
213 7 12
316 11
4110

LEMMA:
1. Die Funktion c: N> — N ist bijektiv.

2. Die folgenden Umkehrfunktionen sind primitiv rekursiv:

e:N—=N mit e(c(z,y)) ==z
FiNoN mit fle(y) =y
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Beweisidee:

2. (a) Definiere ¢(n) = max{x <n| p(x) =0}. Falls das Maximum
nicht existiert, definieren wir ¢(n) = 0. Zeige: Ist p primitiv rekur-
siv, so auch gq.

(b) Betrachte b: N> — N mit b(z,n) = 0 genau dann, wenn ein y < n
existiert mit a(x,y) = n; und b(x,n) = 1, falls kein solches y
existiert. Zeige: Ist a primitiv rekursiv, so auch b.

(c) Es ergibt sich:

e(n) =max{z <n| Jy<n:c(r,y) =n}

Bemerkung: Die Kodierung von zwei Zahlen z,y in eine Zahl n kénnen wir
verallgemeinern:

<n17 s 7nk> = C(nla C(n% ce 7C(nk7 O)))
Fiir diese Standard-k-Tupel- Funktion gilt:
1. sie ist primitiv rekursiv und bijektiv

2. prgk) o (-)71 ist primitiv rekursiv fir 1 < j <k

SATZ: Eine Funktion f ist primitiv rekursiv genau dann, wenn f LOOP-
berechenbar ist.

Beweis:
,=" bereits gezeigt

<" Sei f: N¥ — N LOOP-berechenbar. Dann existiert ein LOOP-Programm
P, das f mit m > k Variablen berechnet.

Zeige: Es gibt eine primitiv rekursive Funktion gp: N — N mit der
folgenden Eigenschaft (x)

gr({ay, ... an)) = (by,...,by) falls [Pl(ai,...,an) = (b1,...,bm)

Dann folgt:
f(ala SR 7ak> = prgm) o <'>_1 ng<<a1, B 7ak707 . 70>)

Zeige nun (x) per Induktion tiber den Aufbau der LOOP-Programme.
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e Falls P die Gestalt X; := X; £1 hat, so folgt:

gr(a) = (" o () (@),..p " 0 ()T (@) £ L, Pl 0 ()7 (@)

~
i-te Stelle

e Falls P die Gestalt Pi; P, hat, so gilt: gp(a) = gp,(gp,(a)) Dies ist
die Komposition von primitiv rekursiven Funktionen gp,, gp, nach
Induktionsvoraussetzung.

e [st P == loop X; do () end, so definieren wir durch primitive Rekursion
eine zweistellige Funktion A:

h(a,0) = a
h(a,n+1) = gg(h(a,n))

Dabei gibt h(a, m) den Zustand der Programmvariablen a = (ay, ..., a;)
nach n Aufrufen von ) wieder. Damit ergibt sich die folgende primitiv
rekursive Funktion:

gr(a) = ha,p{"™ o ()7 (a))

4.3.3 u~Rekursion

DEFINITION: Sei g: N**! ——» N gegeben. Die Funktion f: N* --» N
entsteht durch unbeschrankte Minimalisierung (oder Anwendung des ji-
Operators), falls:

f(z) ist das kleinste y mit g(z,y) = 0 und fiir alle z < y ist g(z, 2)
definiert und ungleich 0, falls ein solches y existiert, andernfalls f(z) =
1.

Bemerkung: f(z) = L genau dann, wenn kein y existiert mit g(z,y) = 0
oder vor dem ersten y mit g(z,y) = 0 ein z < y existiert mit g(z,z) = L.

Schreibweise: f(z) = py g(x,y) = 0 oder f = u-OP(g). Beispiele:

1. Sei g(z,y) = |r —y|. Dann ergibt sich fiir f(z) = py |vr —y| = 0 die
Funktion f(z) = .

2. Sei g(z,y) = x + y. Dann ergibt sich fir f(z) = pyx +y = 0 die

Funktion
0 falls z=0

f(x):{ 1 falls >0
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Bemerkung: Der u-Operator fithrt aus dem Bereich der totalen Funktionen
heraus.

LEMMA: Falls g WHILE-berechenbar ist, so auch u-OP(g).

Beweis: Sei P, ein WHILE-Programm, das g: N*** ——» N mit m > n + 1
Variablen berechnet. Idee: Die Variablen nehmen nacheinander folgende
Werte an:

X1 X, X o X X oo Xon Xonanaa
aq eer Qy 0 .. 0 aq an 0
g(a,0) ... .. . L a ... ap 1
aq eee Qy, 1 .. 0 aq an 1
gla,1) .. .. o . ar ... ay 2
aq eee Qyp 2 .. 0 aq an, 2
g(a,2) ... .. . L a ... ap 3
Programm fiir f:
KXt = Xy;
Xoan = Xu;
Xmgnt1 == 0;
Py;

while X; > 0 do begin
Xm+n—1 = Xm+n—1 +1;

X1 = X1
Xn = Amtn,
Xn+1 = Xm—l—n—l—l;
Xn+2 =0
celd
X, =0
Py;
end;
X = Xm+n+1

DEFINITION: Eine Funktion f heifst p-rekursiv, falls f entweder eine Grund-
funktion ist oder aus diesen in endlich vielen Schritten durch Komposition,
primitive Rekursion und unbeschréankter Minimalisierung erzeugbar ist.

SATZ: Eine Funktion f ist p-rekursiv genau dann, wenn f WHILE-berechenbar
ist.

Beweis:
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,=" per Induktion iiber den Aufbau der p-rekursiven Funktionen und mit
Lemmata

»<=" Es fehlt noch: P == while X; > 0 do begin () end, definiere h(a,n)
wie vorher mit @ = (aq, ..., a,). Dann setzen wir

gp(a) = h(a, f(a)) mit f(a) = py pri"™ o ()" h(a,y) =0

Dabei gibt f(a) gerade die minimale Wiederholungszahl des Programms
@ an, so dafs X; den Wert 0 hat.

4.3.4 die Ackermann-Funktion
DEFINITION: Die Ackermann-Funktion av: N x N — N ist definiert durch

1) a(0,y) =y +1
(2)
(3)

(2,0) =a(z—1,1) fir z > 0

Q

Q

(2,y) = a(r — 1,a(z,y — 1)) fir z,y >0

Beispiele:
e a(1,0) =«(0,1) =2
e a(1,1) = a(0,(1,0)) = a(0,2) = 3

e a(1,2) =a(0,a(1,1)) = a(0,3) =4

LEMMA: Fiir alle z,y erhélt man nach endlich vielen Anwendungen von
(1), (2) und (3) eine Zahl fiir a(z,y).

Beweis: per Induktion nach x:
e Induktionsanfang 1: fiir z = 0 nach Regel (1)
e Induktionsvoraussetzung 1: fiir alle y sei a(n,y) definiert

e Induktionsschritt 1: fiir x = n+1: Zeige per Induktion nach y: a(n+1,y)
ist definiert

— Induktionsanfang 2: fiir y = 0 ist a(n + 1,0) = a(n, 1) und somit
nach erster Induktionsvoraussetzung definiert

— Induktionsvoraussetzung 2: fiir alle y < m sei a(n + 1,y) definiert.
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— Induktionsschritt 2: fir y = m+1ist a(n+1,m+1) = a(n,a(n+
1,m)), dabei ist k := a(n + 1, m) definiert nach Induktionsvoraus-

setzung 2, weiter ist «(n, k) definiert nach Induktionsvoraussetzung
1.

Bemerkung: Es gilt:
e a(0,y) =y+1>y
e a(lyy=y+2>y+1
o o(2,y) =2y + 3 > 2y wegen
a2,y) = a(l,a2,y—1)=a2,y—1)+2=a(2,y—2)+4
= ...=a(2,0)+ 2y =a(l,1)+2y =2y +3
e a(3,y) > 2Y wegen

a3,y) = a2,a(3,y—1)) > a(2,2¢1) >2.2v71 =2V
—_——

>2y—1

LEMMA: Es gilt folgendes:

Beweis:
1. per Induktion nach x:

e Induktionsanfang 1: fiir x = 0 ist «(0,y) =y + 1>y
e Induktionsvoraussetzung 1: fiir alle x < n fiir alle y sei a(n,y) >y
e Induktionsschritt 1: fiir x = n + 1: per Induktion nach y:
— Induktionsanfang 2: fiir y = 0 ist a(n+1,0) = a(n,1) >1 >0
— Induktionsvoraussetzung 2: fiir alle y < m sei a(n+1,y) >y
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— Induktionsschritt 2: fir y = m + 1 ist a(n +1,m + 1) =
a(n,a(n+1,m)) > a(n+1,m) nach Induktionsvoraussetzung
2 und weiter ist a(n+1,m) > m nach Induktionsvoraussetzung
1, damit ist a(n+1,m+1) >m+1 (da a: Nx N — N)

2. Fallunterscheidung;:

o firz=0ist (0, y+1)=y+2>y+1=0a(0,y)

e fiir z > 0 folgt aus Teil 1: Beachte a(z — 1,7) > ¢ mit § = a(z,y)
fir alle z > 0, also ist a(z,y + 1) = a(z — 1, a(z,y)) > a(x,y)

3.-5. siehe evtl. Ubung

| SATZ: Die Ackermann-Funktion o ist nicht LOOP-berechenbar. |

Notation: Zu einem LOOP-Programm P mit m Variablen a = (ay,...,an)
gibt die semantische Funktion [P](ay,...,ay) = (b1,...,by,) =: b. Definiere
Funktionen

max(b) :=max{b; | i =1,...,m} und fp(a) := max([P](ay,...,an))

LEMMA: Fiir jedes LOOP-Programm P mit m Variablen gibt es eine Kon-
stante k, € N mit

fr(a) < a(kp,max(a)) VYa=(a,...,an)

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau der LOOP-Programme:

o Induktionsanfang: fiir Wertzuweisungen X; := X; £ 1 gilt
a; £1 < max(a) + 1 < 2max(a) + 1

Damit folgt

fp(a)

mit Lemma 1:

max([P](a1,...,an)) < 2max(a) + 1
a(0,2max(a) + 1)
a(1, 2max(a))

(3, max(a))

mit Lemma 3:

ININ A

mit Lemma 5:

Wiéhle also kp = 3.

e Induktionsschritt:
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— fiir P == Py; P, wende die Induktionsvoraussetzung an und erhalte
ki1 und ke mit fp, < a(k;, max(a)). Setze k := max{ky, ko} und

kp := k + 2. Dann ist

fra) = max([P]([P](a)))
fr.([Pi](a))
IV: < a(ky, max([P](a)))
< a(ks, fp,(a))
IV und Lemma 2: < «(ks, a(ky, max(a)))
Lemma 4,2: < «(ks,a(k+ 1, max(a)))
Lemma 4: < o«(k,a(k+ 1,max(a)))
Regel (3): = a(k+1,max(a)+1)
Lemma 3: < «a(k+ 2, max(a))
— fiir P == loop X, do begin P, end; wende die Induktionsvoraus-

setzung auf P, an und erhalte k. Setze kp := ki + 3.

Zeige die Aussage (x)
1, max(a) + y).

Beweis per Induktion nach y:

: Fiir alle y > 0 ist max[P]Y(a) < a(k; +

x Induktionsanfang: fiir y = 0 ist

max|[P;]°(a)

= M(a) < a(k‘l + L%(G))

* Induktionsschritt y ~~ y + 1:

max|[P;]"*(a)
IV fir P;:
IV fir y:
Regel (3):

Aus (x) folgt:

TANAN

ININ A

max[P|([P1]Y(a))

k1, max[F]¥(a))

a(ky, a(k; + 1, max(a) +y))
a(k; + 1, max(a) +y +1)

max([P](a))
max([F1]" (a))

a(k, + 1, max(a) + a;)
a(ky + 1, 2max(a))
a(ky + 3, max(a))



‘SATZ: Die Ackermann-Funktion « ist nicht LOOP-berechenbar.

Beweis: Angenommen, « sei durch ein LOOP-Programm P berechnet mit
m Variablen X;,..., X,,. Wahle k, zu P geméf obigem Lemma. Dann gilt
jedoch:

(@, y,0,..)

< fp(z,y,0,...)

< o(kp,max((x,y,0,...)))
= «a(kp, max{z,y})

a(z,y)

Wiéhle nun x = y = kp und erhalte folgenden Widerspruch
Oé(k?p, ]{Zp) < Oé(kp, IIlaX{/{Zp, k?p}) = Oé(/{?p, ]fp)

Bemerkung: Die Ackermann-Funktion ist WHILE-berechenbar. Folgerung:
Es gibt totale, WHILE-berechenbare (d.h. p-rekursive) Funktionen, die nicht
LOOP-berechenbar (d.h. primitiv rekursiv) sind.

4.4 Halteproblem, Unentscheidbarkeit

DEFINITION: Es sei ¥ = {ay,...,a,}. Zu L C ¥* definiere y: ¥* — X*
durch die charakteristische Funktion von L:

) = a; falls welL
XKW = ¢ falls w ¢ L

Beispiel: Fiir L = {|" | n Primzahl} C {|}* ist x1 = forim-

DEFINITION: Eine Turingmaschine A entscheidet L, falls 2l die charak-
teristische Funktion x berechnet (d.h. 2 erreicht eine Stoppkonfiguration
gxi(w) fir alle w € ¥*). L ist Turing-entscheidbar, falls eine Turingmaschine
2 existiert, die L entscheidet.

DEFINITION: Eine Turingmaschine 2 akzeptiert L genau dann, wenn 2
fiir genau die Eingabeworter w € L eine Stoppkonfiguration erreicht. L ist
Turing-akzeptierbar, falls eine Turingmaschine 2 existiert, die L akzeptiert.

Bemerkung: Wenn L Turing-enscheidbar ist, ist sie Turing-akzeptierbar.'’

10 Was? Frage?“
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Beweis: 2 entscheide L. Konstruiere eine Turingmaschine B, die L akzeptiert,
wie folgt: Sei Qu = Qo U {¢ } und setze

Smlq.b) = | 0a(@d) falls da(g,) £ L
B (b,7,¢s0) falls Oo(q,b) = Lundb=1%

SATZ: Eine Sprache L ist Turing-entscheidbar genau dann, wenn L und
¥*\ L beide Turing-akzeptierbar sind.

Beweis:

,=" Aus der Entscheidbarkeit von L folgt mit der Bemerkung oben eine
Turingmaschine, die L akzeptiert. Nehme nun eine Maschine, die L
entscheidet und vertausche hierin die Ausgaben fiir ja (w € L) und nein
(w € L), mit der Bemerkung folgt aus dieser Entscheidbarkeit auch die
Akzeptierbarkeit.

»<=" Seien Ay, A5 die Turingmaschinen, die L bzw. ¥* \ L akzeptieren. Die
gesuchte Turingmaschine B kopiert zunédchst w auf ein zweites Band
und laft dann 2A; und A, abwechselnd jeweils einen Schritt machen
(auf Band 1 bzw. 2) bis 24; oder 20, anhélt. Dies geschieht nach endlich
vielen Schritten, da w € L oder w € ¥*\ L. Halt 2, an, so erzeugt ‘B
auf dem ersten Band aq, hélt 2, an, so erzeugt B auf dem ersten Band
nur €.

(formal in der Ubung)

4.4.1 Universelle Turingmaschine

Ziel: Es gibt unentscheidbare Probleme/Sprachen.

Sei ¥ = {a,b}. Zunéchst kodieren wir jede deterministische Turingmaschine
durch ein Wort iiber ¥: Zu 2 sei code() € ¥* wir folgt definiert: Sei
I'=Aay,...,ax} mit a1 = a, ay =b, Q = {q,...,q,} mit Anfangszustand ¢
und Endzustand g,,. Fiir jede 6-Regel 6(¢;, a;) = (a;7, /7, qr) sei

code(6(g;, aj)) = aibaba? b-—ba’ bb
aa

Alle diese zu 0 gehérenden Worter code(d(g;, a;)) schreiben wir in beliebiger
Reihenfolge hintereinaner und fiigen hinten noch ein b an:

code(2A) = code(dy)code(ds) - - - code(d,.)b

Bemerkung:
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1. In einem Wort code(2()w beginnt w nach dem ersten Block von drei b’s.

2. L ={code(2) | A DTM iiber X} ist Turing-entscheidbar.

DEFINITION: Definiere die universelle Sprache

Univ := {code(A)w | A DTM tber ¥, akzeptiert w € ¥*}

SATZ: Univ ist Turing-akzeptierbar. ‘

Beweis: Fiir Eingabe x € ¥*
1. Teste, ob = die Form code(2A)w hat. Falls nein, laufe in Endlosschleife.
2. Simuliere 2 (in code(2A) kodiert) auf Eingabe w:

(a) Ubersetze w gemif Kodierung von code(A):

code(A)azasa; — code(A)aabaabab

(b) Markierung des Arbeitsfeldes und des Zustands ¢;, z.B. durch
Wort ¢a’b an der entsprechenden Stelle: Anfangskonfiguration
code(A)¢abaabaabab (hierbei a' = qy).

(c) Schrittsimulation: Bei Konfiguration ...¢a'ba’b. .. suche die §-
Regel §(qi,a;) in code(2A) kodiert und fithre die Anderung der
Konfiguration durch

(d) Bei Endzustand akzeptiere x, sonst keine Termination.

’SATZ: Univ ist nicht Turing-entscheidbar. ‘

Beweis: ! Annahme, Univ wire Turing-entscheidbar und 21 entscheidet Univ.
Vertausche die Ausgaben ja/nein und erhalte Turingmaschine 2y, die ¥\ Univ
entscheidet. Betrachte

D = {code(2) | code(A) code(A) ¢ Univ}
Die folgende Turingmaschine lp akzeptiert D:

1. Teste, ob & = code(2) fir eine Turingmaschine 2. Falls nein, fithre
Endlosschleife aus.

2. Kopiere code(2) zu code(2A) code(A)

" Beweismethode: Diagonalschluf
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3. Rufe 2, auf. Bei ja-Antwort halte an, ansonsten Endlosschleife.

Dann gilt fiir alle deterministischen Turingmaschinen 2 iiber X::
2Ap akzeptiert code(A)

< code() code(A) ¢ Univ

< 2 akzeptiert nicht code(l)
Fiir 2l = 2Ap erhdlt man einen Widerspruch! Folgerungen:

1. ¥*\ Univ ist nicht Turing-akzeptierbar

2. ¥*\ Univ ist nicht durch eine Typ-0-Grammatik erzeugbar.
Verwende die Church’sche These:

SATZ: Es gibt keinen Algorithmus, der zu einer Turingmaschine 2 {iber
Y. entscheidet, ob 2 das Wort w akzeptiert. D.h. das Wortproblem fiir
deterministische Turingmaschinen ist unentscheidbar.

Durch Reduktion/Transformation erhélt man viele weitere Unentscheidbar-
keitsergebnisse.

4.4.2 Wortproblem fiir DTMs

SATZ: Das Problem ,,2 akzeptiert £* fiir deterministische Turingmaschinen
ist unentscheidbar.

Beweis: verwende eine berechenbare Transformation f: (2, w) — 2, mit
A akzeptiert w <= 2, akzeptiert ¢ (%)

Dann liefert ein Algorithmus Aq fiir ;2 akzeptiert € folgenden Algorithmus
A fiir 2 akzeptiert w*: Zu 2, w bestimme 2, = f(2, w) und wende A, auf
2, an. A; gibt dann ja aus, falls 2, das leere Wort akzeptiert, sonst nein.
Wegen der Bedingung (x) und der Berechenbarkeit von f ist A; korrekt.

Idee zu 2A,: Die Turingmaschine 2(,, schreibt w auf das leere Band und
arbeitet dann wie 2. Zu A = (Q, %, 1", g0, 0, F') und w = a; - - - a,, ist A, wie
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folgt definiert: A, = (Q',, 2, T, G, 6, F) mit Q', = QU {qo, .., Gns1}

6(q0,0) = (a1, 7 @)
5(Gi,b) = (ai1,m, Ge)Vi=1,...,n—2
0(Gn,0) = (6,1, Gn11)
5(@1+17 a) = (a,l,qn1)Vaexn
5(Gus1,0) = (b,7,q0)
0(¢,a) = 6(¢g,a)VgeQael

4.5 Entscheidungsprobleme

DEFINITION: Ein Entscheidungsproblem ist von der Form Il = (Ep, P),
wobei

e Fp die Menge der moglichen Eingaben ist und
o P - Ep ist.

IT ist entscheidbar, falls ein Algorithmus existiert, der zu jeder Eingabe (d.h.
zu jedem x € Ep) terminiert und die Antwort liefert, ob x € P ist.

Beispiele:

1. Wortproblem (z.B. fiir DTM): II; = (Ewp, WP) mit Eyp als Menge
aller Paare (2, w), wobei 2 eine DTM iiber ¥ und w € ¥* ist; sowie
WP die Menge aller (2, w) mit 2 akzeptiert w.

2. Halteproblem fiir DTM: Il = (Eyp, HP) mit Eyp die Menge aller
DTMs 2 iiber ¥ und HP als Menge aller DTMs 2, die gestartet auf
dem leeren Band anhalten.

! Beide Probleme sind unentscheidbar fiir beliebige DTM.

3. Aquivalenzproblem fiir DTM: II3 = (E ;, AP) mit E, als Menge aller
Paare (;,%s) von DTMs iiber ¥ und

AP = {(2y,2;) | A1, DTM und L(2A;) = L(Ap)}

DEFINITION: Seien II; = (Ep, P) und Il, = (Eg, @) Entscheidungsproble-
me. Iy heifst reduzierbar auf Ily (in Zeichen II; < Ily) genau dann, wenn
eine berechenbare totale Funktion f: Ep — Eq existiert mit der Eigenschaft

VeeEp:x e P& f(r) € (%)

D.h. eine ja- Eingabe von z wird abgebildet auf eine ja-Eingabe von f(x).
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LEMMA: (Resolutionslemma) Seien I1;, IIy Entscheidungsprobleme. Ist II;
unentscheidbar und II; < Il,, so ist auch II; unentscheidbar.

Beweis: Annahme: Ein Algorithmus Ay entscheide II,. Folgender Algorithmus
entscheidet dann Ily: Zu x € Ep bestimme f(z) mit dem Algorithmus Ay
zur berechenbaren Funktion f und wende Ay an auf f(z). Dann moge der
Algorithmus = € P ausgeben genau dann, wenn f(x) € @ ist.

Dieser Algorithmus entscheidet dann II, das ist ein Widerspruch!

Bemerkung: Statt (x) verwendet man manchmal auch:
reEP < f(zx)¢Q

Ziel: Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken.

4.5.1 Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

DEFINITION: Das (modifizierte) Postsche Korrespondenzproblem (M)PCP
besteht aus Epcp als Menge der Listenpaare (A, B) mit A = (wy, ..., wg),

B = (x1,...,x;) mit w;, x; € X1, Eine (spezielle) Losung fiir A, B ist eine
Indexfolge i1, ..., 4, (speziell: iy = 1) mit
Wiy + oo o " Wiy, = Ly = oo 2 T4y

PCP (bzw. MPCP) ist die Menge aller Paare (A, B), die eine (spezielle)
Losung haben.

Beispiele:

1. Sei ¥ = {0,1} und sei gegeben:

1 ‘ Liste A Liste B
1 w; =1 ;=111
2 | we =10111 25 =10
3 W3 = 10 T3 = 0

Eine mogliche Losung ist 2,1,1,3: 10111|1]1|10 = 10|111|111]0.

2. Sei wieder ¥ = {0, 1} und

1 ‘ Liste A  Liste B
1 wy, = 10 Ty = 101
2| wy =011 a9=11
3| w3 =101 z3=011
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Eine Losung mufs mit Index 1 beginnen, die néchste Auswahl in A mufs
mit 1 beginnen, also 1 oder 3. Bei 1 ergibt sich in A 1010, in B aber
101101, was falsch ist. Bei i = 3 folgt:

A 10/101
B[ 101]011

Die Argumentation 1at sich wiederholen, es gilt damit i3 = 3, iy = 3
usw., dann ist aber das erzeugte Wort in B immer langer, d.h. diese
Instanz hat keine Losung.

| SATZ: MPCP ist unentscheidbar. |

Beweis: Es gilt: Wortproblem fiir DTMs < MPCP! Gesucht ist also eine
Abbildung f: (2, w) — (A, B) mit 2 akzeptiert w genau dann, wenn A, B
eine spezielle Losung hat. Idee: Sei beispielsweise folgende Turingmaschine
gegeben:

2 5((]070) = (177a7 QI)
5((]171) - (17T7 Q2)
d(q2,0) = (1,1,q3) mit g3 € F

Sei w = 01, Konfigurationen von 2l sind dann:
qo01 — 1¢11 — 11gy — 1gs11
Diese werden kodiert durch
#qo01#1q1 1411 g7 1g3114#

Wir simulieren eine akzeptierende Konfigurationsfolge durch Listen A, B mit
I'={0,1,5}:

A B

# | #9014

a a ael

# #

o0 Ig

1l 1go
aqsb qzal ael
aqeFt | qzal# ael
q3a e acl
aea’ e a,a €T
eHH# #
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Die Indexfolge ergibt dann in A und B:

A | #go0[1[#[1]qi 1[#[1[1qa# (1] 1| L|#[ Lel|#]et#
B [ #0019 [1q1 [1[#[1]1ga]#|L]qs 1 1#[ L]e[L]5#[e| 4| #

Allgemein:

A ‘ HKoH#HK # ...
B #EHK #EH
Es wird zunéchst die Anfangskonfiguration in B gewéahlt, dann 2 simuliert,

wobei B immer ein Zustand voraus eilt, danach wird der B-Wert eingeholt
und ggf. eine Stoppkonfiguration erreicht.

Im allgemeinen Fall wird zu der DTM A = (Q, %, T, A, g, F') und w € ¥*
das Paar A, B wie folgt definiert:

A B
# | #HoowH
a a ael
# #
qa b 4(g,a) = (b,r,q)
cqa gdcb  6(q,a) = (b,l,¢),cel
a# | bd#  0(q,0) = (b,r,q)
cq# | dcb# 6(q,b) = (b1, ¢),ceT
#qa | #¢bb 6(q,a) = (b,1,q),ceT
qa e q € F,a € T'(und §(¢g,a) = L in diesem Fall)
g# | e# g€ F(und 0(g,0) = 1)
aeb e a,bel
ac# e aecl
#ea #e aecl
eHt# #

Es bleibt noch zu zeigen: 2{ akzeptiert w genau dann, wenn A, B eine spezielle
Losung hat. Der Beweis folgt aus der folgenden Behauptung, die man per
Induktion beweisen kann: Ist Ky, ..., K; eine Konfigurationsfolge von 2 mit
Ky = qow, dann beginnt jede spezielle Losung von A und B mit der Indexfol-
ge (1,4q,...,14y), die zu Wortern #Ko#EK1# ... #K;_1# (beziiglich A) und
#Ko#Kl# . #Kj—l#Kj# (bezughch B) fiihrt.

|SATZ: MPCP < PCP |

Beweis: Durch Angabe einer Transformation (A, B) +— (C, D) mit der Ei-
genschaft: (A, B) hat spezielle Losung genau dann, wenn (C, D) eine Losung

91



hat. Seien ¢ und $ neue Buchstaben. Definiere Abbildungen h, und h; durch
die folgenden Eigenschaften:

he(ay,...,a,) = aibasd...a,¢
hi(ay,...,a,) = ¢aitas...¢a,

Zu A= (wy,...,wg) und B = (21,...,x;) definiere C' = (yo,. .., ygp+1) und

Beispiel:

D = (zo,...,2ks1) mit

Yo = ¢he(wy) 20 = hi(xr)

n = hr(wl) 20 = hl(l’l)

Y = hr(wk) z20 = hl(xk)

Yer1 = $ Zep1 = 9

7 | Liste A Liste B Liste C Liste D
0 ¢1¢ ¢1¢1¢1
1 1 111 14 $141¢1
2 | 10111 10 | 1606141616 ¢140
3 10 0 140¢ ¢0
4 $ ¢$

Nun hat (A, B) eine spezielle Losung genau dann, wenn (C, D) eine Losung
hat. Beweis:

»=" (A, B) habe Losung (1,is,...,%,) mit wjw, - w;

m — 1Ty Ty, -

Dann ist

¢he(wi)hy(wi,) -+ by (wy,, )8 = hu(@1)hu(s,) -+ - P, )¢9
Somit hat (C, D) die Losung 0,4, ..., 0,, k+ 1

»<=* Sei iy,...,1, Losung fir (C,D). Dann ist iy = 0 und i,, = k + 1.

Betrachte die kiirzeste Teilfolge ¢1,...,%; mit i; = k 4 1. Schon das
liefert eine Losung fiir (C, D):

Yiy* Yi, = 2y -z und i = 05 45 =k + 1
(und $ nur am Ende in y;; und z;,). Dann ist
¢y (wi)he (wiy) - - b (i, )8 = hy(@1)hy(s,) - - by, )¢ $
Nach Streichen der ¢ und $ gilt:
Wi1Wiy * + - Wiy = T1Tgy © = Tjj_,

Damit ist 1,49, ...,7;_1 eine spezielle Losung fiir (A, B).
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4.5.2 Entscheidbarkeit von Problemen fiir alle Sprachtypen
Nachstes Ziel: Vervollstandigung der folgenden Tabelle:

Beweis: Wir zeigen ,,PCP < Leerheitsproblem fiir LBAs* durch Angabe einer
Transformation (A, B) — 2 mit

(A, B) hat Losung <= L(2) # 0 (%)
Seien A = (wy,...,wy), B = (x1,...,yr) gegeben. A testet zur Eingabe w €
¥*, ob w durch eine Losung fiir (A, B) entsteht. Dies funktioniert wie folgt:
Angesetzt auf ¢w$ generiert 2 nicht-deterministisch eine Folge iy, ..., 4, mit
i; € {1,...,k} und m < |w| durch Annahme von ausgezeichneten Zustédnden
Qiys - - - » Gi,,, nacheinander. Mit Hilfsbuchstaben aus I" werden auf der Eingabe
w die Zerlegungen w;, w;, - - - bzw. x;,x;, - - - markiert:

$ 10203040506 - - - And

(d.h. beziiglich A ist die Zerlegung ajasas|asas|, beziiglich B ist die Zerlegung
ajasazasas|ag|) Ausgehend vom Zustand ¢ wihlen wir (nicht-deterministisch)
einen Zustand g;, aus. Dann vergleichen wir ausgehend von der letzten Mar-
kierung b, ob das Folgewort gleich w;, ist, und ausgehend von der letzten
Markierung b testen wir, ob das Folgewort x;, ist. Fiir diese Vergleiche verwen-
den wir zuséatzliche Hilfszustédnde. Ist einer der Vergleiche nicht erfolgreich, so
laufe in Endlosschleife. Ansonsten markiere die Endpunkte mit &’ und ¥”. Falls
das letzte Symbol a,, unten und oben markiert ist, akzeptieren wir das Wort
(Ubergang in Endzustand). Diese Berechnungen sind durch LBA realisierbar
und A akzeptiert w genau dann, wenn w entsteht als Losung von (A, B).
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Typ Typ 3 Typ 2 Typ 1 Typ 0
Automaten NEA/DEA DPDA PDA LBA ™
Bezeichnung regular determin. kontext-  rekursiv
kontextfrei kontextfrei sensitiv —aufzdhlbar
Entscheidungen
Wortproblem v v v v X
Leerheitsproblem v v v ? ?
Aquivalenzproblem v v ? ?
SATZ: Das Leerheitsproblem fiir LBAs (kontextsensitive Grammatiken) ist
unentscheidbar.




SATZ: Das Entscheidungsproblem L(G;) N L(G3) = 0 fiir zwei kontextfreie
Grammatiken G, G5 ist unentscheidbar.

Beweis: Wir zeigen: ,,PCP < Durchschnittsproblem®. Sei eine Abbildung
(A, B) — (Gy, () definiert mit

(A, B) hat Losung <= L(G1) N L(Gy) # 0 (%)

Seien A, B Listen iiber ¥ der Lénge k. Verwende als Hilfsalphabet neue
Buchstaben K = {cy, ..., ¢} und setze ¥ = XU K U{$}. Dann seien folgende
Sprachen definiert:

Ly = {y$y" | yeSTKT}

T
Ly, = {y$z |y:wil“'wz’mcz‘m"'cz‘uzz%"'%er"‘cjl}

Beide Sprachen L; und L, sind deterministisch kontextfrei (als Ubung). Seien
G1, Gy Grammatiken mit L; = L(G;).

e Wenn nun (A, B) die Losung i1, ..., i, hat, dann ist

W = Wiy + Wy = T4y T4, =T

m
= WC;,, * - Cyy ZC;,, - Cy

= we;,, - Ciy Ciy ¢, w € Ly

L o |

und we;,, - - - ¢y Ciy - Ci, ' € Ly
Damit ist L; N Ly # 0.
e Sei umgekehrt nun v € Ly N Ly # (). Dann ist wegen v € Ly:
v=ww, e $(@g, e ag, e cp)T

Gleichzeitig ist wegen v € Ly und K N'Y = 0: r = m und i; = j; usw.
T = Jm, also

’l] = wil o .. wimc’[,m DR C’Ll $Cll DR clmx’l,m DR xll
Damit ist (wegen v € Ly)
)T

wil...wim :(xl.m...xil

Folgerung: Der Satz gilt auch fiir deterministisch kontextfreie Sprachen.

Bemerkung: Da Ly, L, deterministisch kontextfrei sind, ist auch (3*\ L;)U
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(3% \ L) kontextfrei.

Beweis: Die deterministisch kontextfreien Sprachen sind beziiglich Komple-
ment abgeschlossen, d.h. (3*\ L;) sind deterministisch kontextfrei. Kontextfreie
Sprachen sind beziiglich Vereinigung abgeschlossen, daraus folgt die Behaup-
tung.

SATZ: Das Entscheidungsproblem L(G) = X, ist fiir kontextfreie Gramma-
tiken unentscheidbar.

Beweis: Es gilt: PCP < (L(G) = X). Zu Listen (4, B) iiber X konstruiere
Grammatik G mit

(A, B) hat Losung <= L(G) # X7 (%)

Wie vorher: definiere zu (A, B) Grammatiken Gy, G und bilde kontextfreie
Grammatiken G beziiglich

(Z*\ L) U (2% \ Ly)

Dann gilt: (A, B) hat Losung genau dann, wenn L(Gq) N L(Gy) # 0, d.h.
genau dann, wenn

L(G) = 2"\ (L(G1) N L(Gy)) # &
Folgerung: Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist unentscheid-
bar.

Beweis: L(G) = ¥* ist ein Spezialfall davon, da wir fiir ¥* eine zweite
Grammatik G2 mit L(G5) = ¥* angeben konnen.

LEMMA: Fiir L, und L, wie oben definiert gilt:

L, N Lykontextfrei <= L, N Ly =

,<=" Kklar

.= Sei Ly N Ly # (). Zeige: Ly N Ly ist nicht kontextfrei. Annahme: L N Ly
ist kontextfrei. Wihle ein festes z € L; N Ly. Somit ist z = wv$vTu”
mit v € X1 und v € K. Definiere

D = (Ly N Ly) N (wTot$ (") (uh)™)

-~

kontextfrei regular
N 7
TV

kontext frei
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Somit ist D kontextfrei. D hat (wegen Schnitt mit L;) nur Worter
u™v"$(vT)"(ul)™, wegen Schnitt mit Ly ist die Indexfolge bei den w’s
in u™ gleich der Indexfolge bei bei den ¢’s in v™, damit ist m = n. Daher
ist

D = {u""$(w")" ()" | n>1}
Mit dem Pumping-Lemma sieht man, daft D nicht kontextfrei ist, Wi-
derspruch zu oben!

Bemerkung: Es gilt auch:

Ly N Loregular <= Ly N Ly = ()

SATZ: Fiir kontextfreie Grammatiken sind folgende Probleme unentscheid-
bar:

1. Ist L(Gy) N L(G3y) kontextfrei?
2. Ist ¥*\ L(G) kontextfrei?

3. Ist L(G) regular?

Beweis:
1. Transformation von PCP mit (A, B) — (G;, G2) mit
(A, B) hat Losung <= L(G1) N L(Gq) # 0
Mit dem Lemma ist dies dquivalent zu L(G1) N L(G3) nicht kontextfrei.

2. Transformation von PCP mit (A, B) — G mit der Eigenschaft (wobei

L(G) =27\ (L1 N L))
(A, B) hat Losung <= L(G) # ¥

Dies ist dquivalent dazu, daf Ly N Ly = >*\ L(G) nicht kontextfrei ist,
d.h. daf das Komplement von L(G) nicht kontextfrei ist.

3. Haben wir aus L; N Ly # § < ©*\ L(G) nicht regulér, d.h. L(G) ist
nicht regular.
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5 Komplexitat

5.1 P und NP

DEFINITION: Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. V' C V heift Clique,
falls fiir alle u,v € V’ mit u # v jeweils (u,v) € E.

Cliquenproblem: Entscheide zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) und
k € N, ob G eine Clique mit £ Knoten besitzt.

Algorithmus: Teste fiir alle V/ C V mit |V’| = k, ob V"’ eine Clique bildet.
Zeitaufwand: Fiir |V| = n, k = §, n gerade: Test fiir jedes V' erfordert
> (1) Schritte. Es gibt (Z) viele k-elementige Teilnmengen, es gilt:

(n) o =1) (3 +1)

37 G0

V|3

> 2

Also mindestens exponentielle Laufzeit in n.
Frage: Gibt es schnellere (polynomielle) Algorithmen?
Kodierung des Cliquenproblems durch Sprache:

u € {0, 1}* stellt Adjazenzmatrix von G dar
CLIQUE =  u#v | v e {0,1}* stellt k dar
G hat Clique mit k£ Knoten

Dabei ist u ein Wort der Lénge O(|V[’) und v ist ein Wort der Linge
O(log |V]).

DEFINITION: Sei L C >* und T: N — N.

e Eine NTM 2 akzeptiert L [in nicht-deterministischer Zeit T'| genau
dann, wenn

— fiir alle w € ¥* gilt: w € L genau dann, wenn eine akzeptierende
Berechnung von A zu w existiert [mit Lange < T'(|w|)]

e Eine DTM 2 entscheidet L [in deterministischer Zeit 7’| genau dann,
wenn

— fiir alle w € ¥* endet die Berechnung von w mit einer Stoppkon-
figuration [und hat Lénge < T'(|w|)] und

— der Zustand der Stoppkonfiguration ist in F' genau dann, wenn
w € L ist.
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DEFINITION: Sei L C >* und I" D .

e Essei L in NP genau dann, wenn eine NTM £l iiber Alphabet I' und
ein Polynom 7' existieren, so dak 2 L in nicht-deterministischer Zeit
T akzeptiert.

e Essei L in P genau dann, wenn eine DTM 2 iiber Alphabet I' und
ein Polynom T existieren, so dafs 2 L in deterministischer Zeit T
akzeptiert.

DEFINITION: Es sei 2 eine DTM iiber I' © ¥; U5 und T: N — N ein
Polynom. Die Funktion f: ¥} — X3 wird berechnet durch 2L in Polynomzeit
T, falls 2 fiir v € ¥} zur Startkonfiguration gyu eine Stoppkonfigurati-
on qw liefert mit w = f(u) und die Lange der Konfigurationsfolge (d.h.
Berechnungsliange) < T'(Ju|) ist. Die Funktion f heift dann polynomzeit-
berechenbar.

Bemerkung: Wird f in Zeit T" berechnet, so gilt

[f ()] < ful + T(Jul)

DEFINITION: Es seien L; C Y% und Ly C ¥3. Dann sei L; < Ly (d.h.
Ly polynomiell reduzierbar auf Ly) genau dann, wenn eine ,polynomielle
Transformation von L; auf L, existiert, d.h. es existiert eine Abbildung
f: X7 — X3, die polynomzeitberechenbar ist mit

u€ly < flu) € Ly VueX]

DEFINITION: Eine Sprache Ly heifst NP-vollstindig genau dann, wenn
L € NP und fiir alle L € NP gilt: L < L

SATZ: Es sei Ly NP-vollstandig. Dann gilt

P=NP <<= LycP

Beweis:
,=" klar

,<=" Wenn Ly € P, so entscheidet 9, die Sprache Ly in Polynomzeit Tj.
Es sei L € NP, zu zeigen: L € P. Da L € NP ist, ist L < Ly. Sei also
M eine Turingmaschine, die die polynomielle Transformation f von
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L auf Ly in Polynomialzeit Ty berechnet mit u € L < f(u) € Ly. Wir

43

konstruieren 9 aus My und M, durch , Hintereinanderschalten™:

' o 7y €k
M: du 2T (Jul) bf(u) T To(1f (w)]) { ¢ F

Damit ist

Mu—F < My: flu) = F
= f(U,)ELO
& u€el

Damit entscheidet 91 L mit Gesamtlaufzeit kleinergleich T7(|m|) +
To(|f(w)]) < T(Ju]) fiir ein Polynom T' (wegen | f(u)| < |u| + T¢(|ul])).

Bemerkung: Wenn Ly < Ly und Ly < L3, so ist Ly < Lg.

Folgerung: Ist Ly NP-vollstandig und Lo < L, fiir L1 € NP, so ist auch I
NP-vollstandig.

Beweis: Es sei L € NP, damit ist L. < Ly, nach Voraussetzung Ly < Ly,
dann gilt L < Ly und somit L; NP-vollstandig

5.2 NP-vollstandige Probleme
5.2.1 Erfiillbarkeitsproblem (SAT)

Ziel: Existenz eines NP-vollstandigen Problems.

DEFINITION: Aussagenlogische Ausdriicke bestehen aus Variablen (kodiert
durch Xy, X1, X0, X11, Xi00, - - - ) und Operatoren A, V, —. Literale sind X
oder —X;; aus Literalen Y;, ..., Y, zusammengesetzte Formeln (Y; V...V Y})
heifsen Klauseln. SchlieRlich ist ein Ausdruck oo = ¢; A ... A ¢, mit Klauseln
Cly -y O I kongunktiver Normalform (KNF).

Eine Formel « ist erfiillbar genau dann, wenn es eine Belegung der Variablen
in @ mit true oder false, so dafs sich fiir a der Wert true ergibt.

Beispiel: o = (Xl \/X10 V ﬁ)(11) A (X1 V _‘X10) ist erfullbar mit X1 = X10 =
true.
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DEFINITION: Definiere die Sprache

SAT = {a KNF | « erfiillbar} C {z,1,0,A,V,—, (,)}"

SATZ: (Satz von COOK, 1971) SAT ist NP-vollsténdig

Beweis: Zu zeigen:

1. SAT € NP: Rate nicht-deterministisch eine Belegung der Variablen und
werte danach die Belegung aus, falls die Formel insgesamt wahr ist, gehe
in Endzustand, ansonsten nicht.

2. L € NP = L < SAT: Sei 9 eine Turingmaschine, die L in nicht-
deterministischer Zeit T' (polynomial) akzeptiert.

Gesucht: eine Transformation u +— «,,, die polynomzeit-berechenbar
ist und v € L genau dann, wenn «, € SAT. Dabei wird «a, so be-
schrieben, daf 9 fir v in genau T'(Ju|) Schritten eine akzeptierende
Stoppkonfiguration erreicht.

Seil nun

SAT(3) := {a € SAT | @ in KNF mit < 3 Literalen}

SATZ: SAT(3) ist NP-vollsténdig.

Beweis:

1. SAT(3) € NP: analog zu oben

2. SAT < SAT(3): Suche eine polynomzeitberechenbare Transformation
a — a mit a € SAT genau dann, wenn a € SAT(3). Idee:

(Y1 VYo VY3VYy) erfillbar <= (Y1 VYo VX)A (=X VY;3VY)) erfiillbar

Allgemein: (Y1 VY V... VY,) ist erfiillbar genau dann, wenn folgende
Formel erfiillbar ist:

(le\/}/z\/Xl)/\(_'Xl\/Yrg\/Xg)/\ . ./\(_\Xifg\/yvi\/Xifl)/\. . ./\(_\ang\/Ynfl\/Yn)
Beweis:

,= Essel (Y1VYyV...VY,) wahr. Sind Y; VY, bzw. Y,,_; VY,, wahr,
setze dann X; fiir = 1,...,n — 3 auf falsch bzw. auf wahr, dann
ist der grofse Ausdruck auch wahr. Andernfalls sei z.B. Y, wahr,

dann setze X; auf wahr fir i = 1,...,k — 2 und X, auf falsch fiir
t=k—1,...,n—3.

100



»<" Es sei eine Belegung gegeben, die die rechte Seite erfiillt. Falls alle

Y; falsch sind, konnen nicht alle Klauseln wahr sein. Es existiert
also ein wahres Y;.

Reduziere nun SAT auf SAT(3), indem die obige Transformation «
klauselweise auf @ abbildet, dann gilt: |@| < ¢-|a| und die Transformation
ist polynomzeit-berechenbar. Nach Konsdtruktion ist « erfiillbar genau
dann, wenn @ erfiillbar ist. Damit ist SAT < SAT(3).

5.2.2 Cliquenproblem

Seien ein ungerichteter Graph G und eine Zahl m gegeben, gewiinschte
Ausgabe: ja, falls eine m-Clique in G existiert (vollstandiger Teilgraph mit m
Knoten) Beweis:

1. CLIQUE € NP: wihle nicht-deterministisch (rate) m Knoten von G und
teste, ob jeder Knoten mit jedem anderen durch eine Kante verbunden

1st

2. SAT < CLIQUE: Sei F' ein Boolescher Ausdruck in KNF, wobei F =
FiN...AF,, (wobei F; Klausel mit k; Literalen, d.h. F; = (Y1 V... VYi,))
Konstruktion von G = (V, E):

Vo= {[j]|1<i<m,1<j<k}
E = {(i,l, [k 0) | G # k) AV # Ya)

Zeige: F ist erfiillbar genau dann, wenn G eine m-Clique enthélt.

13
77:>

F ist erfiillbar, dann existiert eine Belegung ¢ mit ¢(F') = true,
dann existiert eine Belegung ¢ mit ¢(F;) = true fir alle i =
1,...,m, damit existiert ¢, so daf fiir alle 1 < ¢ < m ein r; €
{1, .., k;} existiert mit ¢(Y;,,) = true. Definiere nun:

C=A{li,r]| 1<i<m}

Zeige: C' ist eine m-Clique. Angenommen, ([i,r], [j,;]) ¢ E fiir
ein Paar i # j. Dann ist Yj,, = Yj,,. Dagegen gilt aber ¢(Y},,) =
¢(Yjr;) = true, Widerspruch!

Sei C' eine m-Clique in G, dann ist fiir gewisse 71, ..., 7rn,:
C = {[1, ’1“1]7 [2, 7“2], ceey [m, rm]}
Definiere eine Belegung o mit (Y1) = 0(Yar,) = ... = p(Yon,,) =

true. Das geht widerspruchsfrei, da Yy, # Y}, fiiralle 1 <, j < m.
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Dann ist ¢(F;) = true fiir alle 1 <1i < m. Erweitere ¢ eventuell
noch auf fehlende Variablen (beliebige Belegung). Das ergibt eine
korrekte Belegung ¢ mit ¢(F') = true.

Beispiel: Zu
(X1V XV X3)A (X1 VX)) A (X1 V XoV X3)

erfiillbar durch ¢(X;) = true, ¢(Xs) = false und ¢(X3) = true. Dann ist
G=(V,E):

[1, 1] [2,1] [3,1]
[1, 2] [2, 2] [3, 2]
[1, 3] [3, 3]

5.2.3 Vertex-Cover

DEFINITION: V' C V ist ein Vertex-Cover in einem Graphen G = (V| E),
falls jede Kante aus F mit mindestens einem Knoten aus V' inzident ist.

Ziel: Vertex-Cover mit minimaler Kardinalitat finden, als Entscheidungspro-
blem formuliert:

e Eingabe: ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl m €
{1,...,|V]}

e Ausgabe: ja, falls G ein Vertex-Cover der Grofse m hat und nein sonst

‘ SATZ: VertexCover ist NP-vollsténdig. ’

Beweis:

1. VertexCover € NP ist klar (Knoten raten und Eigenschaft tiberpriifen)
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2. Wir zeigen CLIQUE < VertexCover: Zu G' = (V, E) konstruiere G =
(V, E) mit

E={(v,w) | v,weV;v#uw;(v,w) ¢ E}
Zeige: C ist Clique in G genau dann, wenn V' \ C' Vertex-Cover in G ist.

,=" Cist Clique in G, dann gibt es keine Kanten zwischen den Knoten
von C'in G, d.h. jede Kante in E ist inzident mit mindestens einem
Knoten in V'\ C, somit ist V' \ C' Vertex-Cover in G.

,=" Sel V \ C Vertex-Cover in G, dann ist nach Definition jede Kante
in £’ mit mindestens einem Knoten aus V'\ C' inzident; d.h. keine
Kante in GG verbindet zwei Kanten aus C', damit ist C' Clique in G.

Reduktion: Es wird CLIQUE mit G = (V; £) und k in polynomieller
Zeit transformiert auf VertexCover mit G = (V, E) und |V| — k.

G
[ ] :
5.2.4 Farbbarkeit

Betrachte das Entscheidungsproblem k£ — COLOR:

Beispiel:

e Eingabe: ein ungerichteter Graph G = (V| E) und eine Zahl k €

{1,...,|V|}

e Ausgabe ja, falls G mit k Farben gefirbt werden kann (d.h. je zwei
adjazente Knoten v # v’ mit (v,v’) € E haben unterschiedliche Farben),
nein sonst

Man bezeichnet x(G) als chromatische Zahl (d.h. die minimale Anzahl von
Farben, um G zu fiarben).

Beispiel: Der folgende Graph hat x(Gs5) = 3:

<]

SATZ: k — COLOR ist NP-vollstandig.

Beweis:
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1. £ — COLOR & NP ist klar

2. 3 —SAT < k — COLOR: Sei F' = F; A ... N\ F,, ein Boolescher Aus-
druck in KNF mit Variablen Xi,..., X, und jedes F; habe Lange < 3.
Konstruiere nun G = (V, E) mit |V| = 3n +m + 1 so, da
V = {X, X, Vi|i=1,....n}U{F;| j=1,....m}U{Z}

E = {(ViVy), (Vi X3), (Vi, X5) [ i # 5} O{ (X, Xi) [ i = 1,
U{(X;, F)) | X ¢ F;}U{(Xi,F)) | Xi ¢ F}}
U{Vi,2) | i=1,....n}U{(F;,2)| j=1,...,m}
Behauptung: F' ist erfiillbar genau dann, wenn G mit n + 1 Farben
gefiarbt werden kann

»,="" Es existiert eine Belegung der Variablen ¢, so daf fiir alle j gilt: F
enthélt ein Literal Y mit ¢(Y) = true. Farbe nun Vi,...,V,, Z

mit den 1,...,n,n + 1 und farbe weiter
X, wit { i falls  p(X;) = true
n+1 sonst

und X, entsprechend anders in i, n+1. Dann sind {Xi, X,V | 1=1,... ,n}
und z korrekt mit n 4 1 Farben gefarbt. Weiter ist F; verbunden
mit X; (X;), falls X; (X;) kein Literal in F} ist. Fiir ein Literal
Y € {X;, X;} in F} gilt: p(Y) = true und (Y, F}) ¢ E. Firbe F;
mit Farbe i.

»<" Sei F' mit Klauseln Fj gegeben, konstruiere den Graphen G, dieser
sei mit n + 1 Farben gefarbt. O.B.d.A seien Vi,...,V,,Z mit
1,...,n+ 1 gefarbt (sie bilden nach Konstruktion eine Clique).
Weiter sind damit X; und X; mit Farben aus i und n + 1 gefiarbt.
Betrachte

(X;) = true falls X, hat Farbe ¢

PAR) = false sonmst

Setze entsprechend p(X;) = =¢(X;). Fj hat hochstens drei Literale,
F} ist also mit mindestens 2n—3 Knoten aus {Xi, X; } 1=1,... ,n}

verbunden.

Annahme: alle drei Literale in F; sind mit n 4+ 1 gefarbt (d.h.
(F;) = false), dann miikte F; mit n + 1 gefirbt werden, aber Z
ist schon mit n + 1 gefarbt, Widerspruch zur richtigen Farbung!
Also ist in jeder Klausel mindestens ein Literal nicht mit n 4+ 1

gefarbt und damit true. Somit ist F' erfiillbar!
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Beispiel: Sei F' = (X, V X5 V X3) A (X, V X5 V X3), dann ist n = 3 und
m = 2. Der entsprechende Graph ist!'?:

v

5.2.5 Hamilton-Kreis

Betrachte das folgende Entscheidungsproblem Hamilton-Kreis (HC):
e Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E)

e Ausgabe: ja, falls G einen Hamilton-Kreis enthélt, d.h. ein geschlossener
Kantenzug, der jeden Knoten genau einmal besucht.

SATZ: HC ist NP-vollstandig.

Beweis: HC € NP ist klar: rate Permutation und priife die Eigenschaft nach.
Wir zeigen nun: 3 — SAT' < HC mit 3 — SAT’ die Menge der Booleschen
Ausdriicke mit genau drei Literalen pro Klausel.

Gegeben sei ein Boolescher Ausdruck F' = Fi A ... A F,,, mit m Klauseln in
n Variablen Xi,..., X, in KNF und mit genau drei Literalen pro Klausel.
Konstruiere zu F' einen Graphen G mit F' erfiillbar genau dann, wenn G g
einen Hamilton-Kreis enthélt.

12die Farben der Knoten und Kanten entsprechen nicht der gesuchten Firbung!

105



Es werden folgende Spezialkomponenten (Gadgets) verwendet:

e Komponente A: (andere Kanten sind hochstens mit u, v, u’ oder v’
verbunden)

Es gibt nur zwei Wege, diese Struktur von links nach rechts zu durch-
laufen und dabei alle inneren Knoten zu besuchen:

A AHE

e Komponente B (andere Kanten konnen hochstens zu uy, . . ., uy inzident
sein):

Falls G einen Hamilton-Kreis enthélt, dann kann der Kreis nicht alle drei
Kanten (uy,uy), (ug,us) und (us, uy) durchlaufen. Jede echte Teilmenge
dieser drei Kanten kann aber vorkommen.

e Kurzschreibweise fiir beiden Komponenten:

u® L J/N

Q}) @

v @ @y’
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Konstruktion von G aus F':

e Den m Klauseln Fi,...,F,, entsprechen m Kopien von B ,in Serie*

geschaltet. Jeder Variablen X; entsprechen zwei Knoten v;, w; und zwei
Kopien der Kante (v;, w;) (linke, rechte Kante).

o Weitere Kanten: (w;,v;41) fir ¢ = 1,...,n — 1 und (uy1,v1) sowie

(tma, wy), wobei w;; die i-te Kopie von u; im i-ten B-Graphen ist.

e Die Struktur der Klauseln wird durch die A-Graphen simuliert: Verbinde

die Kante (u;;, uij11) mit linken (rechten) Kopie von (vy, w) durch einen
A-Graphen, falls X (X) das j-te Literal in F; ist.

Zeige: G'r hat einen Hamilton-Kreis genau dann, wenn F erfiillbar ist.

13
77:>

Sei K ein Hamilton-Kreis von Gr. Dann gilt wegen der A-Graphen:
K muf (uy;,v;) durchlaufen, dann alle v- und w-Knoten von oben
nach unten, wobei eine der Kopien von (v;, w;) gewéhlt wird und dann
(wy, Ums) und alle Kopien von B von unten nach oben. Die Wahl der
Kopie von (v;, w;) entspricht dem Setzen von X; auf true bzw. false.
Wegen der A-Graphen werden die Kanten (u;;, u;j11) fiir eine Klausel
F; genau dann durchlaufen, wenn die zugehorige Kopie von (vg, wy)
nicht durchlaufen wird (d.h. das zugehorige Literal falsch ist). Wegen
der Konstruktion der B-Graphen wird eine der Kanten (u;;, u;;41) fiir
j = 1,2,3 nicht durchlaufen (d.h. das zugehorige Literal erfiillt F;).
Damit ist F erfiillbar.

Sei F erfiillbar durch Belegung ¢. Durchlaufe dann die linke (rechte) Ko-
pie von (v;, w;), falls ¢(X;) = true (= false) und durchlaufe (u;;, u;j11)
genau dann, wenn das j-te Literal von F; beztiglich ¢ falsch ist (Bedin-
gung von Al!). Da ¢(F;) = true, ist mindestens ein Literal in F; wahr
(d.h. nicht alle drei Kanten (u;j, u;j4+1) von B werden durchlaufen) Dies
ergibt dann den Hamilton-Kreis in Gp.
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Beispiel: Betrachte folgende Formel:
F: (Xl\/XQ\/Xg)A(X1VXQVX3)/\(X1VXQVX3)

Diese ist erfillbar z.B. fiir p(X;) = true, ¢(X,) = false, p(X;) = false.
Dann wéren Graph und Hamilton-Kreis folgendermafien:

ull

Vi

V2

\/

V3
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6 Korrektheit

6.1 Das HoARE-Kalkiil
6.1.1 Partielle Korrektheit
Beispiel: Betrachte folgendes Programm fiir den ggT:
ngT {X1>0/\X2>O}
Y =X, 7 = Xy,
{Y>0A Z>0 A ggT (X1, Xo) =ggT(Y, 2)}

while Y # Z do begin
if Y < Z then

Z=7-Y;
else
Y =Y -7,
{Y>0ANZ>0 AN gglT(Xy,Xo) =geT(Y,2)}

end
{Y =2 A geT(X1,Xo) = ggT(Y, 2)}
{Y = geT(X1, Xo)}

LEMMA: iiber den ggT"
1. Fury > 0 gilt ggT(y,Y) = y.
2. Firy>z>0ist ggT(y,2) = ggT(y — 2, 2).

3. Fir z >y > 0 gilt ggT(y, 2) = ggT(y, z — y).

Die Zusicherungen im ggT-Programm gelten also. Getrennt weisen wir die
Termination nach: Die Laufzeitschranke ¢ : N> — N sei definiert durch t(y, 2) =
max(y, z). Es gilt:

1. Esgilt: t(y, Z) > 0 fiir y, z € N.
2. Falls y # z ist, wird t(y, z) im while-Schleifenkorper echt vermindert.

Damit terminiert das gg'T-Programm.

Zur Programmkorrektheit spielen drei Sprachen eine Rolle: die Program-
miersprache, die Zusicherungssprache und die Korrektheitssprache:

1. Programmiersprache — hier betrachten wir die WHILE-Programme; P,
sei die Menge der WHILE-Programme mit héchstens den Variablen
X1, Xy
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2. Zusicherungssprache — hier die Sprache der Pradikatenlogik erster
Stufe mit folgender Signatur:
o Gleichheit =
e Konstanten 012 ...
e Funktionssymbole + — * ggT kgV' !
e Relationssymbole # < > < > even odd

Alle Symbole seien jeweils mit der Interpretation iiber N gegeben in der
Struktur N = (N, 0N, 1N, ... N N ). Setze diese nun zusammen:

e Terme seien aus Konstanten, Variablen wie X; oder X5 und Funk-
tionssymbolen aufgebaut.

e Formeln entstehen aus atomaren Formeln (Gleichungen t; = o
oder Relationsausdriicken ¢, < t5) verkniipft durch #, A, V, —, <

,V, 3.

Formeln geben wir durch ¢, 9, x wieder; (X7, ..., X,) bedeutet,
dafs hochstens X, ..., X, in ¢ frei vorkommen. In iiblicher Weise
wird die Giiltigkeitsbeziehung (N, kq,.... k,) - ¢o(X1,...,X,)
benutzt.

3. Korrektheitssprache — diese besteht aus den HOARE-Formeln der Form
{¢} P{v}, wobei ¢ die Vorbedingung ist, P das WHILE-Programm und
¥ die Nachbedingung.

Weiter deutet die Formel {¢(Xy,...,X,)} P{¢Y(Xy,...,X,)} an, daf
die Variablen Xj,..., X, hochstens frei in ¢, sind und P € P,,.

Semantik der HOARE-Formeln: Eine Formel
{o(Xq,..., Xn)} P{v(Xy, ..., X))}
trifft zu, falls folgendes zutrifft:
Fiir k = (ky, ..., k,) und [ = (Iy,...,1,) gilt:

N k1, kn) | oo(Xy, . X))
AP ) = (L L)
— (N,ll,---,ln> ’—d)(Xl,,Xn)

Kurz: Gilt ¢ vor der Ausfithrung von P und terminiert P, so gilt
1 nach der Ausfithrung von P.
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Beispiele:
e Im obigen Beispiel gg'T gilt:

{Xl >0 A Xy > O} ngT {Y = ggT(Xl,Xg)}

o {X;=T}X;:=X;+1{X; =28} gilt

o {X; <7} X;:=X,+1{X; =8} gilt nicht

o {X; =7} X=X, +1{X; <8}gilt

o {X; < X1} Xy =X, +1{X, =8} gilt

e {X; =1}while X; >0do X; := X, +1{X; =0} gilt (!)

HOARE-Formeln behaupten die partielle Korrektheit, d.h. unter der Annahme
der Termination. Totale Korrektheit behauptet zuséatzlich Termination zur
partiellen Korrektheit.

Der Nachweis der Korrektheit eines Programms bedeutet: Beweis einer HOA-
RE-Formel {¢} P {1} gegebenenfalls mit gesondertem Terminationsbeweis
(Aufgaben der Programmuerifikation). Die Beweis-Methode folgt dem Pro-
grammaufbau: Fithre den Nachweis passender Hoare-Formeln fiir Teilprogram-
me () von P; ausgehend von den Wertzuweisungen bis hin zum Gesamtpro-
gramm P.

DEFINITION: Ein WHILE-Programm P heifst korrekt kommentiert, wenn es

durch Vorbedingung, Nachbedingung und weitere Zusicherungen so ergéanzt
ist, dafs

1. jede darin auftretende HOARE-Formel {p} @ {¢} gilt fiir ein Teilpro-
gramm () und Zusicherungen ¢, ¢ direkt vor und nach @

2. Treten p(X1,...,X,) und (X7, ..., X,) direkt hintereinander auf, so
gilt:

N|— VXl,...,Xn (QO(Xl,,Xn) :>¢<X1,,Xn))

Beispiel: Das ggT-Programm ist korrekt kommentiert.

Wir konnen die Verifikationsaufgabe auch aus rein syntaktische Regeln stiitzen.

111



Ein solcher formaler Aufbau ist mdglich mit den sogenannten Hoare-Regeln:
Eine Hoare-Regel hat die Form
Hy, ..., Hy
H
mit Hoare-Formel H und Hoare-Formeln bzw. Zusicherungen Hy, ..., Hy. Die

Regel heift korrekt, falls sie von giiltigen (Hoare-)Formeln immer zu einer
giiltigen Formel®® fiihrt. Beispiel: Kompositionsregel:

{o} P {0} {v} P {x}
{e} Pi; P {x}
Beweis: Korrektheit der Regel: Betrachte o(X1,...,X,,) und ¢¥(Xy,...,X,)
mit P, P, € P,. Angenommen, es gilt:
L Vk T ((NE) = o(Xy, ., Xn) AP(R) =T= (M) (X, ..., X))

2. VE, I (N k) - 0(Xy,..., X)) AR (k) =1= (N, |- x(X1,..., X))

Dann gilt insgesamt: [Py](k) = K’ fiir ein geeignetes k' und [Py] (k) = I. Nun
gilt (W, &) |- ¢(X1,...,X,), nach der zweiten Voraussetzung gilt (mit 4’ als
k): (N’ l) |_ X(Xh s 7Xn)

~ o= v ()
Wertzuweisung T X =1 (0]
Kompositionsregel {o} P {v} {v} P {x}

{o} P Py {x}

{ons} P {vt {v A8} P {v}
{¢} if [ then P, else P, {¢}

fonpt PL{yL v A8 —
{¢} if § then P; {9}

{o N B} P {p}
{¢} while  do P{p A=}

{oiP{Y}, v — x
{e} P{x}

¢ — P{V}P{x}
{e} P{x}

eine Formel ¢(X7, ..., X,,) heife giiltig, falls N |- VX1,..., X, p(X1,...,X,)

if-then-else-Regel

if-then-Regel

while-Regel

Konsequenzregeln

13
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Der Korrektheitsbeweis ist in allen Fallen relativ einfach.

6.1.2 Termination

Die Standardmethode zum Terminationsbeweis verwendet den Begriff der
Wohlordnung;:

DEFINITION: Eine lineare Ordnung (A, <) heift Wohlordnung, wenn es
keine absteigende Kette unendlicher Linge in A gibt.

Beispiele:
1. (N, <) ist eine Wohlordnung (bricht bei 0 ab)

2. (N2, <) mit (4,5) < (7/,5) & (i <)V (i =147 ANj < j) ist eine
Wohlordnung

3. (Z, <) ist keine Wohlordnung

LEMMA: (Terminationslemme fiir WHILE-Schleifen)

(1) Ein Programm P € P, terminiere fiir alle Eingaben & € N™ mit (N, k) |-
(e AB)X)

(2) Es gebe eine Wohlordnung (A, <) und eine Funktion ¢: N* — A (Lauf-
zeitschranke) mit

{e A B A tk)=a} P{p A t([P(k)) <a}
Dann gilt: Fiir alle £ € N* mit (M, k) | ¢(X) terminiert

while 3 do P

Beweis: Es gelte (N, k) |- ¢(X) fiir ein k € N™. Falls (N, k) |- =8(X), dann
terminiert die WHILE-Schleife sofort. Sei also (N, k) = 3(X). Angenommen,
die WHILE-Schleife terminiert nicht. Dann ist wegen (1) fiir alle i > 0 [P]'(k)
definiert, d.h. [P]*(k) = k; fiir geeignetes k; und (N, k;) |- (¢ A B)(X). Wegen
(2) gibt es eine unendlich absteigende Kette t(k) = (k1) > t(ky) > ..., das
ist ein Widerspruch zur Wohlordnung. Also terminiert die WHILE-Schleife.

6.1.3 Beispiel

Basis zur Verifikation ist folgendes Schema der korrekten Kommentierung:
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Vorbedingung {0}

Invariante

Initialisierung

{801}
{o} Laufzeitschranke t: N¥ — N

while (3 do begin
{o A B}
P

{e}

end

{e N B}

Nachbedingung {v}

Checkliste fiir die WHILE-Schleife:

1. Zeige, dafs die Invariante ¢ vor Erreichen der WHILE-Schleife erfiillt ist.

[\]

. Zeige, dafs {¢ N B} Py {p} gilt.

3. Zeige, dakk ¢ N —fF — 1 gilt.

4. Zeige, dak im Falle ¢ A 3 der t-Wert durch F, echt verkleinert wird.

Beispiel:

Vorbedingung
Initialisierung
Invariante

{X:1 >0 A Xy >0}
u:= Xy; v:i=Xo; w:=0;
{V>0ANw+u-v=X; X} Laufzeitschranke t = V'
while V > 0 do begin
{p>0 AN w+u-v=X1-Xo ANV >0}
if odd(V') then
beginv:=v —1; w:=w+ u end
else
begin v :=wv div 2; u := u * 2 end,;
end;
{V=0AVZ>20ANwtu-v=X;- Xo}

Nachbedingung {w = X; - Xy}

Sei beispielsweise X; = 3 und X, = 5, dann ist

e u=3 v=5 w=0

eu=3v=4w=3—esgilt3+3-4=15V

e u=6,v=2,w=3—esgilt3+2-6=15V
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eu=12,v=1Lw=3 —esgilt34+12-1=15V/
e u=12,v=0,w=15—esgilt 154+0-12=15 v/

Die einzeln Schritte der Checkliste sind nun leicht nachzuweisen.

6.1.4 Tragweite des HoARE-Kalkiils

DEFINITION: Eine Hoare-Formel {¢} P {¢} heifst herleitbar relativ zur
Arithmetik, wenn man sie ausgehend von geltenden Formeln der Zusiche-
rungssprache mit den HOARE-Regeln herleiten kann.

SATZ: Adaquatheitssatz fiir den HOARE-Kalkiil: Fiir die Zusicherungs-
sprache der Arithmetik erster Stufe und fiir WHILE-Programme gilt: Eine
HoARE-Formel {¢} P {1} gilt genau dann, wenn sie relativ zur Arithmetik
im HOARE-Kalkiil herleitbar ist.

,<=" Korrektheit des HOARE-Kaliils

=" Vollstandigkeit des HOARE-Kalkiils

Frage: Kann man genau die geltenden Aussagen der Arithmetik durch einen
Kalkiil herleiten?

SATZ: Die Menge der geltenden HOARE-Formeln ist nicht aufzahlbar.

Beweisidee: Sei P € P,,: Die HOARE-Formel
{Xi=0A...ANX,,=0} P{0=1}

gilt genau dann, wenn P fiir die Eingabe 0 nicht stoppt. Angenommen, die
Menge der geltenden HOARE-Formeln sei aufzédhlbar. Dann ist auch die
Menge der HOARE-Formeln der obigen Form aufzdhlbar. Damit ist sowohl
die Menge der WHILE-Programme, die bei Eingabe 0 stoppen, als auch die nicht
stoppenden Programme aufzidhlbar. Damit ist entscheidbar, ob ein gegebenes
Programm P auf Eingabe 0 stoppt, ein Widerspruch zur Unentscheidbarkeit
des Halteproblems!

6.1.5 Godelscher Unvollstindigkeitssatz

SATZ: Es gibt keinen Beweiskalkiil, der genau die geltenden Formeln der
Arithmetik erster Stufe herzuleiten gestattet.
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Beweisidee: Annahme, es gibt einen Beweiskalkiil. Dieser zusammen mit
dem HOARE-Kalkiil ergibe nach dem Addquatheitssatz ein Gesamtkalkiil
zur Herleitung der geltenden Formeln HOARE-Formeln. Dies liefert einen
Aufzdhlungsalgorithmus fiir die geltenden HOARE-Formeln, im Widerspruch
zum vorangehenden Satz.
6.1.6 Historische Situation

e A. TURING: ,Checking a large Routine* (1950)

e R. FLOYD: Zusicherungen in GOTO-Programmen (1966)

e C.A.R. HOARE: weitere Grundlagen (1969)

DIJKSTRA in den 70er-Jahren

e D. GRIES: ,,The Science of Programming"

J. LOECKX, K. SIEBER: ,,The Foundation of Programm Verification*

6.2 Programmentwicklung

Mathematik ‘ Programmierung

Problem Spezifikation
Satz Programm
Beweis Verifikation
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A Automaten- und Sprachtypen

A.1 Automatentypen, Bestandteile

’ Automat ‘ ‘ Ubergangsfunktion ‘
NEA(1) Q, %, 9, A, F) ACQRxYxQ
DEA(8) (@, %, o, S, F) 0:QxY—Q
PDA(44) | (@, X, T, qo, =z0, A, F) A COXxXZU{eh) xI'xI™xQ
DPDA(45) | (Q, X, T, qo, 20, 0, F)| 6:QxXU{e})xI'=>T"xQ
NTM(55) | (Q, X, T, qo, A, F)IACQ\F)xIxITx{l,r}xQ
DTM(56) | (@, X, T, qo, 6, F)| o: (Q\ FyxT' =T x{lr} xQ
LBA(B8) | (@, X, T, q, ¢,$, 0, F)| §:(Q\F)xT ->Tx{l,r} xQ

A.2 Abschlufieigenschaften, Entscheidungsprobleme

Typ (32) Typ 3 Typ 2 Typ 1 Typ 0
Bezeichnung regulér determin. kontext-  rekursiv
kontextfrei kontextfrei sensitiv —aufzidhlbar
Automaten NEA/DEA  DPDA PDA LBA ™
Beispiel a™b a™b"c™ ab" a™b"c"
abgeschlossen
X NR" v (23) v (52) 4 v 4
XUY v (23) X (53) v (43) v 4
XNy v (23) X (53) X (94) v v
Y\ X v (23) v (53) X (94) v X (83)
XY v (23) X v (43) v v
X* v (23) X v (43) v v
Entscheidungen
Wortproblem v v v 39 v/ X (85)
Leerheitsproblem v (23) v v (40) X (91) X
Aquivalenzproblem v (23) v X (93) X X
Endlichkeitsproblem v (23)
Halteproblem X (86)

“mit einer reguliren Sprache R
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B Funktionstypen

Typ | berechenbar | Definitionsbereich | Entstehtung
primitiv rekursiv LOOP total Grundfunktion,
Komposition,
primitive Rekursion
p-rekursiv WHILE evtl. partiell Grundfunktion,
WHILEg Komposition,
GOTO primitive Rekursion,
Turing unbeschr. Minimalisierung

C HoARrE-Kalkil

zZ ] p— (%)
Wertzuweisung T X =1 10]
Kompositionsregel {o} £ {0}, {0} P {x}

{o} Pi; Py {x}

{onB} Py} {v A8} B {4}
{¢} if [ then P, else P, {¢'}

{oAB P {YL A8 — 0
{v} if B then P, {9}

{o A B} P {p}
{¢} while § do P{p A=}

{o}P{v}, ¢ — x
{¢} P{x}

o — P{Y}P{x}
{o} P{x}

if-then-else-Regel

if-then-Regel

while-Regel

Konsequenzregeln
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Index

ableitbar, 28
Ableitung, 28
Ableitungsbaum, 39
Links-, 38
Rechts-, 38
akzeptieren, 2
Alphabet, 1
Automat
aquivalent, 5
akzeptieren, 2
deterministisch, 3, 9
reduziert, 13
Keller, siehe Keller-Automat
linear beschrankt, 60
nichtdeterministisch, 1
e-NEA, 5
mit Worttransitionen, 5
Produkt-, 5
Pushdown, siehe Keller-Automat

Baum, 39
Ableitungsbaum, 39
bewertet, 39
Unterbaum, 43

Boolsche Algebra, 11

Chomsky-Hierarchie, 32
Chomsky-Normalform, 36
CNF, siehe Chomsky-Normalform

DEA, siehe Automat deterministisch

DPDA, siehe Keller-Automat, deter-
ministisch

DTM, siehe Turingmaschine

Entscheidbarkeit, 24
Aquivalenzproblem, 25
Endlichkeitsproblem, 25
Leerheitsproblem, 25

Turingmaschine, 84
Wortproblem, 33

Funktionen
p-rekursiv, 79
berechenbar
intuitiv, 63
LOOP, 65
Turing, 62
WHILE, 65
Grundfunktionen, 72
Komposition, 72
primitiv rekursiv, 75
sequentiell, 27
langenbeschrankt, 27
préifixtreu, 27
verallgemeinert, 27

Gleichungssystem, 21
Lésung, 23
Resolutionsregel, 23
GNF, siehe Greibach-Normalform
Grammatik, 28
ableitbar, 28
Klassifizierung
Chomsky, 32
kontextfrei, 32
kontextsensitiv, 32
Normaform
Chomsky, 36
Greibach, 36
rechtslinear, 32
rekursiv aufzahlbar, 32
Typen, 32
Greibach-Normalform, 36
GSM, siehe sequentielle Maschine, ver-
allgemeinert

Hoare-Formeln, 110
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Hoare-Regeln, 112

Keller-Automat, 46
deterministisch, 47
Konfiguration, 46

Rekursion
W, 78
primitiv, 73
rekursiv
1, siehe Funktion, p-rekursiv

Korrektheit primitiv, siehe Funktion, primitv
partiell, 111 rekursiv
total, 111
. . Satz“
langenb.eschr'a nkt, 27 . Aquivalenz der Berechenbarkeit,
LBA., siehe linear beschrankter Auto- 63
. mat . uvwxy-Theorem, 43
linear beschrénkter Automat, 60 Normalform
Markierungsalgorithmus, 13 Chqmsky, 37
Maschine Greibach, 38
sequentielle, siehe sequentielle Ma- Normalformen
schine WHILE-Programme, 72
Pumping

Turing, siehe Turingmaschine
Mealey-Automat, 26
Minimalisierung, unbeschrankt, 78

Nachbedingung, 110

endliche Automaten, 16

Grammatiken, 43
Rabin & Scott, 10
Resolutionsregel, 23

NEA, siehe Automat, nichtdetermini- von Kleene, 18

stisch

von Nerode, 15

NTM, siehe Turingmaschine, nichtde- sequentielle Maschine, 26

terministisch

PDA, siehe Keller-Automat
Pfad, 1

Beschriftung, 1

Lange, 1
prafixtreu, 27
Programme

GOTO, 67

LOOP, 64

URM, siche GOTO

WHILE, 64

Semantik, 65

regulére Ausdriicke, 17
reguldre Sprachen, 15
abgeschlossen, 24

verallgemeinert, 26
Sprachen, 1

kontextfrei, 32
abgeschlossen, 45
deterministisch, 54

kontextsensitiv, 32

rechtslinear, 32

reguldr, siehe reguldre Sprachen

rekursiv aufzahlbar, 32

Transitionsrelation, 1

Transitionssystem, 1
endlich, 1

Turingmaschine
akzeptierbar, 84
berechenbar, 62
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deterministisch, 56
entscheidbar, 84
Konfiguration, 56
Folge-, 56
Stopp-, 56
nichtdeterministisch, 57

unbeschrankte Minimalisierung, 78
Vorbedingung, 110

Woérter, 1
ableitbar, 28
Infix, 3
Lange, 1
leeres Wort, 1
Prifix, 3
Suffix, 3
trennbar, 12

Wohlordnung, 113

Zustandsmenge, 1
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