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11 Lineare Programmierung
Problem: Maximiere

unter der Nebenbedingung
Az <b

(x e R", A€ R™" beR").

Fragen:
1. Struktur der Losung
2. Effiziente Algorithmen (historisch ausserordentlich wichtig)
2. Test,ob P={z e R" | Ax < b} #()

3. Was passiert bei ganzzahligen Losungen, d.h. x € R"?
(NP-schwer)

11.1 Farkas Lemma

Eine Menge K C R™ heifit konvex, wenn fiir alle z,y € K, A € [0,1] gilt:
A+ (1-Ny e K.

Ein Vektor z € R™ heifit konvexe Kombination von yi,...,y, € R" falls
M, oo A €10, 1] ex.mit D08 A =1lund z=>"" Ny,

Fiir eine Menge X C R" sei co(X) die konveze Hiille von X. (= alle Vektoren,
die Konvexkombination von Vektoren aus X sind).

Insbesondere: {x € R" | Az <b}, A€ R™" be R™ ist eine konvexe Men-
ge.

Mengen dieser Form heissen Polyeder, und Polytop, wenn sie normbeschrankt
sind.

Halbraum: {x € R" | (Az); < b; }.

Hyperebene: H ={z € R" | x =c¢,c € R}

Definition 11.1. Sei K C R" konvex, z € K heisst Eztremalpunkt oder
Ecke von K, falls aus der Darstellung z = Ay+ (1 —\)z, A € (0,1), y,z € K,
stets folgt: o =y = 2.

Mit ex(K) bezeichnen wir die Menge der Extremalpunkte von K.
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Beispiel. 1. Die Menge R" besitzt keine Extremalpunkte.

2. Fir Polyeder gilt P = co(ex(P))H.” (Satz v. Krein-Milman).

>'< Extremalpunkte
7

K
Proposition 11.2. Sei A € R™" b € R™\ {0}. Genau eine der beiden
Mdglichkeiten trifft zu:
(i) Az =b, x € R™ losbar.
(i) ATy =0, bTy = —1, y € R™ ist ldsbar.

Beweis. Annahme: (i) und (ii) sind gleichzeitig erfiillt mit Losungen x,y.
Dann:

0=alAly = (Ax)"y © vy W Widerspruch!

Wir zeigen: (ii) gilt, falls (i) nicht gilt.
Sei A’ = (A b), c=(0,...,0,—1)T € R™'. U = Lin(a',...,a"), U =

/

Lin(a},...a,,,al,. ), a" ist i-ter Spaltenvektor von A, a; ist i-ter Zeilenvektor

von A’. (Lin — Vektorraum-Erzeugnis)

Falls (i) nicht gilt, d.h. Ax = b ist nicht 16sbar, so gilt: rang(A’) = rang(A)+1

und ¢ € U’ (gdw. (ii) gilt). O
Satz 11.3 (Farkas Lemma 1). Genau eine der beiden Mdaglichkeiten trifft
2

(i) Ax =b,x > 0,2 € R" ist losbar.
(ii) ATy > 0,bTy <0,y € R™ ist lgsbar.

Beweis. (i) und (ii) sind Alternativen (wie in 11.2).
Wir zeigen: —(1) = (ii).
Dann ist b # 0.

a) Az = b ist nicht 16sbar. Dann folgt die Beh. mit Prop. 11.2.
b) Az = b ist l6sbar, aber z 2 0. Folgere (ii) per Induktion:



ILA.: n=1.Seix € RLosungvon Ax = b,z 2 0. D.h. x < 0. Mit y := —b
folgt: ATy = —1 b > 0 (wegen Az =), by = —yTy = —y* < 0.
>0

I.S.: Beh. gelte fa. k <n —1,n > 2. Sei A’ = [a!,...,a""!]. Dann ist
Az = b, x > 0 in R*! nicht lésbar gdw.

a) A’x = b ist nicht 16sbar oder
b) A’z = b ist losbar, aber x 2 0.

Aus (a) folgt mittels Prop. 11.2 aus der Induktionsannahme: ATy >
0, b7y < 0 ist losbar. Sei v € R™ eine Losung, d.h. ATv > 0, bTv < 0.

z.z.. ATv = ATv. Falls (a™)Tv > 0 gilt, sind wir fertig.

Annahme: (a™)Tv < 0.

Wir stellen ein System Az = b, x > 0, x € R*! auf und diskutieren
die Alternativen: das System ist l6sbar, bzw. nicht 16sbar.

a =aqa" —apa firi=1,...,n—1

b= fBa" — ay,b.

a; = (a")T, B := bT.

1. Fall: Obiges System ist 16sbar mit Losung x.

fa" — ayb=b= Ax Zaxz Zaz ona')x;
ﬁ 1 n—1 n—1
= b= (Oé_n - a—n;xiai)a” + ;ﬁiai = Ax",

mit 2} = z; fiir alle i <n —1und 2, = (& — -+ Sl o).
z2.B.:x* > 0.

Fiir die ersten (n — 1) Komponenten ist dies klar, fiir die n-te
folgt dies aus der Definition von z. 4 Ax = b nicht l6sbar.

2. Fall: Das obige System ist nicht 16sbar.
Konstruiere Losung y von (ii) direkt mittels der Induktionsan-
nahme. [l

Satz 11.4 (Farkas Lemma 2). Genau eine der Mdglichkeiten trifft zu:
(i) Az <b, x > 0,2 € R™ ist losbar.

(ii) ATy >0,y >0, by <0,y € R™ ist ldsbar.



Beweis. (i), (ii) sind nicht gleichzeitig 16sbar (wie Farkas Lemma 1 (11.3)).

Angenommen (i) nicht erfiillt.

= Ax+ 2z =0,z >0, z > 0 ist nicht I6sbar. Sei FE,, die Einheitsmatrix im
R™ ™ und B = (A|Ey,).

Bw = b, w > 0 ist nicht 16sbar gdw. obiges System nicht losbar.

Mit Farkas Lemma 1 folgt, dass ein y € R™ existiert, so dass ATy > 0,
Eny=1vy>0und b7y < 0. [

Satz 11.5 (Farkas Lemma 3). Genau eine der Mdglichkeiten trifft zu:
(i) Ax < b, x € R" ist lisbar.
(i) ATy =0,y >0, b7y <0, y € R™ ist lisbar.

Beweis. (i) und (ii) sind Alternativen (wie Farkas Lemma 1 (11.3)).

Definiere
A= (E,|A] — A)

Beh.: (x)
Az’ = b2’ > 0,2/ € R™™" 16sbar
4
Az < b,z € R" losbar

Bew.: “=7: Sei 2’/ = (21, 2%, 2"%) > 0 mit 2! € R™, 22 2% € R™.

Dann gilt
Ar = Az? — Az =b—2' <b

“<=": Sei x so, dass Ax < b ist.

i i > 0
R eR"
0 sonst

W= T TS 0 eR"
0 sonst

2t i=b— Az? + Ax® e R™

93/ — ([L’ll|$l2|$,3)



Also 2/ > 0 und

Ay = Bt + Ax? + Ax® = b — Ax® + Aa® + Az — Az =b

Sei (i) nicht losbar. Dann ist nach (x)
Ar =b,2 >0
nicht losbar. Nach Farkas Lemma 1 ist

ATy >0,b"y < 0 losbar

B Y
0< A/Ty — ATT y = AT:Iy
—A —Aly
Also y > 0 und ATy = 0. O

Satz 11.6 (Farkas Lemma 4). Sei Az < b, x € R" ljsbar. Sei 6 € R.
Jede Lisung v von Ax < b erfillt 'z < § gdw. ein y € R™ emistieren mit
yT'A=cl und y'b <6, y > 0.

Beweis. “<=”: Sei x € R"” mit Az < b. Sei y € R™ mit y"4A = ¢’ und
y'b <4,y >0.
= cle =yTAx < yTb < 4.

“=2 Annahme: y' A =T, yTb < §, y > 0 ist nicht 16sbar.

Dies gilt gdw. (yT )\) (61 ll)) = (CT 5), (yT )\) > (O O), A >0,

nicht 1ésbar (gdw. 2T AT = T, 2’ > 0).

Farkas La LIS B ox. (;[), zeR™ NeR:

(G20 o)<

Insbesondere ist N > 0.

1. Fall: N =0. Dann: Az > 0, ¢’z < 0.
Sei x* eine Losung von Az < b. Sei v > 0.
Setze ©* — vz =: x'.

Ax' = A(x* —yz) = Az* —vyAz < b—v(Az) <b.
—

>0



cl's’ > §, denn:

o' =c(a* —vz) =cla* — 2.
—~—
<0
Widerspruch zur Voraussetzung!
2. Fall: N > 0. Somit gilt:
Az+Nb>0, "2+ N5<0  |:(—N)

A (—%) <b, (—%) >0 Widerspruch!

11.2 Der Dualititssatz der linearen Programmierung

Sei A € R™™ mit Zeilenvektoren aq, ..., a,, und Spaltenvektoren a', ..., a",
sowie b € R™ | ¢ € R™. Sei (I,1¢) eine Partition von {1,...,m}, (J,J°)
eine Partition von {1,...,n}. Wir nennen die Variablen z; fir j € J¢ unbe-
schrinkte Variablen.
Definition 11.7 (Lineares Programm). 1. Allgemeinform:
max c! min ¢’z
alz=b,iel alr=b,iel
alx <b;,iel° alz > b, €1°
I’jZO,jGJ .TjZO,jEJ
l’jER,jGJC .]TjER,jEJC
2. Standardform
max ¢l x min ¢’z
Ax <b Ax > b
x>0 z >0
3. Kanonische Form
max ¢! min ¢’z
Ar = Ax =
x>0 x>0

(Uberall: z € R™)
Proposition 11.8. Die drei Formen des LP (linearen Programmes) sind
dquivalent.



Il i

ten/Knoten Inzidenzmatriz von G. (mit a;; = 1 falls Knoten j € Kante 1,
und 0 sonst).

Mazimum Matching Problem: Finde M C E mit M Matching und |M| ma-
ximal.

Formulierung als ganzzahliges LP:

max y . x;
Sortair <1 Vie{l,...,n} (& ATz <1)
r; €{0,1} Vie{l,...,m} (&2 e{0,1}")

MaxMatching € P

LP-Relaxierung: z € [0, 1]* — fraktionales Matching.
Definition 11.9 (Duales Problem).

Primales Problem (P) Duales Problem (P*)
max clx min y7b
alx =b,iel y ER1€T
alz < biel° yi > 0,1 € I°¢
x; >0,5€J y'al >cjj€J
r; ER,j € J° ylal =c¢j,j€ J¢
r €R" yeR™
Satz 11.10.
(P™) = (P),

d.h. das Dual des Duals ist das primale Problem.
Satz 11.11 (Schwacher Dualitéitssatz). Seien x € R", y € R™ zuldssig
fiir (P) bzw. (P*). Dann:

e < bly.

Korollar 11.12. Seien z,y zuldssig mit c'x = bTy, dann sind x und y
optimal fir (P) bzw. (P*).
Beweis. Seien z*,y* opt. Lsg., dann

Satz 11.11
Ao >Te=y"b >y > Lo



Satz 11.13 (Dualititssatz der lin. Programmierung). Seien Primal/-
Dual gegeben durch:

(P) (P*)

max cl x min b’y

Az <b ATy > ¢
r>0,zeR"” y>0,reR™

1. Haben (P) und (P*) zuldssige Losungen, so haben sie auch optimale
Lésungen uns es gilt

OPT(P) = OPT(P*)

2. Hat (P) oder (P*) keine zuldssige Lsg., so besitzt weder (P) noch (P*)
eine optimale Losung mit endlichem Wert.

Beweis. 1. Es reicht z,y zuliissig zu finden mit ¢’z > vTy. (Denn dann
folgt aus dem schwachen Dualitétssatz die Losung, und irgendwie auch,
dass sie opimal sind)

Dies ist dquivalent zu

A 0
0 —AT (I> < | —-c]l, (x) > () ist 1osbar.
_pT Yy 0 Y

Annahme: Obiges System nicht losbar. Dann folgt mit Farkas Lemma
2 (11.4), dass z € R™, w € R™ und « € R exisiteren mit z, w, a > 0
und ATz > ac, Aw < ab, bz < cTw.

Beh.: a > 0.

Bew.: Angenommen, o = 0. Seien zy, yo zuléssige Lsg. (nach Vor.)
0<ag ATz = (Azo)T2 < bz < cTw < (ATyg) w=yg Aw <0 4.
Sei z := o lw, y := a~'z. Dann folgt: Az < b, ATy>c, x>0,y >0,

d.h. z, y zuléssig fiir (P) baw. (P*).

schwacher DS
c'w = a(c’'z) < a(b’y) = bz  Widerspruch!



2. O.B.d.A. habe (P) keine zuléssige Lsg., dann folgt mit Farkas Lemma
2 (11.4), dass w € R™ existiert, mit ATw > 0, bTw < 0, w > 0. Falls
(P*) eine zuldssige Losung besitzt, sagen wir yg, so ist yo + Adw auch
zuléissig fir (P*) mit A > 0. Es folgt:

b (yo + Mw) = b"yo + A (0" w) e N
0
<

O

Satz 11.14 (Komplementéiren Schlupf). Sei x*, y* zuldssig fir (P) bzw.
(P*). x*,y* optimal gilt gdw.

1. fiir alle j gilt 2} (y*"a? —¢;) = 0 und
2. fir alle @ gilt y} (bi — a;fpx*) = 0.
Beweis. I ={1,...,k}, J={1,...,1l} 0o.B.d.A.

Es gilt 27 (y*"a/ — ¢;) > 0 und y; (b; — alz*) > 0 fiir alle i und j.
Seit =" at (yTal —¢;) + X0 yi (bi — ¢l x), damit ¢t > 0.

Beh.: t =0 < x*, y* optimal.
Bew.: Umformen:

n m n m
o * * * x1 g x T %
t——E chj+2 yibi—l—g Ty a—g yia; x
j=1 i=1 j=1 i=1

D) J/

~~ v
<$*,ATy*> <y*,Az*>
~

v

g

=0
_ _y*Tb . CTI'*

Also: t =0 = y*Tb = "2* = (mit Kor 11.12) z*, y* opt.

x*, y* optimal = t = 0. O

Sei H = (V, e) ein Hypergraph (oder Mengensystem), d.h. V' endliche Menge,

e C P(V). Elemente aus ¢ heifien Hyperkanten. Fiir |E| = 2, fiir alle £ € ¢,
ist H ein Graph.

Ein k-Matching in H ist eine Teilmenge ¢’ C ¢, so dass in jedem Knoten aus
V hochstens & Hyperkanten aus ¢ inzidieren.

Problem: Maximiere k-Matching in Hypergraphen.
Finde k-Matching €’ mit |¢'| maximal.



Komplexitit: Tm “Graphfall” in P. Im “Hypergraphfall” ist es NP-schwer,
schon wenn alle Hyperkanten Kardinalitdt 3 haben.

(ILP) (LP)
max y . x; max y . ¥
S iari <k VjeEV > aigr; <k VjEV

r; €{0,1} Vie{l,....m} =z €]0,1] Vie{l,...,m}
(lel =m, V] =n)

1. Mit z. B. Ellipsoidalgorithmus l6se (LP) optimal mit Losung y = (y1, . . .
[0, 1]™.
2’. Naives Suchen.
1
Setze x; = Ly 2 fiir alle 4.
0 sonst

Seieg/={i€e |x;=1}.

Frage: Ist ¢’ ein k-Matching und wie nah ist |¢'| an OPT (= Kardinalitét
eines Maximum k-Matching)?

~> Im Allgemeinen hat &' nichts mit einem k-Matching zu tun.

2. Randomisiertes Runden (RR).

1 it Wkeit y; . .
Setze x; = m1 e? 4 fiir alle ¢ unabhéngig.
0 mit Wkeit 1 — y;

Analyse des RR:
a)

E (i CLZ'J{IZ',L') = iaiij(fCi) = i Q; 5Y; S k
=1 =1 i=1

E (i acl> = iE(%) = iyi =OPT(LP) > OPT

Angenommen wit kénnten zeigen, dass: Mit W'keit > % gilt > a;jx; < k
fir alle j und > z; > o - OPT, fiir @ < 1 konstant. Dann kann mit Deran-
domisierung, daraus ein polynomzeit Algorithmus erzeugt werden, der das

Problem mit etwas schlechterem « lost.

10
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Aufgabe. Gegeben sei ein Museum mit n Wéanden.

Frage: Wieviele Wichter benttigt man hochstens, um jeden Punkt im Mu-
seum durch mind. einen Wachter zu beobachten?

Antwort: Man benétigt hochstens {%W Wiichter.

12 Lineare Programmierung — Algorithmen
(Ellipsoid-Algorithmus)

1979 Khachiyan: LP € P

Der Algorithmus zeigt in polynomierller Zeit, ob ein Polyeder leer ist oder
nicht. [< LP]

Gegeben ist ein Polyeder P = {x € R" | Az <b}.
Frage: P # ()7

Sei A € R™™ pos. defi., a € R™. Wir definieren ||.||4 durch

|24 =<z, A 1>z (z€R").
||.||.4 ist eine Norm in R™.
Wenn A = E,, (Einheitsmatrix), so ||.||a = ||.||2. (Ellipsoid-Norm)
Die Menge E(A,a) = {z € R" | ||x — al|4 < 1} ist ein Ellipsoid mit Zentrum

a.

Wenn X kleinster Eigenwert von A und A gréfiter Eigenwert von A, dann

S=ir

I —

2-VA

2/ — Lénge der kleinsten Achse

2v/A — Linge der groBten Achse

Wir wissen: Es existiert B positiv definit: A = BT B (nach Cholesky-Zerlegung).
Man nennt B die Wurzel aus A, Notation Az = B.

11



Sei B(0, 1) die Einheitskugel in R™. Dann
E(A,a) = A2B(0,1) + a.

Definition. Eine Abb. T': R” — R™ heifit affine Transformation, falls T'(x) =
Qr+q VreR" wobei @ € R"™" pos. definit, ¢ € R™.

Bemerkung. Ferner gilt: Mit T: x +— A%(:c — Xg), Ty = —A~zaq, ist T eine
affine Transformation und E(A,a) = TB(0, 1).

Definition. Ein Halbellipsoid E(A, a, c) ist der Schnitt des Ellipsoids F(A, a)
mit dem Halbraum H = {[E eR” | x> cTa}.

Beispiel.
Vv

Lemma 12.1 (Shrinking Lemma). Sei E(A,a) = B(0,1) und H = {x € R* | x; > 0}.

Sei
n+1\° 1\ n2-1,
- 2 <1y,
( n ) (xl n+1> e ;x‘

E* ist ein Ellipsoid, das E(A,a) N H enthdlt und es gilt

E*:{xER”

—~

. n n? \ %z 1
vol(E™) = e (n2 — 1) vol(E(A,a)) < e 2040 - wol(E(A,a)).

=Tn

(A,a)NH

wy

E*

Korollar 12.2. Sei P = {zx € R" | Cx < d} ein Polytop, d € R", C €
R™* ™, Das Ellipsoid kleinsten Volumens, das P enthdlt, hat sein Zentrum in
P.



Idee des Ellipsoid-Algorithmus

1. Lege eine kleine Kugel um P, Falls Mittelpunkt der Kugel in P, so sind
wir fertig und P # ().

P

2. Andernfalls gibt es eine Ungleichung des Polytops, z.B. (Cz); < d; fur
eini € {1,...,m}, die durch a (= Zentrum von E(A, a)) verletzt wird.
Das bedeutet: Es gibt einen Halbraum H mit E(A,a) N H D P.

1. Fall: Das Polytop ist nicht leer. Durch das Shrinking Lemma (12.1) er-
halten wir immer kleinere Ellipsoide (d.h. mit kleinerem Volumen) und
irgendwann muss dass Zentrum im Polytop liegen (das konnen wir leicht
testen).

2. Fall: Das Polytop ist leer. (Finde ein geometrisches Object O mit O C P
und vol(Q) > K.) Falls vol(E*) < K = P = {).

Ellipsoid-Algorithmus

Eingabe: Polytop P = {Cx < d}. P sei entweder leer oder voll-dimensional
(d.h. P enthélt n + 1 affin-unabhéngige Punkte). C, d haben rationale Kom-

13



ponenten.
Inititalisierung:

a) k=0

b) N=2n(2n+1)<C>+n<d> —n?)
(< C >, < d > Kodierungslingen der pmatrix C' bzw. des Vektors d)

Q) r=y/n-25G"" Ao —9rE, ay=0.

Iteration:

d) Wenn k£ = N, dann STOP, Ausgabe: P = ().

e) ay € P, ay Zentrum von E(Ay,ai), so STOP, Ausgabe: P # ().

f) a, ¢ P, wihle Ungleichung ¢/ < d;, die durch a;, verletzt wird. Setze

C = C;.
Definiere:
g) b= —F—"—Ac

v T Age
h) A4+l = A — %_Hb

1) Appr = 2 (Ap — 2-007)

n2—1 n+1

j) Gehe zu d)

Satz 12.3. Der Ellispsoid-Alg. terminiert nach O(mn* < C,d >) arithme-
tischen Operationen und gibt entweder x € P oder P = () aus.

Proposition 12.4.

vol(E(A,a)) = Vdet A - 7,,.

T, ist das Volumen der Einheitskugel im R".

B T2 1 2em \ 2
= L(3+1) mn n '
Proposition 12.5. Sei T": z +— Dx-+d eine bijektive, affine Abbildung. Dann
qilt
(1)
vol(T'(E(A,a)) =det D - vol(E(A, a)).

(i)

vol(E(4,a)) _ vol(T(E(4,a)))
vol(E(A',a’)) — vol(T(E(A',a')))’

14



Lemma 12.6 (Initialisierungslemma). Sei P = {x € R" | Cx < d} mit
CeZmm, deZ™. Seir=/n-2<%">""" Dann gilt:

(i) ex(P) # 0, so ist ex(P) C B(0,r).

(i) Ist P ein Polytop, so gilt P C B(0,7).

Lemma 12.7 (Abbruchkriterium). Ist P volldimensional, dann gilt vol(P)
2—(n+1)<C,d>+n3 )

Beweis des Satzes 12.3. N = # Iteration = 2n((2n+ 1) < C > +n < d >
—n?). Nach Shrinking-Lemma (12.1) verkleinert sich das Volumen um einen

1
Faktor von e 2»+D. Nach N Iterationen ist das Ausgangsvolumen (= r"7,)
kleiner als 2-(+D<Cd>+n" \[it Lemma 12.7 folgt: Der Algorithmus muss
dann, oder schon vorher terminiert haben.

Laufzeit:

e Initialisierung kostet O(mn), da zur Berechnung von < C' > bzw. <
C,d > mn pmatrixeintrage zu betrachten sind.

e Jede Iteration kostet O(mn), da zur Berechnung, ob a; € P m Unglei-
chungen getestet werden und jeder Test kostet O(n). (Updates gehen
auch in dieser Zeit)

e # Tterationen = N = O(n® < C,d >)

= O(mn® < C,d >) Gesamtkosten. O

Beweisidee fir Lemma 12.6. (i) Zunéchst sind sie Losung eines Teilsystems
C'v = d' von Cx = d. Mit der Cramer’schen Regel konnen wir die Lo-
sung v schreiben als:

det C!
v =
det ¢’

C! Untermatrix von C.

v € ex(P) < 3C",d so dass C'v = d’ endlich bestimmt

Nun z.Z.
vl = /vi+-- +02 <

det(C) < Hadamondmatrix
(ii) mit Krein-Milman: co(ex(P)) = P.
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Beweisidee fiir Lemma 12.7. P voll-dimensional = P hat n+1 affin-unabhéngige
Ecken vy, ..., v,.
S :=co({vg,...,v,}) ist ein Simplex. S C P, also vol(P) > vol(.S).

Analysis I1I:
1
det (1 1) .
Vo ... Up

vol(S) = —

n!

13 Travelling-Salesman-Problem

Definition 13.1 (TSP — symmetrischer Fall). Eine Instanz des TS-
Psymm. ist gegeben durch ein n € N, den Graphen G = K, mit Kan-
tenmenge F und Knotenmenge V = {1,...,n}, sowie einer Kosten- oder
Distanzfunktion ¢: F — Rt (symmetrisch, da G ungerichtet).

Sei T = vy, ..., v ein Kreis in K, (mit vy, ..., v, paarweise verschieden). Die
Ldnge bzw. Kosten von T sind
k-1

o(T) =Y e({vi,vina}) + c({vr, v1})

=1

Wir betrachten im folgenden Hamiltonkreise T', d.h. solche Kreise, die jeden
Knoten genau einmal besuchen. Solche T heissen auch hier T'SP-Tour oder
Rundreise.

Gesucht ist eine giinstige TSP-Tour, d.h. eine kostenminimale TSP-Tour
(Existenz: Es existiert eine TSP-Tour und endlich viele verschiedene Touren).
Die Lénge einer giinstigen bzw. kiirzesten Tour bezeichnen wir als OPT.

Beachte: Es existieren exponentiell viele Touren (ndmlich sogar (n—1)! viele),
durch reines kombinatorisches Ausprobieren lédsst dich also keine kiirzeste
Tour effizient ermitteln! R
Definition 13.2 (TSP — allgemeiner Fall). Betrachten wir G = K,
den gerichteten vollstindigen Graphen, so erhalten wir das allgemeine T'SP.
Im Folgenden soll allerdings nur der symmetrische Fall (mit Dreiecksunglei-
chung) betrachtet werden.

Definition 13.3 (TSP — mit Dreicksungleichung). Wir betrachten als
Subproblem zu TSPsymm. das TSP mit Dreiecksungleichung (TSP /\-Ungl.),

d.h. es gilt:
c({v,w}) < e({v,up) + c({u, w})
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fir alle u,v,w € V.

13.1 Algorithmus von Christofides

Algorithmus von Christofides fiir TSP A-Ungl.:
erechne (x minimum spanning tree) S in K, beziiglich c.
(1) Berechne (%) MST (mini panning ) S in K, beziiglich
(2) (a) Setze V' :={v €V | degg(v) ungerade }. (beachte: |V’| gerade)
(b) Berechne (k) ein perfektes Matching M mit minimalen Kosten zwi-
schen den Knoten aus V' in K, beziiglich c.
(c) Setze G' := (V, E(S)U M). (beachte: G’ kann Multigraph sein!)
(3) Berechne (x %) eine Euler-Tour R in G’, d.h. einen Kreis R, der jede
Kante in £’ := E(S) U M genau einmal durchléuft.

(4) Gewinne aus R durch Entfernen innerer Kreise (shortcut-Technik) eine
TSP-Tour T
Beispiel.

Kr: | Spannbaum S

Matching M

| TSP-Tour T

Satz 13.4. Der Algorithmus von Christofides terminiert in O(n®) Zeit und
liefert eine TSP-Tour T mit Approximationsgiite %, d.h. ¢(T) < % -OPT.

Beweis. (a) zu Terminierung und Laufzeit: Es gilt |V’| = 2k fiir ein k € N
(Anzahl der Knoten ungeraden Grades in Béumen ist gerade), da:

1
[E(S)| =5 D degs(V) €N
veV(S)

gerade
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Also existiert ein perfektes Matching der Knoten aus V’ in K,,. Kosten-
minimales perfektes Matching kann etwa mit dem Algorithmus von Ed-
monds (x*) in O(n?) berechnet werden (2.b).

Den MST in (1) finden wir etwa mit dem Algorithmus von Kruskal (%)
in O(nm) = O(n?).

Alle weiteren Schritten sind in O(n?). Damit erhalten wir eine Laufzeit
von O(n?), und der Algorithmus terminiert.

(b) zur Approximationsgiite: Sei Topr eine optimale TSP-Tour, also: ¢(Topt) =
OPT. Entfernen einer Kante aus Topr liefert einen spannenden Baum
Sopt mit Kosten ¢(Sopr) < ¢(Topr) = OPT. Also gilt fiir den MST S:
c(S) < e(Sopr) < OPT. Topr besucht alle Knoten, insbesondere die-
jenigen aus V. Finde Pfade py,...,po und vy, ..., v9 so, dass Topt =
V1P1 - . - Vo P2k (*) und V' = {’Ul, N ,ng}. M1 = {{Ul, ’Ug}, ey {ng_l, ng}}
und My := {{vg,v3}, ..., {vog, v1}} sind zwei perfekte Matchings von V.
Entfernt man in Topr (%) die Pfade pq,...,pox, so entsteht ein Kreis,
der abwechselnd M; und M, durchlduft. Wegen der Dreiecksungleichung
fir TSP A-Ungl. gilt: ¢(M;) + ¢(Msy) < ¢(Topr) = OPT, also 0.B.d.A.
¢(M;) < SOPT. Da M kostenminimal ist, folgt: ¢(M) < ¢(M;) < LOPT.

Es gilt nun fiir 7" und die Euler-Tour R nach Knostruktion und Dreiecks-
ungleichung: ¢(T') < ¢(R) = ¢(M) 4 ¢(S) < 1OPT 4+ OPT = 20PT. O

13.2 Insert-Heuristiken

Idee: Konstruiere eine Folge von Subtouren 77, ...,7,, wobei T;,; immer
genau einen Knoten mehr als T; besucht. Es wird in jedem Schritt nach einer
Heuristik der als néchstes einzufiigende Knoten w gewéhlt. Steht dieser fest,
so wird w moglichst kostengiinstig in die bestehende Subtour eingefiigt.

A Tz Xz Ti—&—l

- -
- -

Bezeichne den Kostenzuwachs durch das Einfiigen von w als

Ac(Ty, w) = min{(Ti) = e({u, v}) + c({u, w}) + c({w,v}) | {u,v} € Ti}.
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Wie wird w bestimmt?

(a) nearest-Insert: Wihle w so, dass d(T;,w) := min {c({v,w}) | v € T;}
minimiert wird. Bewiesene Giite: 2.

(b) farthest-Insert: Wihle w so, dass d(7}, w) maximiert wird. (Bisher kei-
ne bewiesene Giite, aber mindestens 2)

(c) cheapest-Insert: Wéhle w so, dass Ac(7;, w) minimiert wird. Bewiesene
Giite: 2.

In der Praxis hat sich farthest-Insert als effektivste Heuristik herausgestellt,
allerdings unbewiesen!

(d) alternativ: Verbesserungsheuristiken
e k-OPT, wobei k = 2 oder k = 3, iiblicherweise.

e weitere: Lin und Kernighan.

13.3 Approximationsschema von Arora

Definition 13.5 (Partitionsbdume). (i) Das kleinste Quadrat mit Null-
punkt als linke untere Ecke, welche die TSP-Instanz I C R%, enthélt
und eine Seitenléinge hat, die eine 2-er Potenz ist, heifit Bounding Box.
Die wird mit R(I) bezeichnet.

(i) Thre Seitenliinge bezeichnen wir mit L = L(I) = 2.

Wir zerlegen R in 4 kleinere Quadrate und fithren den Prozef3 solange durch,
bis die Seitenlénge der Quadrate < 1 ist. Da L 2-er Potenz, haben die klein-
sten Quadrate Seitenldnge genau 1.

Definition 13.6. Eine vertikale Gitterlinie ist eine Menge in R2, fiir die es
ein i € Ny gibt, so dass ihre Elemente alle z-Koordinate 7 haben. Analog ist
eine horizontale Gitterlinie definiert.

Die Menge der vertikalen bzw. horizontalen Gitterlinien bezeichnen wir mit
L, bzw. L, und setzen £ = L, U L.

Fir k € N, a,b € Ny sei L(k,a,b) die Menge aller vertikalen Gitterlinien
mit x-Koordinate der Form kj + a und aller horizontalen Gitterlinien mit
y-Koordinate der Form kj + b, j € Nj.

£ =£(1,0,0).

L(k,a,b) ist ein um (a, b) verschobenes Gitter mit Gitterlinienabstand k.
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0O.B.d.A liege kein Punkt aus I auf einer Gitterlinie.
Definition 13.7. Ein Partitionsbaum von R ist ein Quadrupel (@, E, qo, ¢),
wobei (@, F') ein Baum ist. ¢p € @ und ¢: @@ — P(R) mit den Eigenschaften:

a) ¢(q) =R

b) Es gilt (¢,¢) € E < ¢(q) 2 ¢(¢') und fiir alle p € Q aus ¢(p) D ¢(¢)
schon ¢(p) 2 ¢(q) folgt.

Es gibt a,b € Ny, so dass gilt

¢) Ordnen wir @ von ¢y als Wurzel ausgehend in Ebenen an, so gilt:
{¢(q) | q ist auf Ebene 7}

ist eine Pratition von R\ £(2!% a,b).

d) fiir alle ¢ € @ auf Ebene ¢ besteht ¢(q) aus der Vereinigung von einer oder
mehrerer Zusammenhangskomponenten von R\ £(2'7%, a,b). Wir nennen
®(q) auch den Bereich von ¢ und {¢(q) | ¢ € @} die Menge der Bereiche
des Partitionsbaums.

e) Ein kanonischer Partitionsbaum hat die Eigenschaft: ¢(q) ist ein Quadrat
fiir alle ¢ € Q.

Beispiel zur Def.:

[0k (053
I I /qo\
G Q@ @ 3 G Tiefe 1
—
Kantenlénge 4 q Tiefe 2

Definition 13.8 ((a,b)-Shifts). Seien a,b € [0, L] N Z. Unter dem (a,b)-
verschobenen Partitionsbaum P, verstehen wir einen Partitionsbaum, der
aus dem kanonischen durch Verdnderung von ¢ zu ¢, wie folgt hervorgeht:
Fiir jedes ¢ € @) definieren wir

Qus(@) = { (a+a mod Lb+y mod L) | (z,9) € 6(q)

TV
! y'
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Beispiel: L =4=22 a=0,b=2.¢y2(¢) ={z mod 4,2+y mod 4) | (z,y) € ¢(q) }

7

i

4

Proposition 13.9. P, ist wieder ein Partitionsbaum und Pyo = P.

O.B.d.A.: Abstand zwischen ¢,7 € [ soll mind. 8 sein und jedes Blatt des
Partitionsbaums enthélt hochstens ein @ € 1.

Definition 13.10. Der Grad einer Gitterlinie [ bezeichnet man mit deg(l). Ex
ist beziiglich eines Partitionsbaumes die minimale Ebene aller angrenzenden
Bereiche.

Definition 13.11. Ein Salesman-Pfad ist ein geschlossener Polygonzug in
R2, der alle Punkte von I besucht.

Definition 13.12. Ist m € N und F,; ein Partitionsbaum, so bezeichnen wir
mit einer m-reguldren Menge von Portalen fiir P, eine m elementige Menge
von Punken, die alle auf den Seiten der Quadrate liegen, jedes Quadrat in
seinen Ecken ein Portal hat, und diese gleichméfig verteilt sind.

Beispiel zur Def.:

Definition 13.13. Seien m,r € N, FP,; und eine m-reguldre Menge von
Portalen fiir P, ;, gegeben. Ein Salesman-Pfad heifit (m, r)-leicht, wenn er die
Seiten eines jeden Bereiches von P,; hochstens r mal passiert und das stets
nur in einem Portal.

Satz 13.14. Seien a,b € [0, L)NZ zufillig gewdhlt. Dann gilt mit Wkeit min-
destens % : Es gibt einen (m,r)-leichten Salesman-Pfad, wobeim = O(clog L),
r = 0O(c), ¢ > 0 eine bel. Konstante, dessen Linge hichstens (1 + 2)OPT
15t.

Lemma 13.15 (Patching Lemma). Es gibt eine Konstante g > 0, so dass
folgendes qilt: Ist S eine Strecke der Ldinge s und ist m eine geschlossene
Kurve, die S wenigstens dreimal kreuzt. Dann findet man Teilsticke von
S mit Gesamtlinge hichstens gs, deren Hinzufiigen zu 7 eine geschlossene
Kurve 7' ergibt, die S hochstens zweimal schneidet.

Definition 13.16. Sei 7 ein Polygonzug in R? und [ € £ eine Gitterlinie.
Dann bezeichne t(7,1) wie oft 7 die Gitterlinie [ schneidet.
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Lemma 13.17. Sei 7 eine optimale TSP-Tour der Ldinge T'. Dann gilt:

D t(m )+ ) t(w 1) < 2T

lely lely

Generalannahme: Punkte aus I mindestens 4 voneinander entfernt.

Beweis des Struktursatzes. Sei g die Konstante aus Lemma 13.12, sei s :=
max{12gc, 15}, r := s + 8, wihle m > 2slog L. Sei m eine optimale TSP-
Tour. Wir é&ndern 7 so ab, dass sie beziiglich F,;, mit gewissen a,b, ein
(m, r)-leichter Salesmanpfad wird. Dazu:

1. Schritt: Reduziere Anzahl der Kreuzungen von 7 an Gitterlinien (mit dem
Patchinglemma).

2. Schritt: Erzwinge Durchgang nur duch Portale.

Wir haben L Gitterlinien sowie 2¢ vom Grad i. Fiir eine Gitterlinie [ vom
Grad ¢ =1,...,log L, gilt:

Prldeg(l) = i] = — (1)
Bei einer Gitterlinie vom Grad ¢ betrachte die Teilstiicke zwischen den y-
Koordinaten b + p& und b+ (p+ 1)&, p=0,...,2" — 1.

Algorithmus Modify

Eingabe: Gitterlinie [ vom Grad ¢.
Ausgabe: Modifizierter Salesmanpfad.

Von j=logL bis j=1 fuehre aus:
Von p=0 bis p=2°—1 fuehre aus:
Falls das Liniensegment zwischen den y—Koordinaten
b+pLk und b+ (p+1)%
von m mehr als s mal ueberschritten wird, so
reduziere die Anzahl der Schnitt mit Patching—Lemma zu 4.

Fragen:
a) Um wieviel verlingert Modify die Tour?

b) Wie wirkt sich die Modifikation auf die Gesatzahl der Uberschreitungen
aus?
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zu a) Sei Aq(l,4) der Langenzuwachs, der durch Anwenden von Modify mit
Eingabe [ und ¢ ensteht. Sei ¢;; die Anzahl der Anwendungen des
Pathching-Lemma in Modify auf [ in Iteration j der &usseren For-

Schleife. )
7T7
ch]_ 3’ A(L, 1) <chjg (2)
7>1 j>t
L
E(A (1, deg(l))) = Y Pr(deg(l) =] - Ay(1,i) <> = Zc,jgg
i>1 , i>1 j>1
:%Z,Claiml Claim2
<oy a2 =g, Y2
i>1 j>i j i<j
i1 ) Claim?2 t(m. |
<oXa Y <Y, L 10
j>1 i=0 j>1
——
<2,geom.Reihe
Also

Lemmal3.14 4
S OE(A(Ldeg(l)) < gS-T.
S_

lel

zu b) Sei Ay(l,7) der Langenzuwachs, der durch Schritt 2 an Gitterlinie [
vom Grad ¢ entsteht. Es gilt
t(m, 1)
2s

E(As(l, deg(l))) <

Damit:

E(Al) = E(AD) + E(Agl) < zgt;TD L HmD 3t D)

2s S
Sei Am der Gesamtlangenzuwachs:

=Y E(Al) =Y E(Al)+ Y E(Al)

lel lely, lely

_38g<z D+t 7Tl><—T— 2. opT

lely, lely

~
<2T,Lemmal3.14
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Markow-Ungleichung:

PriX >t < @

Mit ¢t = 2E(X) = Pr[X > E(X)] < . 0

Satz 13.18. Die Konsturktion einer optimalen (m,r)-leichten Salesmantour
kann in Zeit O(N(m+2)% (4r)17(4r)1?), wobei N die # des in q verwurzelten
Tailbaumes des Partitionsbaumes ist, durchgefiihrt werden.

Satz 13.19 (Arora 1996). Mit Wkeit mindestens 3 kann eine TSP-Tour

der Linge < (1 + €)OPT konstruiert werden, in Laufzeit O(no(%)).

14 Steinerbiaume

Steinerbdume sind Netzwerke, die eine gegebene Punktmenge ldngen-minimal
verbinden.

Definition (SP in RY). Gegeben P C R? |P| < oo, sowie S C R4, |S] < oo.
Ein Steinerbaum T fiir P mit Steinerpunktmenge S ist ein Baum in R? fiir
PUS.

Problem (SP in RY). Gegeben P, finde S, so dass der Steinerbaum fiir P
mit Steinermenge S minimale Lénge hat.

Beispiel.

MST fiir {1,293}

Steinerbaum minimaler Léange

SP in Graphen:

Definition 14.1. Sei G = (V, E) ein Graph mit ausgezeichneter Menge
T C V, sogenannte Terminalmenge. Ein Subgraph B = (V(B), E(B)) von G
heisst Steinerbaum fiir T', falls

(i) B ist ein Baum in G mit 7' C V(B).
(ii) Jedes Blatt von B ist ein Terminal, d.h. aus 7.
(iii) Die Elemente von S = V(B) \ T heissen Steinerknoten.

Sei l: E — Qg eine Lingen- oder Kostenfunktion. Fiiv E' C F sei [(E') =
> ecr l(e) die sogenannte Linge von E'.

Ein Steinerbaum B fiir T' mit minimaler Léange heisst steinerminimaler Baum.
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Problem 14.2 (SPG). Eingabe: G = (V,E), I, T CV, ke Qf.
Frage: Gibt es einen Steinerbaum B fur 7' mit [(B) < k?

Zugehoriges Optimierungsproblem besteht darin einen steinerminimalen Baum
fiir T zu berechnen.
Beispiel. °

T

® Terminale

O Steinerknoten

G=(V,E)

e VLSI-Design
Logikchip:
— ca. 1 Mio — 10 Mio Transistoren
— ca. b Mio — 50 Mio Netze
quasioptimale Verdrahtungen haben Gesamtlinge von 15 — 60m
— Taktzeiten ca. 1 — 3ns

Entwicklungszeiten:
Physical Layout ca. 5 — 6 Monate oder 1 Jahr
Logical Layout, Test mehr als 6 Monate

[Bedeutung der Steinerbaum-Probleme liegt im VLSI-Design]
Satz 14.3. SPG und SP in R? ist NP-vollstindig.

Lénge MST
Liange steinermin. Baum *

a) Vermutung p(R?) = \/lg (Gilbert, Pollack 1966)
Bewiesen durch Du, Hwang (1992)

Sei p =

b) p(Graphen) < 2. In den letzen 15 Jahren grofie Fortschritte hin zu p(Graphen) <
1.5.
Untere Schranke der Nicht-Approximierbarkeit: p > 1.0074 (unter An-
nahme der Form P # NP)
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KMB-Algorithmus (Kou, Markowsky, Berman)

Definition 14.4. Sei G = (V, F) ein Graph und 7' C V, sowie I: E — Qg
gegeben. Der Distanzgraph G fiir T ist der vollstandige Graph iiber T', wobei
die Kanten (z,y), z,y € T, die Lénge lr(z,y) haben, und Ir(x,y) ist die
Lange des kiirzesten Weges von x nach y in G.

Idee: G — Gr MaT Br o B} Subgraph in G Fraeuge, Baum B, B ist ein

Steinerbaum fiir 7.

G Gr
@

Lemma 14.5. Sei Bopr €in steinerminimaler Baum fir T in G und sei Br
der MST in Gr. Sei b die Anzahl der Blditter von Br. Dann gilt [(Br) <

2(1 — HYI(Bopr).

Beweis. Wir betrachten Bopr hilfsweise in der Ebene, etwa: Sei R eine Bopr
einschlieflende Tour, dann [(R) = 2I(Bopt). Sei R* erzeugt durch Entfernen
des lingsten Tourstrichs aus R, das zwei Terminale verbindet. Damit: [(R) —

I(R*) > @. Also I(R*) < I(R) + @ = 2(1+ 3)I(Bopr). R* induziert einen

spannenden Baum B* fiir T'. Also: I(Br) < [(B*) < I(R"). O

Algorithmus KMB

Bestimme Gr, I
Bestimme MST Br in Gr
By induziert in G einen Subgraphen B},

Bestimme MST B fiir B}

AR R

Erzeuge aus B}* einen Steinerbaum Byyp durch sukzessives Loschen
von Kanten, die zu Blattern gehoren, die keine Terminale sind.
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Beispiel.

Satz 14.6. Der KMS-Algorithmus berechnet Bxys in Zeit O(|T|n?) und es
gilt I(Bxms) < 2(1 — §)I(Bopr), (b= Anzahl der Blitter in Bopr)

Beweis. Giitegarantie liefert Lemma 14.5.

Laufzeit:

1. O(|T|n?)

Tt = W N
/‘\/\/G\/‘\/‘\
S
N~—

G=(V,E\,I)

T =V \ oo}

Also: (MST(T)) = (2—€)(k—1)
I(SMT(T)) =k

Also

Exkurs: Hypergraphen

Ein Hypergraph H = (V,E) besteht aus einer endlichen Menge V und & C
P (V). Die Elemente aus £ heissen Hyperkanten.
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H ist ein Graph, gdw. |E| = 2 fiir alle £ € €.

Ein u-v-Pfad in ‘H der Lénge [ > 2 ist eine Folge x1,e1,...,2;, €, 2111 von
Knoten z; € V mit ; = w und x;,7; = v und Kanten e; € £, so dass die z;
verschieden sind, die e; verschieden sind und x; € ey, ;41 € €, x; € e;_1Ne;
fir allet =2,...,1.

Ein Kreis der Lange [ > 2 in H ist ein Pfad xy,eq,...,2;_1,€_1,2; mit der
zusatzlichen Eigenschaft, dass £ und z; in einer Kante ¢; enthalten sind, die
verschieden ist von ey, ..., e;_1.

Beispiel. Kreis der Lénge 4:

Kreis der Lange 2:

In Graphen ist kleinster Kreis der K3, wihrend es in Hypergraphen Kreise
der Léange 2 gibt.

Ein Hypergraph H ist zusammenhdngend, wenn fiir jedes Paar u,v € V ein
u-v-Pfad in ‘H existiert.

Ein Hypergraph H ist ein Baum, wenn er zusammenhéingend ist und keinen
Kreis enthélt.

Ein aufspannender Baum ist ein Subhypergraph G von H mit G = (V(G), £(G)),
so dass V(G) =V und G ein Baum ist.

Jeder zusammenhédngende Graph enthélt einen aufspannenden Baum, aber
ein Hypergraph, der ein 2-Kreis ist, enthélt keinen aufspannenden Baum.

Ein r-uniformer Hypergraph besitzt nur Hyperkanten der Kardinalitat 7.
(~ Ein Graph ist ein 2-uniformer Hypergraph)

Ein Hypergraph ist k-reguldr, wenn in jedem Knoten genau k& Hyperkanten
inzident sind.

Ein r-beschrinkter Hypergraph besitzt nur Kanten der Kardinalitdt < r.
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Sei w: &€ — R. Fiir & C £ ist w(&') := Y pee w(E) das Gewicht von &'

mst(H) ist das Gewicht eines aufspannenden Baumes in H mit minimalem
Gewicht, fall existent. Falls kein aufspannender Baum existiert, setzen wir
mst(H) = oo.

Sei G = (V, E), | Langenfunktion und K C V Terminalmenge eine Instanz
des Steinerbaumproblems.

Definiere einen r-beschriankten, r > 2, Hypergraphen H,.(K, &, 1,.): &, ist die
Menge aller Teilmengen von K der Grofle < r. Fiir eine Kante E € &, sei
[.(F):=smt(E) (in G; smt ist die Lange des minimalen Steinerbaumes).

H, = H,.(G) heisst der r-Distanzhypergraph von G.
Es gilt: Ha(G) = Gp der Distanzgraph von G.

Wir schreiben: mst,(G) := mst(H,(G)).
Proposition 14.7. Es gilt mst,.(G) > smt(G) fir alle r.

Beweis. Sei T ein MST in H,(G). Fiir jede Kante E in T sei Tg ein stei-
nerminimaler Baum fiir £ in G. Da T spannender Baum in H,(G) ist, gilt:
S = Ug kante m 7 L& 18t ein Subgraph von G, zusammenhéngend, der alle

Knoten von K (Terminalmenge von G) enthélt.
Also: mst,.(G) > smt(G). O

Frage: Kann man Proposition 14.7 auch in umgekehrter Richtung beweisen,
d.h. gilt mst,(G) < a - smt(G), o > 07

Proposition 14.8. Seir eine feste Konstante > 0. Gegeben G, | und K, der
Hypergraph H,(G) lisst sich in Zeit O(n?logn+nm+k""n?) berechnen, k =
|K|. Ist T ein spannender Baum von H,(G), dann ldsst sich ein Steinerbaum
S fir K in G mit I(S) < 1.(T) in O(n3) Zeit berechnen.

Beweis. Anzahl der r-Teilmengen von K ist > . _, (]j) < k™ Fiir jede die-
ser Teilmengen berechnet man einen steinerminimalen Baum, z.B. mit ei-
nem Enumerationsalgorithmus (Dreyful/Wagner-Algorithmus) in Laufzeit
O(n*logn + nm + k™n?). O(n*logn + nm) wird benétigt, um alle kiir-
zesten Wege zwischen zwei Knoten zu berechnen. O(k™"'n?) wird bei der
Enumeration, um den Steinerbaum auf k& Knoten zu berechnen, benétigt.

Berechne fiir jedes T; eines steinerminimalen Baumes S;  [(S;) = [.(T;).
Betrachte Subgraphen S = (J;_, S;. Wir wissen, dass S’ zusammenhéngend
ist und es gilt [(S”) < I.(T), nach Proposition 14.7.
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Konstruiere in S’ einen MST und danach einen Steinerbaum S mit [(S) <
1.(T). O

pr 1= SUpPg, %((GG)); G = (V, E) Graph, I: E — Q7 Lingenfunktion.

Nach Proposition 14.7: p, > 1.
Satz 14.9. Seir >2, r=2°4+1¢,0<t<2° s & N. Dann gilt
(s+1)2°+¢

s2s +t

Beispiel.

r ‘2 3 4 5 6 7 8§ 16 32 64
pr‘2 1.67 15 144 14 136 1.33

15 Mehrgiiterfliisse

15.1 Fraktionale und ganzzahlige Mehrgiiterfliisse

Sei G = (V, E) ein Graph, n = |V|, m = |E| und ¢: E — Qf eine Ka-
pazitiatsfunktion. Es seien (s1,%1),. .., (S, tx) Quellen-Senken-Paare, k € N
gegeben, s;,t; € V fiir alle .

Man notiert d; = (s;,t;) als Gut (commodity),i =1,...,k.SeiD ={d; |i=1,...

Ferner haben wir eine Nachfragefunktion (demand function) r: D — Qg .

r(d;) gibt die Menge des i-ten Guts an, das von s; nach ¢; in G zu transpor-
tieren ist.

Sei T' die Menge der Quellen und Senken. Sei H = (T, D,r) der sogenannte
Demand-Graph. Eine Instanz ist durch (G, H) gegeben.

Wir spezifizieren, was Mehrgiiterfliie sind: Fiir jedes d € D sei o4 eine
Orientierung der Kanten von G und Ny = (V, Ay) sei das so entstehende
Netzwerk. Fiir d € D sei F(d) ein s-t-Fluss in G, d = (s, t).

(F(d))gep heiBt Mehrgiiterfluss.

(F(d))aep heifit ganzzahliger (bzw. 0/1) Fluss, wenn jeder der Fliisse F(d)
ganzzahlige (bzw. 0/1) Werte auf den Kanten hat.

(F(d))dep heiBt zuldssig beziiglich ¢ (bzw. r), wenn die Summe aller Fliisse
iiber einer Kante e € E hochstens c(e) ist, fiir alle e € E' (bzw. der Wert des
Flusses F'(d) mindestens r(d) ist fiir alle d € D).
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Definition 15.1 (Mehrgiiterflussprobleme, Fraktional).

(i) (Demand-Version) Finde einen Mehrgiiterfluss fur (G, H, ¢, r), wenn ei-
ne solcher existiert.

(ii) (Max-Version) Finde einen Mehrgiiterfluss fiir (G, H, ¢) mit maximalem
Wert v =, v(F(d)).
Die ganzahlige (bzw. 0/1) Version der obigen Probleme ist kanonisch.

Komplexitit: Die ganzzahlige Demand-Version ist, schon fiir £ = 2, NP-
vollstandig. Die ganzzahlige Max-Version ist NP-schwer.

Mit LP lésst sich das fraktionale Problem optimal 16sen.

Man kann aus einer LP-Losung, die uns F(d), d € D gibt eine Flusspfadmen-
ge konstruieren, P(d) = { P, ..., Fiq}, P; sind (s,t)-Pfade, wobei auf P; ein
Fluss mit Wert A(P;) transportiert wird. In der Demand-Version (bzw. Max-
Version) gilt 3 pepig A(P) = 7(d) (bzw. 34 p D pep@y AMP) = OPT(LP)).

Man kann zeigen, dass Pfadflussversion < LP-Version.

15.2 Ein %-Faktor Approximationsalgorithmus fiir Biau-
me

Wir betrachten das Max-Problem, wenn G = (V, E) ein Baum ist.

e Quellen/Senken

Sei I = [k]. Fiir (s;,t;) sei P; der s;-t;-Pfad in G. Sei ¢; die charakteristische
Funktion von P, d.h. ¢;: E — {0,1}, ¢i(e) =1 < e € P,
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Rationales Maximierungsproblem:

(P")
k
maXZfi

k
Z figi(e) < c(e) fur allee € E
i=1

fi>0furalleiel

(Flussproblem)

Duales Problem:

(D7)
min Z cle)d,

k
Zqi(e)de >1fiiralleie

eckE
d. >0firalleec F

(Multicut-Problem)

Seien (P) und (D) die ganzzahligen Versionen von (P*) und (D*). Seien
Fopr, Mopr, F*, M* die Werte der Optima von (P), (D), (P*) und (D*).

Nach dem Dualitédtssatz der linearen Programmierung gilt F™* = M™*. Also
Fopr < F* = M* < Mopr.

a) Primale Schlupfbedingung: f; >0 = pd.=1fiirallei=1,... k.
b) Duale Schlupfbedingung: d; > 0 = > =1, & f; = c(e) fiir alle e € E.

ech;
a) und b) sind fiir (P*) und (D*) erfiillt. (Satz vom Komplementéaren Schlupf).

Was passiert, wenn a) und b) auch fiir (P) und (D) erfiillt sind?

Seien f1,..., fx, de, € € F Losungen von (P) und (D), die a) und b) erfiillen.
Seien F' und M die Werte der Losungen.

Es gilt: M = Mopr = Fopr = F.
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Sieht man iiber Mopr = F. <:> F < Fopr < Mopt < M)

G = (V,E) Baum, (s;,t;), i = 1,...,k, ¢: E — Qf Kapazititen. Suchen
Multiflow (= Mehrgiiterfluss) mit maximalem Wert.

Wenn primale und duale Schlupfbedingungen fiir einen Multiflow F und einen
Multicut M gelten, so gilt F' = M (F = Wert von F, M = Wert von M),
sowie MOPT = M, FOPT =F.

Proposition 15.2. Gelte

a) Zle fiqi(e) = c(e) fir alle e € E mit d. > 0 und
b) 1<) cpdegi(e) <2 fiirallei =1,...,k mit f; > 0.
Dann gilt fir die zugehiorigen Fluss- bzw. Multicutwerte F' und M :

F>1

> §'FOPT und M < 2- Mopr.

Beweis. Es gilt

_—
Fopr < F* "S5 M* < Mopr < M =) dec(e)

= Z de (Z fz'%‘(@)

eckE
k
= Z fi (Z de%(@)
=1 ecl
<2 wegen b)

k
< 2Zfi = 2F < 2Fopr < 2Mopr.
i—1
Also

F Z 'FOPT und M S 2'MOPT-

N | —

Algorithmus Flowcut (von Garg, Yannakakis und Vazirani)

1. Wahle r € V als Wurzel.
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2. Phase 1: Flusskonstruktion

Wir gehen von den Bléttern von G zur Wurzel r und routen dabei
soviel Fluss wie moglich.

Iteration: Fiir die Level | = [ax, lnax — 1, ..., 0.

Seiv € V ein Knoten im aktuellen Level [. Fiir jedes Quellen/Senken-
Paar (s;,t;) im Teilbaum T, (mit Wurzel v) schicke iiber den Pfad
P; soviel Flul wie moglich, dabei ist die Reihenfolge, in der ver-
schiedene Quellen/Senken-Paar in T, bedient werden beliebig.

Sei F der so erzeugte Fluss mit Teilflusswerten f; und Gesamtflusswert
k
F=>f

3. Sei ), die Menge der ein Teilbaum T, saturierten Kanten. Sei I, die
Menge der Quellen/Senken-Paare in T,,.

4. Phase 2: Multicutkonstruktion.

In dieser Phase gehen wir von der Wurzel zu den Bléttern, level-
weise und wahlen saturierte Kante fiir den Multicut wie folgt:

Iteration: Fiir [ =0, ..., . fiihre aus:

Ist [ das aktuelle Level und v € V mit I(v) = [, so wihle e €

LIM (v) (siehe Definition unten) genau dann, wenn keine Kante

auf dem Pfad von e nach v schon gewéhlt wurde. Sei M die Menge

der gewdhlten Kanten und M sei die Kapazitdat von M.
Definition. Eine Kante e € (), heisst Topkante, wenn e keine Vorginger-
kante in (), besitzt.

Wir definieren LIM (v) als die Kardinalitdtsmaximale Menge von Topkanten
aus (), und nenen sie Grenzkantenmenge.
Beispiel.

v

e1, eo saturiert in T,
el ey ist Topkante

€2

Lemma 15.3. Sei M' =, ., LIM (v).

veV
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(i) M' und M (das vom Algorithmus gelieferte) bilden jeweils einen Mul-

ticut.

(ii) Sei P ein s;-t;-Flusspfad und T, der Teilbaum mit gréfitem Level I(v),

der s; und t; enthdlt. Seiw € V- mit LIM(u) N E(P) # (0 (E(P) ist die
Menge der Kanten in P). Dann ist u eine Vorgingerknoten von v.

(iii) Ist w € V' ein Vorgingerknoten von v € V, dann ist keine Kante aus

LIM (v) Vorgingerkante einer Kante aus LIM (u).

Beweis. (i) M" := [, ey Qv ist ein Multicut. Da M’ Topkanten enthalt,

(iii)

ist auch M’ ein Multicut.

Annahme: M ist kein Multicut. Dann gibt es s; und t;, so dass P, M
nicht passiert. Da M’ Multicut ist, gibt es ein v € V mit E(FP;) N
LIM(v) # 0, d.h. es gibt eine Kante e € LIM(v), die saturiert ist
und auf P; liegt. Wegen der Annahme gilt, e ¢ M. Es folgt, dass es
eine saturierte Vorgéngerkante ¢/ € E(P;) gibt, die in Phase 2 zu M
hinzugenommen wurde. Widerspruch zur Annahme.

Annahme: u ist kein Vorgéngerknoten von v. Es folgt, dass u in Phase
1 vor v betrachtet wurde. Ausserdem wurde e € LIM N E(P) durch
irgendeinen s;-t;-Fluss, j # i, saturiert (in 7,,). Widerspruch zu P s;-
t;-Flusspfad.

Annahme: Es gibt eine Kante e € LIM (v), die Vorgéngerkante einer
Kante ¢’ € LIM (u) ist. Zum Zeitpunkt, wenn T, betrachtet wird, wird
e saturiert. Da ¢ € LIM(u) und u Vorginger von v, wird €’ spéter

als e saturiert. Widerspruch, da e’ nicht spéter als e saturiert werden
kann. ]

Lemma 15.4. Fir (s;,t;) sei T, der Teilbaum, der s; und t; enthdlt und
mazimales Level [(v) besitzt. Dann gilt, M enthdilt hochstens zwei Kanten
von P; fir jedes i =1,...,k.

Beweis. Annahme: Es existiert ein i, so dass M drei Kanten von P; ent-
hélt (0.B.d.A.). e, € und €” seien diese Kanten. Dann gibt es z,y € V| so
dass e € LIM(x) und € € LIM(y). Mit Lemma 15.3 (iii) folgt, dass = ein
Vorgéngerknoten von y ist. Ferner folgt mit Lemma 15.3 (ii), dass = und
y Vorgangerknoten von v sind. Widerspruch dazu, dass € gewihlt wurde,
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obwohl e schon gewéhlt wurde.

]

Satz 15.5 (Garg, Vazirani, Yannakakis 1994). Flowcut terminiert in
Zeit O(n) und es gilt F' > % - Fopr und M < 2 - Mopr.

Bewers. Lemma 15.4 und Proposition 15.2. 0

16 Packen und Uberdecken in Hypergraphen

16.1 Chernoff-Hoeftfding-Ungleichungen

Esseinen Xy, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit ay < X < by, ag, by €
R fir alle k. Weiterhin sei X = > | X; und E(X) der Erwartungswert von
X.

Satz 16.1 (Hoeffding, 1964). Fiir jedest > 0 gilt,

+2

(i) Pr[X —E(X) >t] < e und

+2
(ii) Pr[X —E(X) < —t] < e e,
wobei ¢ =Y 1 (b — ax)?.
Korollar 16.2 (Chernoff-Ungleichung). Fiiray = 0,b, = 1 fiir alle k gilt
fiir jedes t > 0,

2

(i) PriX —E(X) > ] < e v und

_ 2t2

(ii) Pr[X —E(X) < —t] < e *r.
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1 I
A Il
T T

E(X)—t E(X) E(X)+¢

Falls man fiir die Large-Deviation in ¢ expotentielles Abfallen hat, so sagt
man, die Zufallsvariable X ist scharf um den Erwartungswert konzentriert.
Man hat hier jeweils von E(X) & ¢ eine Verteilung, die eine Dichte der Form
~ ¢~ also dhnlich der Dichte der GauBverteilung besitzt.

Konsequenz: Die Zufallsvariable X ist “gut” mit dem Erwartungswert “iden-
tifizierbar”.

Vergleich mit Markow-Ungleichung':

EX)+1 1+l 144 ’

PrlX > E(X) +1 <

fir p := E(Xy), Xy € {0,1}.

Satz 16.3 (Angluin-Valiant-Ungleichung). Seien Xi,..., X, unabhdn-
gige Zufallsvariablen mit 0 < Xj, < 1 und E(Xy) = px, 0 < pp < 1, fir alle
k. Sei 8 € (0,1]. Dann gilt

B2E(X)

(i) PriX > (1+P)E(X)] <e 3 und

B2E(X)

(ii) PrlX < (1 - DE(X)] < e

Der Vorteil von Satz 16.3 gegeniiber Satz 16.2 ist eine bessere obere Schranke
fir E(X) < n.

_258%E(x)?

Mit Chernoff: ¢t = SE(X), also Pr[X > (1+ B)E(X)] <e ™ =

2E(X)* _E(X) 6 _ 1
n 3 n  E(X)

s
|
A\
8
=
=
A\

Die Giite der Hoeffding-Ungleichung (Satz 16.1) héngt von der Grofie von
=31 (by — ax)?, d.h. von den |by — a| ab.

—

'Markow-Ungleichung: Pr[X > \] < E(f



16.2 Matching in Hypergraphen

Sei H = (V,€) ein Hypergraph mit |V| = n, || = m. Eine Teilmenge der
Kantenmenge £ C & heisst k-Matching in H, wenn in jedem v € V hochstens
k Kanten aus £ inzident sind. Fiir £ = 1 spricht man von einem Matching.

Falls ‘H ein Graph ist, hat man den bekannten Matchingbegriff aus der Gra-
phentheorie.
Beispiel.

>

Problem (Maximum-ki-Matching). Problem: Gegeben eine Gewichtsfunk-
tion w: £ — [0,1] N Q. Finde ein k-Matching M C £ in ‘H mit maximalem
Gewicht w(M).

Die Entscheidungsversion des Problems ist NP-hart, schon fiir den Fall, dass
|E| =3 fir alle £ € £ und k = 1.
Problem (ILP). Sei A = (ai)ice jev die Inzidenzmatrix von H, d.h.

1 je€q
a; ; =
7 0 sonst

fiir alle 1, 7.

m
max E w; X;
i=1

Y aXi<k VjeV
i=1
X; € {0,1} Viel
Beziehung: (ILP) < Maximum-k-Matching.
E={ief|X;, =1} dann ) w,X; = w(&).
(LP) ist die Relaxierung von (ILP) mit X; € [0,1] N Q fiir alle 4.

(LP) ist (z.B. mit Ellipsoidalgorithmus) optimal lsbar. Sei y = (y1,. .., Ym)
eine optimale Losung von (LP). Sei OPT* = > w;y;, sowie OPT der Wert
einer optimalen Losung von (ILP). Dann gilt, OPT* > OPT.
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y=(Y1,--,Ym), 0 <y; <1 fiir alle i.
Rundungsmdéglichkeiten:

a) Kaufménnisches (naives) Runden:

i
v
N =N =

&
A\

Damit erhalten wir M = {i | X;} C &. Leider ist M im Allgemeinen kein
k-Matching und w(M) kann beliebig weit von OPT entfernt sein.

b) Randomisiertes Runden:

x; = 1 mit W’keit y;,
x; = 0 mit Wkeit (1 — ;)

fiir alle ¢+ unabhéngig.

Algorithmus Randomisiertes Runden

Waehle €€ (0,1).
Fuer i=1,...,m fuehre unabhaengig aus:
X; =1 mit Wkeit (1-35)y

X; =0 mit Wkeit 1—(1- %)y
Lemma 16.4. (i) E(X, wX;) = (1 — £)OPT* > (1 — §)OPT.

Beweis. (i)

E(Y_wiXy) = ) wiE(X) = D will — 3y,

=1

€ — € N
=(1- 5) Zwi%’ =(1- §)OPT
i=1
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E(Z a;j X Zau Zai,j(l - %)yz
i=1 =1

da y Losung des LP ist.
]

Frage: Mit welcher W’keit gilt: >~ w; X; > oOPT und ) a; ; X; < k fiir alle
J?
Satz 16.5. Sei k > 1—3 In(4n). Der Algorithmus Randomisiertes Runden be-

rechnet in Polynomieller Zez't ein k-Matching M in H, so dass mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 5 gilt, w(M) > (1 — €)OPT.

Beweis. Polynomielle Laufzeit ist klar.

Es gilt dann M = {i € £ | X; = 1}. Wir zeigen nun
a) Pr[3j e V: 3" ai;X; > k] < 1

b) Pr>" wiX; < (1 —€)OPT] < 1.

Daraus folgt dann, dass

Pr[izm; w; X; > (1 —¢)OPT und iaiﬁin <kVj>1- (;l + %1) = %
zu a) Sei j € V beliebig.
Pr[i a X > HTE Pr[i a;,; X; > (1+6)(1— %)k].
i=1 =1
Aus Lemma 16.4 folgt, (> a;;X;) < (1 — 5)k. Also
Pr[i a;; X > (1+5)(1—§)k] < Pr[i a;,; X; > (1+5)E(§m: a;,; X,)).
i=1 i=1 i=1
O0.B.d.A. gilt E(3 a;;X;) = (1 — 5)k. Dann gilt
Za”X > (14 p)E Za” < BQE(E;MX” = e’w
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Angluin—Valiant |
<

PI‘[H] : ZamXi > k] = PI‘[U : Zai’in > ]f]
J
< ZPI[Z@ X > k] < in = 1
> — 1,7 <31 = n 4
<in
zu b) Ubung. O

Offene Probleme

1. k< O(g)?

2. Gibt es einen randomisierten Algorithmus, der ein perfektes Matching
in einem Hypergraphen minimalen Gewichtes findet? Fiir Graphen: Ja!

Wir beweisen die Hoeffding-Ungleichung.

. o

Pr[z Xe>p+ A <e SRy e—er)®
k=1

- 22

PI‘[Z X < w—= /\] <e Eg:l(bk*%)zj
k=1

fir p =E( Xi). (X1,...,X, unabhéngige Zufallsvariablen mit a; < Xj, <
br).

Lemma 16.6. Sei X eine Zufallsvariable mit a < X < b und E(X) = 0.
Dann gilt fiir jedes h > 0:

E(th) < esh?(b—a)*

eMX heisst Moment-erzeugende Funktion von X.

h? R
hX _ n 2 o !
et =14+h X 6+ X + + X +...

2 g
1. Moment 2. Moment l-tes Moment
hX h2 2
E(e ):1+hE(X)+§IE(X )+ ...
~ ehIE‘,(X)
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Beweis. % b X
— a —
X = b .
b—a * b—a
Da exp konvex ist gilt (fiir konvexes f gilt: f(aa+ (1 —a)b) < af(a)+ (1 —

a) f(b))

thSX_aehb_’_b_Xeha
b—a b—a
Also
E(ehX) < — @ hb ha _ _f(y)
(€)= b—a’ +b—a6 c
fir f(y) = —py +In(l —p+pe¥), p = —3%, y = (b — a)h. Taylorentwicklung
von f:
J'(0 J"(¢
fly) = f(0) + i)er 2(,>y2

fiir gewisses ¢ € [0, y]. Wir bilden die Ableitung von f:

T

roN pe
fl@)=—p+———7 -
Es gilt
f(0)=f(0)=0

Die zweite Ableitung von f ist:

" . p(l _p)ez
P = v a—per

Wenn f”(¢) < 1, dann folgt die Behauptung.

Wir wollen haben, dass

K-V < 1
(k+v)2~ 4

1
& Ky < zl(fi+y)2

S VeV < K;—V.

Dies gilt, da das geometrische Mittel hochstens so grof ist wie das arith-
metische Mittel. Fiir £ = p und v = (1 — p)e® folgt dann, dass f"(¢) < %
ist. [
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Beweis der Hoeffding-Ungleichung. Sy, := Y ,_; Xk.

Markow-Ungl.

P Xp 2 p+ N =PrfS, Zp+ A < e ME(HEM),

Behauptung:
E(eh(snﬂl)) < el Xk—1 (br—ak)?
Falls die Behauptung gilt, haben wir

o geeignetes h —2x2

PrfY " X > o4 X] < e M Een ST omate

Zur Behauptung:

E (eh(Sn—u)) —F (eh[Xl—E(Xl))+(X2—E(Xz))+~"+(Xn—E(Xn))])

o) (H eh(Xk_E(Xk))>

k=1
X; unabh HE (X, —E(X}) ))

Lemma 16.5
< 1h2 > k=1 (br— ak)

17 Uberdeckungen in Hypergraphen

Sei H = (V, &) ein Hypergraph mit n = |V|, m = |£|. Sei w: V — Q{ eine
Kostenfunktion. Fasse w auch als Vektor aus (Qf)" auf.

Definition 17.1. Ein Vertez-Cover (Hitting-Set) in H ist eine Menge X C
V, so dass jede Hyperkante aus £ in X inzidiert. Die Kosten (oder Gewicht)
w(X) sind die Summe ) w(v).

Problem 17.2 (Vertex-Cover in Hypergraphen). Eingabe: H = (V,€),
w

Gesucht: Ein Vertex-Cover von H mit minimalem Gewicht, das mit 7(H)
bezeichnet wird.

Aus Kombinatorischer Optimierung I wissen wir, dass wenn H ein bipartiter
Graph ist, dann ist das Problem in P, und fiir den ungewichteten Fall (w = 1)
gilt v(H) = 7(H).
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Fiir w = 1 heisst 7(H) die Uberdeckungszahl (oder auch blocking oder cove-
ring number) von H.

In allgemeinen Graphen ist das Vertex-Cover-Problem NP-schwer, also erst
recht fiir Hypergraphen. Fiir Graphen gibt es allerdings einen einfachen 2-
Faktor Approximationsalgorithmus.

Lund und Yannakakis haben 1996 ein nicht Approximationsresultat bewie-

sen: Fiir jedes o < }L gibt es keinen polynomiellen («log m)-Approximations-
algorithmus fpr das Vertex-Cover-Problem in Hypergraphen, es sei denn

NP C DTIME(nPol¥loe ),

Problem (VC-ILP). Sei A = (a; ;) € {0,1}™*" die Kanten-Knoten-Inzidenzmatrix
von H.

n
min E wjzz:j
Jj=1
n

Zai,jsz]- ‘v’ze{l,,m}

J=1

13]'6{0,1} V]G{l,,n}

Damit haben wir, dass (VC) dquivalent ist zu (VC-ILP).
Algorithmus (RR-Vertex-Cover). 1. Lose die LP-Relaxierung von VC-
ILP. Sei y € [0,1]" eine optimale Losung mit Wert OPT* = wy.

2. Erzeuge X,..., X, € {0,1} durch randomisiertes Runden:
Wahle k € N fest.

fiir alle X4,..., X, unabhéingig.
3. Ausgabe ist der Vektor z = (X,...,X,,).
Fiir £ = 1 erhalten wir das iibliche Randomisierte-Runden.
Fiir £ = 2 und z.B. fiir y; = 0.7 erhalten wir

1 8
Pr[Xj:1]:1—(1—0.7)2:(1—0.3)2:1—§:5.

Im Vergleich zu k£ =1



k beschreibt die k-fache Wiederholung des zufélligen Experimentes, (1 —y;)*
ist die Wahrscheinlichkeit, dass in & Wiirfen stets X; = 0 ist, und 1 — (1 —
y;)"¥ ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der k Wiirfe eine Eins
bringt.

Frage: Ist z ein Vertex-Cover und wie grof} ist w’z im Vergleich zu OPT*?

FirjeVseiD;:={Fe€f |je E}und D=max1 <j <n|Dj|. (|D,| ist
der Grad von j, auch notiert durch deg(j)).

Sei A; das (schlechte) Ereignis, dass der die i-te Ungleichung von VC-ILP
durch z verletzt wird, d.h. Z;L=1 a;jx; = 0. Sei B; := A¢ und F = (", B;.
F ist das Ereignis, dass x ein Vertex-Cover ist, oder mit anderen Worten, x
ist zuléssig fiir VC-ILP.

Lemma 17.3.

E(w’s | F) =3 w,2F ljrf;j]: U opepx, = 1)

J=1

Beweis. Es gilt
EQ) wiX; | F)=> wE(X; | F)=> w;Pr[X; =1|F).
J J J

Mit,
Pr[AN B]
Pr[B]
folgt die Behauptung. m

Lemma 17.4 (Korrelationsungleichung). Sei I C {1,...,m}, I' C I,
I =1\1T" Dann gilt

Pr|B] = Pr| B -Pr|N B

iel il el

Pr[A | B] =

Beweis. In der Ubung. Erlduterung fiir m = 2: Dann soll gelten, dass

Pr[B; N By] > Pr[By] - Pr[By. (%)
Fiir unabhéngige By und By gilt hier sogar Gleichheit. O]
Die Ungleichung (x) gilt genau dann, wenn

Pr[B, N B
Pr[By] < t[B1 N By

< W = Pr[B; | By
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D.h. die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis (hier B;) eintritt, wird durch
das Erfiilltsein eines anderen Ereignisses (hier Bs) hochgetrieben.
Lemma 17.5. (i) (1 —a)®* > 1—ab fir allea € [0,1], b€ R, b > 1.

(i) 1+ a < e fir alle a € R, sogar strikte Ungleichung fir a # 0.
(iii) Pr[B;] > 1 —e7* fir allei € {1,...,m}.
Beweis. (i) siehe Analysis I

(ii) siehe Analysis I

(i)
Pr[za” =0 e (1X; = 0]| = [T Prlx; =

JEE; JEE;
- H (1) S H e i = K Xgen ¥ = ki aiys
JEE; JjeEE;
(2)
ok

u (1): E; sei die i-te Hyperkante.
zu (2): Z;;l a;;y; > 1, wegen y LP-Losung.

Es folgt Pr[B;] =1 —Pr[A;] > 1—e7". O

D;={FEe€€& |jeFE}, degj=|Dj|l. D :=maxj<j<,degj.
Satz 17.6 (Bertsimas, Vokrei ’95). Fir k:=InD gilt
InD
Elw'z | F] < D—DOPT*.
(1-5)

Beweis. Sei j € {1,...,n}. Aus X; =1 folgt, dass das Ereignis (,cp B
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erfiillt ist. Es folgt,
Pi[F | X; =1] = Pr[ﬂBi | X; = 1]
=1

:Pr[ N B~ ﬂBi|Xj=1]

ie{l ..... m}\D] ’iGDj

Pr |:mi€{1 ..... m}\D] BZ N miED]' BrL N [X] = 1]i|
Pr[X; = 1]

(Firi e {1,...,m}\ D; sind B; und [X; = 1] unabhéngig.)

sn~  PrF|X;=1]
T Lemma 17.3 ) j
Elw'z | F] 7= g w; PrF]

j=1

> Pr[’ N Bl}Pr[‘ﬂ‘Bi].
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Also

Lemma 17.4

1] "\ Pr[X; =1]

7j=1
(Lemma 17.5 sagt: Pr[B;] > 1 — e~ fiir alle 4.)

n 1 (- yj> Lemma 17.5 <~ (1—(1—Fky;))
_ Z o) < ij (1—ek)D

j=1

= kajyj(l —e M P =k(1 - POPT*

1
=In(D)(1 - —=)"POPT*.
n(D)(1 - )
]
Man kann mit Hpefding erreichen, dass mit W’keit > p > 0 gilt: Losung ist
zuldssig und w?z < ¢ In(D)OPT*.

1. Variation: Finde V' C V', so dass mindestens « - m Hyperkanten in V’
inzident sind, o > 0 und Gewicht w(V”) minimal.

2. Variation: (e-Netzproblem) Finde V' C V' mit minimalem Gewicht w(V"),
so dass alle Hyperkanten £ € £ mit |E| > €|V in V' inzident
sind. (0 <e<1)

Fiir e-Netz V' ist die Frage: Wie gross ist |V’| als Funktion von n, 17 Ins-
besondere, kann man erreichen, dass |V’| nur eine Funktion von % ist? Wir
hiitten z.B. gerne, dass [V/| = O (11In?).

18 Max-Cut Problem

Problem (Max-Cut). Zu einem Graphen G = (V, E) und einer Gewichts-
funktion w: £ — QF wird eine Partition Vi, V5 von V gesucht, so dass

Z w((x,y)) maximal ist.

zeVy,yeVa
(zy)EE
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Definition. Fir A C V sei
6(A) ={(z,y) e E [z € A yec A%}

der durch A induzierte Schnitt, und sei

e€d(A)
das Gewicht (oder auch Kapazitit) des Schnittes d(A).

Ungewichtete Version (w = 1): Hier maximiert man |0(A)|. Anschaulich:

o(A)

G = (V,B)

In Kombinatorische Optimierung I hatten wir gesehen, dass Max-Cut NP-
schwer ist, aber es gibt einen Approximationsalgorithmus, der einen Schnitt
6(A) mit w(6(A)) > TOPT in polynomieller Zeit findet. [w(6(A)) > 5 |E|].

Von Sahni und Gonzales ’

1

Eine offene Frage ist, ob man den Faktor 5 verbessern kann. Diese Frage
wurde 1994 durch Goemans und Williamson gelost, durch Randomisierte

Hyperebenen Runden und Semidefinite Relaxierung.
Grundidee: Sei z; € {—1,1},i €V,
1—z;x;
f(xla"'axn): Z wi,j 2 ]7
(i,j)eE

mit w; ; = w((4,7)). Es gilt: f(z1,...,2,) = w(d(A)).
Problem (QP).

z; € {—1,1} VieV
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Das quadratische Programm (QP) ist dquivalent zu Max-Cut.

Relaxiertes Programm:
Problem (RQP1).

1— Ty
max Z Wiy
(i,))eE
z; € [—1,1] VieV
Wir versuchen die Losung des relaxierten Programms (RQP1) durch Ablei-
tung zu finden:

Fiir den ungewichteten Fall (w = 1) ist die Hessematrix von f:

B 1,9 E
(Hess())(z0) = 5 o0 —(z0) = a; = {(1) e

D.h. Hess(f) entspricht der Adjazenzmatrix Ag von G. Aber Ag ist im
Allgemeinen indefinit. Damit gibt es moglicherweise viele lokale Extrema.

Also scheitert diese Herangehensweise. Der Grund wird im folgenden Satz
klar:
Satz 18.1. Es ist NP-schwer, (RQP1) zu losen.

Eine andere Relaxierung liefert folgendes Programm:
Problem (RQP2).

1—,
max Z (e 5
(i,9)EF
v RV =1 VieV

Wobei n die Anzahl der Knoten ist, d.h. n = |V/|. - bezeichnet das Skalarpro-
dukt.

(RQP2) ist eine Relaxierung von (QP), da die Losungsmenge von (QP) eine
Teilmenge der Losungsmenge von (RQP2) ist.
Problem (RQP3).

1 -y
max Z W; 5 23/ )

(i,7)EFE
Y = (yi,j)lgi,jgn
Yii =1 Vie{l,...,n}

Y positiv semidefinit

Wobei n die Anzahl der Knoten ist, d.h. n = |V].
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Proposition 18.2. (RQP3) ist dquivalent zu (RQP2).

Beweis. = Setze Y := (y;;) mit y; j := v 7j.
Nun gilt y;; = ;- v; = || v4|> = 1 fiir alle 4.
Y ist positiv semidefinit:

i g i

2
> 0.

»<=" Sei Y positiv semidefinit mit y;; = 1 fiir alle 7. Es gibt eine pos. semidef.
Matrix B (auch Az genannt) mit Y = BT B (Choleskyzerlegung). Es
gilt y;; = (BTB);; = V', 0'j mit v'; i-ter Zeilenvektor von BT und '
j-ter Spaltenvektor von B. Nehme @'q,..., v, als die Zeilenvektoren
von BT, O

Satz 18.3. (RQP3) ist in polynomieller Zeit bis auf einen beliebigen relativen
Fehler € > 0 fiir die Zielfunktion losbar.

Beweisidee.
K = {y = (y;;) € R™" | y pos. def. und y;;, =1 Vz’} )

K ist eine konvexe Menge. Die Zielfunktion in (RQP3) ist linear iiber K.
D.h. wir haben das Problem, eine lineare Zielfunktion iiber einer konvexen
Menge zu maximieren. Mit einer Erweiterung des Ellipsoidalgorithmus lésst
sich diese Aufgabe in Polynomialzeit l6sen. m

(RQP2) gibt uns also Vektoren ¥'1,..., v, € S, (S, ist die n-dimensionale
Sphére).

Ui

v, v, = cos(f;;), wobei 0;; der Winkel zwichen @’; und o'; ist, d.h.
— =

01‘7]‘ = <[( U, Uj).

Algorithmus Random-Hyperplane
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1. Wahle eine zufillige Hyperebene H durch den Nullpunkt in R™. Das
wird dadurch realisiert, dass wir einen Normalenvektor 7 zufillig unter
Gleichverteilung wihlen. (Das macht man so, dass die Komponenten
von 7 normalverteilt sind)

2.
Vi ={i eV | ¥, liegt “unterhalb” von H, d.h. (v';,7) <0} .
Vo ={i €V | ¥, liegt “oberhalb” von H, d.h. (v';, 7) >0} .
Also Vo = V£

3. Ausgabe: §(V7), w(d(V1)).

Bemerkung: Es ist nicht trivial zu zeigen, dass 7 gleichverteilt ist (siehe
D. Knuth).
Lemma 18.4. FEs gilt

Efuw(5(V4))] = Z arccos(;r)l. v';) Cwi

(i,J)eE
Bewes.
. - — . - — 0 1 - =
Pr[sign (7';, 77) # sign (v, )] :2~2— = —arccos(V'; - U;),
T T
wobei 6 der Winkel zwischen v’; und 7j ist. O

Lemma 18.5. Fiir x € [—1,1] gilt:

arccos x 1—2
> o

m - 2
mit o > 0.87856. Genau genommen gilt o = minge_1 1 273(‘?—2‘;5):”
Beweis. Sei f(x) = fﬁ—i‘f{” Fir zyp = —0.689... gilt f'(z9) = 0 und
f”(:ﬂo) > 0. ]

Satz 18.6. Der Algorithmus Random-Hyperplane findet einen Schnitt §(V;)
mat

E[w(§(V1))] > a- OPT(RQP2) > a - OPT(Maz-Cut)
> 0.87858 - OPT(Maz-Cut).

52



Beweis. Aus Lemma 18.4 und 18.5 folgt, dass

E[lw(d(V1))] > o - Z 1_2—17] ~w; ; = o - OPT(RQP2).

(i,7)EE
]

Bemerkung. e Hastad 1996: Eine Approximation besser als 0.97... ist
nicht moglich, es sei denn P = NP.

e Mahajan, Ramesh 1995: Algorithmus und Resultat von Satz 18.6 kann
in polynomieller Zeit derandomisiert werden.

Zusammenfassung: Bis 0.87 ist es also moglich, das Problem in polynomzeit
zu losen. Ab 0.97 nicht mehr. Was ist dazwischen? Woran liegt dieser Kom-
plexitatssprung? Was passiert in diesem Bereich? Vielleicht werden wir es
irgendwann einmal verstehen. ..

19 Dichte Subgraphen

Problem (Dense Subgraph). Zu einem Graphen G = (V,E) und k € N
wird ein V' C V mit |V'| = k gesucht, so dass |E(G[V'])| maximal ist.

Wir kénnen auch eine gewichtete Version mit einer Gewichtsfunktion w: £ —
Qg betrachten.

Bekanntes:
1. Das Problem Dense Subraph ist NP-hart.

2. Falls die Kantengewichte die Dreiecksungleichung erfiillen, d.h. w; ; <
w;  +wy ; fiir alle ¢, k, j, dann gibt es einen Approximationsalgorithmus
mit Faktor % (Hassin, Rubinstein, Tauir 1997)

3. Im allgemeinen gibt es einen Approximationsalgorithmus mit Losung
> 7 - OPT, wobei + = O(n®3%). Hierbei steht O fiir die bekannte O-
Notation, wobei logarithmische Terme weggelassen werden. (Kortsarz,
Releg 1993)

Betrachte k = ¢ - n, ¢ > 0 Konstante, z.B. k = 5. Aber auch hier ist das
Probelm NP-hart.

Modellierung als Semidefinites Programm: Seien 1, ..., x, —1/+1-Variablen
und S = {i €V | 2; =1} Wie kann man mit einer quadratischen Form
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beschreiben, dass ein Knoten j € S ist?
Antwort: Man fiithrt einen Dummyknoten 0 mit Variable x, ein. Wir sagen

1€5 < ror; = 1.
Problem (DS).

max

A

wm-(l + QTO.TZ)(l + xO:Ej)
i,j)EE

(
rox; =2k —n
=1

7

20, X1, ..., Ty € {—1,1}

Zwei Falle zor; = 1 und xqx; = —1: Sei [ die Anzahl der i, so dass z; = 1
und !’ die Anzahl der 7, so dass x; = —1. dann gilt [ + ' = 2k — n. Also
l=2k—n—1U. Alsol=k<sk—n—-1I'=0.Alsol'=—(n—k).

Es folgt, dass (DS) dquivalent zu Dense Subgraph ist.
Problem (RDS).

1 - — - — — —
max — E wm(l—l—xoxi—i—xoxj—i—xixj)

(i,j)EE
n
— —
Tox;=2k—n
i=1

- = — n+1
To, £1,..., L, €R

]|l =1fiiri=0,...,n

Mit Yij = ?z . ?j erhalten wir
Problem (RDS1).

1
max - Z w; i (14 Yoi + Yo + Yij)
(i,j)eE

Z yO,i = 2]6’ —nNn
=1

yii=1fire=0,...,n
Y = (y;;) symetrisch und positiv definit.

Lemma 19.1. (RDS) ist dquivalent zu (RDS1) und (RDS1) ist ein semide-
finites Programm, dass sich (bis auf jedes € > 0) in polynomieller Zeit in n
und log% losen ldsst.
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Algorithmus Dense Subgraph (DS)

1. Relaxierung: Lose (RDS1) und finde auf der Choleskyzerlegung von Y
Vektoren vy, ... v, € Spi1.

2. Randomisiertes Runden: Wihle r, € R™™ ||r,]] = 1 zufillig unter
Gleichverteilung und setze S; = {i € V' | sign(v; - ry) = sign(vg - r¢) }.

3. Reparatur:
e Falls |S;| < k, fiige beliebige k — |S;| Knoten zu S; hinzu.
e Falls |S;| > k, entferne ¢ € S; mit minimum gewichteten Grad
Zjest Wi, j5 -
Wiederhole bis |S;| = k.

4. Iteration: Sei T" = T'(¢), € > 0. Wiederhole Schritt 2 und 3 fiir ¢t =
1,...,T und gebe die beste der Losungen dieser T' Laufe aus.

[von Katja Wolf, Srivastav 1998; Analyse G. Jiger, Srivastav 2005]
Lemma 19.2. Sei S; die Menge nach Reparatur. Es gilt

w(Sy) > k(k —1)

S

Beweis. Seii € S;. Wenn wir die Kantengewichte des Subgraphen auf S\ {i}
aufsummieren, wird jede Kante |S;| — 2 mal gezdhlt. Also gilt

Y w(S\ {i}) = (18] = 2)w(S)).
1€Sy

Sei v der erste Knoten, der entfernt wird. Dann ist

Dies, WS\ {i}) (IS = 2)w(Sy)

Die Aussage beweist man nun durch Induktion. O

Lemma 19.3. Sei OPT* der Wert einer optimalen Lésung von (RDS). Fir
t=1,....7 qilt

(1) Elw(S,)] = 8- OPT".
(ii) ak <E[|S] < (1 —a)n+ ak.
Mit o > 0.87856 und 3 > 0.79607.
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Bewezs.

E[w(Sy)] = Z w; ; Prsign(viry) = §ign(vjfrt2 = §ign(vort2].
(i.J)EE e b b

Es gibt folgende Ereignisse:

e Aia=b=c
e Bia#b=c
e Cia=c#b
e Dia=b#c

Es gilt: Pr[A] + Pr[B] + Pr[C] + Pr[D] = 1. Wir koénnen Gleichungen fiir die
W'keiten bestimmen:

Pr[B] = Pr[b = ¢] — Pr[A]

Analog fiir Pr[C] und Pr[D]. Diese ergeben ein System von Gleichungen,dessen
Auflésung nach Pr[A] ergibt:

Pr[A]=1-— %(arccos(vovi) + arccos(vgv;) + arccos(v;v;))

>

INRSY

(1 4 vov; + vov; + v;v;).

Es folgt, dass
E[w(S;)] > 3 - OPT".

Des weiteren gilt

E[|S:]] = Z Prlsign(v;ry = sign(very)] = Z (1 1 arccos(vovi))

X X m
=1 =1

n n
1 1 — vo;
=n-— g — ) <n-— E =n— k.
n 2.7 arccos(vgv;) < n — « 2. n—an+ o

Fixiere ¢ > 1.
Lemma 19.4. Sei e > 0 klein genug. Dann gibt es p'(€) < 1, so dass

Pr(|Si] ¢ [(a —€)/c,n]] <p'(e).
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Beweis. Ubung. O]

Indem wir das Zufallsexperiment 77 = T"(¢) mal wiederholen, stellen wir
sicher, dass es mit Wkeit (1 — €) eine Losung S; gibt mit

IS € [(ae — €)n/e,n].

(Mache T” so groB, dass p/(e)” <1 —¢)
Satz 19.5. Sei k = 2, dann berechnet der Algorithmus einen Subgraphen S
derart, dass

E[w(S)] > (1 — %)(1 — )%#(c)OPT,

8. @ Ne-)(-0as
Az Ale—a+e)—c(E-1)(c—1)(1-¢€a

wobei

Beweis. Xy :=w(S), Yii=n—|S,t=1,...,T.

Xy Y:
Zy = .
T FoPT T

f > 0 ist eine Konstante, die spéter bestimmt wird (in Abhéngikeit von
c,a, 3, €). Lemma 19.3 liefert

E[Z]> = +a. ()

Ein zufilliger Subgraph R mit % Knoten hat erwartetes Gewicht

Elw(R)] = Y wi,Plij € R] = C%w(V).

{i,j}GE 1/62

Also gibt es einen Subgraphen R mit w(R) > Sw(V). Es folgt
1
OPT* > OPT > —w(V)
c

und damit )
w(V) n — | S cE L (+4)
T frwV)  n-2% T f c—-1~

=M
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(%) und (*x) ergeben

L<E[Z]=Y r-Pr[Z,=r]= Y rPr[Z =r]

r>0 0<r<M
= Z rPr[Z, =r]+ Z rPr[Z, = r]
0<r<(1—¢)L (1—e)L<r<M
<(A-eL > PrZi=r+M Y PrZ=r]
0<r<(1—e)L (1—e)L<r<M

= (1—)L-PrZ, < (1 - L] +M(1—p)

=:ip

=(1—€e)lp+M—-Mp=((1—€)L—M)p+ M,

also
L-M<((1—e¢L—-M)p
und damit
L—M S
1-oL—Mm="

Wiederhole das Experiment 7”(e) mal, so dass mit W’keit 1 — € fiir ein
T < T"(e) gilt

Zz(1-0(;

_a)

und

n
[5e] € [ =€) —n].
Wiéhle A und p € [(a —€)/c, 1] so, dass Xy = A - OPT* und |S;| = un. Dann

haben wir:

A n—ﬁn_é c B
ZT_?+H——_f+C—1<1 u)
A2 (=B +af) — (1) an
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Fall 1. p € [(o—¢€)/c,2].

w(5) > w(S,) = AOPT* 5 ((1—€)(B+af) — Cf_—cl(l — 1)OPT*

(c—a+e€)OPT".

> (1= ) (1= (B +af) -

(.

c—1

v~
=a

Fall 2. p € [2,1]. Mit Lemma 19.2 (?) folgt

~ 2n—1) c. A
S, >—<-< ——w(S;)>(1—-—-)——0PT".
w(Sy > un(un—l)w( )= ( n)cgu2
A e (=B +af) - L5010 - p)
min —— > min
pell ] p? T el A
Kurvendiskussion . _
lsion in{ (1 — ) (84 af) — £, (1 — (B +af)e 2},
b Ty

Man zeigt, dass a < b gilt. Damit interessiert und
min{a,t'}.

Wir wéhlen nun f so, dass dieses Minimum moglichst grofi wird. a = a(f),
b = V/(f) sind linear fallende bzw. steigende Funktionen. Bestimme also f

so, dass a(f) = 0/(f). Man erhélt

_ (2=1)(c—=1)(1—-¢)p
Ale—a+e)—(—1D(c—1)(1-¢€ea

Insgesamt folgt:

w($,) > (1 - %)b’(f) OPT* > (1 — 5)(1 — €)#(c)OPT.

n

Da dies mit W’keit (1 — €) gilt, erhalten wir die Behauptung. O
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20 Probabilistisch verifizierbare Beweise und
Nicht-Approximierbarkeit

20.1 Die Klasse PCP(r,q)

Sei I ein endliches Entscheidungsproblem. Fiir eine Instanz x € II sei L£(x)
die (evtl. leere) Menge der Losungen. Wir fragen, ob x eine Losung besitzt.
Definition 20.1. Ein polynomiell zeitbeschrankter Verifier V ist eine nicht
deterministische Turingmaschine, die zu einer Eingabe x € II und einem
Beweis 7, z,7 € ¥* mit ¥ endliches Alphabet fiir das Problem, entscheidet,
ob z eine Losung besitzt oder nicht. D.h. V'@ II x ¥* — {0, 1}.

Definition 20.2 (NP). NP ist die Klasse von endlichen Probemen, so dass
folgendes gilt: Fiir jedes solche Problem II gibt es einen polynomiell zeitbe-
schrankten Verifier V', so dass

(i) fiir alle z € II, = hat eine Losung gibt es 79 € 3*, |19| = poly(|x|) mit
V(z,17) =1=“Ja” und

(ii) fiir alle x € II, = hat keine Losung gilt V(z,7) = 0 = “Nein” fiir alle
TEX.

Wir erweitern den Begriff des Verifiers: V' ist nun eine Funktion V': IT x ¥* x

¥* — {0,1}, wobei z € II eine Eingabe des Problems, 7 € ¥* ein Beweis und

p € ¥* eine zufillige Folge in ¥* ist und V' (z, 7, p) die Ja/Nein-Antwort auf

die Frage, ob z eine Losung hat, ist.

Definition 20.3 (Die Klasse PCP(r,q)). Sei 0 < € < 1. PCP.(r(n), ¢(n))

ist die Klasse von endlichen Problemen, fiir die es einen (r(n), ¢(n))-zeitbeschréankten
Verifier V': II x ¥* x ¥ — {0, 1} gibt, so dass

(i) fiir alle z € II,  hat eine Losung gibt es ein 7 € ¥*, so dass Pr, [V (z, T, p) =
“Ja”| = 1.

(ii) fiir alle € I, = hat keine Losung gilt Pr [V (z, 7, p) = “Nein”] > 1 — €
fiir alle 7 € 2",

Dabei sind r,q: N — N, der Verifier V liest =, 7 der Liange O(q(n)), p der
Lange O(r(n)) und gibt V(z, 7, p) in Zeit polynomiell in |z| aus.

Setze PCP(r(n),q(n)) = PCP%(r(n),q(n)).

Pr, bedeutet die Wkeit beziiglich der Verteilung, die p zugrunde liegt.
Proposition 20.4. Es gilt

PCP(0,0) = P und PCP(0, poly(n)) = NP.
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Proposition 20.5. Es gilt
(i) PCP(r(n),q(n)) € NTIME(poly(n) - 200 (™)),
(i1) PCP(poly(n), poly(n)) C NEXP,
(iii) PCP(logn,poly(n)) = NP und
(iv) PCP(logn,1) C NP.
Beweis. zu (i) Sei x € II. Aus V konstruiere eine nicht-deterministische
TM (NDTM) M wie folgt: Fiir jedes p € ¥* lasse V(z, T, p) laufen,
wobei 7 irgendein Beweis ist. Die Anzahl der Liufe ist O(2° (™).

Jeder Lauf ist in O(poly(n)) Zeit moglich, also erhalten wir eine
Komplexitit von O(poly(n) - 20 ),

M gibt genau dann “Ja” aus, wenn fiir jedes p, V(x, 7, p) = “Ja”.

Fir M gilt dann: Falls x eine Losung hat, so ist M(z,7) = “Ja”
falls fiir jedes p, V(z,T,p) = “Ja”. Falls x keine Losung hat, so ist
M (z,7) = “Nein” falls ein p existiert mit V'(z, 7, p) = “Nein”.

Also ist M die gesuchte NDTM.

(9) e
zu (i) PCP(poly(n), poly(n)) € NTIME(poly(n)2Po¥(m)) = NTIME(2pol¥(m) 2
NEXP.
zu (iii) Benutze (i) und NTIME(poly(n)) = NP.
zu (iv) Benutze (i) und NTIME(poly(n)) = NP. O

Satz 20.6 (Babai, Fortnow, Lund ’80er Jahre). Es gilt
PCP(poly(n), poly(n)) = NEXP.
Satz 20.7 (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegdy 1992). Es gilt

PCP(logn, 1) = NP.

Cliquen-Problem

Zu einem Graph G = (V, E) wird eine Clique maximaler Kardinalitiat ge-
sucht. Sei w(G) die Cliquenzahl, d.h. die GroBe einer Clique mit maximaler
Kardinalitdt. Die Berechnung dieser Zahl ist NP-schwer. Fiir die Approxi-
mierbarkeit gilt folgendes Resultat:
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Satz 20.8. FEs gibt keinen polynomiellen 2-Faktor Approximationsalgorith-
mus fir die Cliquenzahl, es sei denn P = NP.

Der Satz gilt sogar fiir einen Approximationsfaktor von n'~¢, fiir jedes 0 <
e < 1.

Beweis. Sei F' eine 3-SAT-Formel mit n Variablen und m Klauseln. Wir
konstruieren einen Graphen G mit den Eigenschaften:

a) wenn [ erfiillbar ist, dann gilt w(Gr) = f(n) und
b) wenn F nicht erfiillbar ist, dann gilt w(Gr) < 1 f(n),
fiir eine geeignete Funktion f(n), die spéter bestimmt wird.

Das PCP-Theorem 20.7 besagt, dass NP = PCP(logn, 1). 3-SAT € NP, also
gibt es einen (r(n), ¢(n))-beschrankten Verifier V' mit r(n) = O(logn) und
q(n) = O(1). Sei m ein Beweis fiir F. Wir nehmen der Einfachheithalber an,
dass m = (m,me,...), m € {0,1}. Der Verifier V' testet fiir einen zufélli-
gen Vektor 7 der Linge r(n), ¢(n) Eintrige von 7, sagen wir die Variablen

Tiyy s Ty und gibt eine Variablenbelegung a;,, . .. s i,y AUS. Sei G der
folgende Graph, G = (V, E):
Fiir einen Beweis 7 sei V; die Menge aller Tupel (7, a;y, ..., a;,, ), |T| < r(n).
Der (r(n),q(n))-Verifier liest gewisse Bits i1,... 44, des Beweises 7, er-
hélt die Bits a;,, ..., a;,,, und akzeptiert. Zwei Tupel (7, a;,,...,a;,,, ) und
(7', 0415+ -+, bj,,,,) sind durch eine Kante verbunden, wenn:

o T H£T,

e cntweder alle Variablen x;,, ..., z;  und z;,,..., x; = sind verschieden

oder

e die Variablen, die in beiden gemeinsam sind haben die gleiche Belegung,
d.h. aus z;, = z;, folgt a;, = b;,.

Das definiert den Graphen Gg, mit der Knotenmenge V. Wir definieren
dann

GF = U GF,7r~

m Beweis fiir F’
Behauptung: Fiir f(n) := 2" gilt

w(Gr) = f(n)Pr[V(F,7,m) =1].

T

Beweis: Wir zeigen dazu
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(i) w(Gp) < f(n)Pr, [V(F,7,7) = 1] und
(il) w(Gr) > f(n)Pr [V(F,7,7) = 1].

zu (i) Sei C eine Clique in G mit |C| = w(GF). Dann ist C' eine Cli-
que in einem gewissen G'rr,. Dann ist |[<|#(7, a;y, ..., a;,) die V
akzeptiert < 2™ Pr [V (F,T,m) = 1].

zu (i) Cliquen in G sind auch welche im entsprechenden Gp .. Sei C' die
Menge aller Tupel (7, a;,,... s @iy die V' akzeptiert. Dann ist C'

eine Clique und w(Gr) > |C| = 2"™ P [V(F, 7, 7) = 1].
Damit ist die Behauptung gezeigt.
Hieraus folgen a) und b):

zu a) Ist F erfiillbar, dann gibt es einen Beweis my mit Pr [V (F, 7, m) = 1] =
1.

zu b) Ist F nicht erfiillbar, dann gilt fiir alle Beweise m: Pr [V(F,7,7) =
1] < 3.

Angenommen es gibt einen polynomiellen 2-Faktor-Approximationsalgorithmus
fiir die Cliquenzahl. Dieser gibt eine Losung ¢(G ) aus, mit

w(GF) {: 3f(n) F erfiillbar

Gr) > :
AGr) 2 < $+f(n) F nicht erfiillbar

1
2
Falls also ¢(Gp) > % f(n) ist, so gilt natiirlich auch w(Gp) > 3f(n). Mit b)
folgt, dass F erfiillbar ist.

Falls ¢(Gp) < £ f(n) ist, so folgt F ist nicht erfiillbar.

Damit hétten wir einen polynomiellen Algorithmus fiir 3-SAT, d.h. P = NP.
O

21 Farben 3-farbbarer Graphen mit semide-
finiter Relaxierung

Wir betrachten immer Graphen G = (V, E) mit V = {1,...,n} und |E| = m.
Definition 21.1. Sei k € N.

(i) Eine k-Fdrbung von G ist eine Abbildung f: V' — {1,... k} mit f(i) #
f(j) fir alle {7, j} € E.
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(ii) G heiit k-farbbar, wenn es eine k-Farbung von G gibt. “Férbe G mit k
Farben” bedeutet: finde eine k-Farbung von G.

(iii) Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste natiirliche Zahl k so, dass
G k-farbbar ist.

Das Bestimmen von y(G) ist fiir beliebige Graphen G NP-hart.

Bemerkung. Falls x(G) = 2 ist, so kann eine 2-Farbung in polynomieller
Zeit gefunden werden. Auch der Test, ob x(G) = 2 oder x(G) # 2 kann
polynomiell erfolgen.

Satz 21.2 (von Brooks). Man findet eine A-Fdrbung in polynomieller Zeit,
wobei A = max,cy deg(v). Ausnahmen: K,, (brauche n = A+1 Farben) und
Ch, n ungerade (brauche 3 Farben).

Beweisskizze. Sei vy € V, deg(vo)”< A. Bilde Schichten mit Knoten, gleichen
Abstands zu vg. Farbe dann die Ausserste Schicht mit so wenig Farben wie
moglich. Dazu braucht man maximal A — 1 Farben.

Dies klappt nur fiir nicht regulére Graphen. Fiir regulére Graphen, ausser K,
und C),, n ungerade, lésst es sich auch zeigen, ist aber wesentlich aufwendiger.
O

Algorithmus von Wigdeson
Eingabe: G, § > 0.
Ausgabe: Farbung von G.

1. Wihle Knoten v € V mit deg(v) > J. Gibt es keinen solchen, verwende
Satz von Brooks.

2. a) Féarbe v mit neuer Farbe.

b) Férbe die Nachbarn von v (N(v)) mit “moglichst wenig” Farben
(z.B. optimal).

Setze G := G\ N(v) \ {v}.

3. Gehe zu 1.
Satz 21.3. Fiir 3-firbbaren Graphen G liefert der Algorithmus mit § := \/n
eine O(y/n)-Firbung.

Dabei kénnen die Nachbarn von v optimal gefarbt werden, da G 3-farbbar
ist und wir also eine 2-Farbung der Nachbarn suchen.
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Relaxierung zur Vektorfiarbung

Definition 21.4. (i) Eine Vektorfirbung (VF) von G ist eine Abbildung
V — R" i +— v;, wobei ||v;]|o = 1 fiir alle i € V.
(ii) Sei k > 1 eine reelle Zahl. Eine Vektorfarbung vy,...,v, heifit eine
k-Vektorfarbung, wenn fiir alle {7, j} € E gilt v; - v; < —k—il.
Proposition 21.5. (i) Sei k € {2,...,n+ 1}. Dann gibt es k Einheits-
vektoren vy, ..., v, € R™, d.h. ||vi|la =1, so dass v; - v; = — 15 fiir alle

ijef{l,. .k}, i#].

(ii) Jeder k-farbbare Graph hat eine k-Vektorfirbung.
Definition 21.6. Eine k-Semifdrbung von G besteht aus einer Menge U C V/
und einer Abbildung f: U — {1,...,k}, sodass |[U| > § und f eine Farbung
auf G[U] (der durch U induzierte Subgraph von G) ist.

Idee fiir einen Algorithmus
Eingabe: Ein Graph G, 3-farbbar und ¢’ € (0,1).

1. Bestimme eine (3 + €)-Vektorfiarbung fiir geeignetes ¢ = ¢(¢’) in Abb-
hangigkeit von €.

2. Runde diese zu einer Semifirbung mit O(A!°%s-< 2) Farben.
3. Ergénze die Semifirbung um “wenige” Farben zu einer Farbung von G.

Eine mogliche Verbesserung: Reduziere zunéchst A mit Wigdesons Technik.

Konstruktion einer (k + ¢)-Vektorfiarbung

Definition 21.7. Eine k-Matrizfirbung von G ist eine symmetrische positiv

semidefinite (n x n)-Matrix M, fiir die gilt M;; = 1 und M;; < —5 falls

{i,j} € E.

Proposition 21.8. (i) G hat eine k-Vektorfirbung genau dann, wenn G
eine k-Matrizfarbung hat.

(ii) Zu gegebener k-Matrizfirbung kann in Zeit polynomiell in k, n und
log(2) eine (k + €)-Vektorfirbung konstruiert werden.
Beweis. (i) ,=* Setze M, ; := v; - v; und rechne nach.

,<="“ Da M symmetrisch positiv semidefinit ist findet man eine obere
Dreiecksmatrix U, so dass M = UTU (Cholesky-Zerlegung). Die
Spalten von U liefern die Vektorfarbung.
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(ii) Fiihre eine approximative Cholesky-Zerlegung durch.

Wie erhalten wir die k-Matrixfarbung?

Problem (SDP).

min «

M pos. semidef.

M;; < ofiralle {i,j} € E

M, =1, M;;=M,, firallei,j €V

Das Optimum von (SDP) kann bis auf einen gewiinschten Fehler ¢ approxi-
miert werden in Zeit polynomiell in n und log %. Fiir eine geeignete Wahl von
§ in Abh#ngikeit von e kann somit zuerst eine k + 20(k — 1)*:-Matrixfarbung
und daraus eine (k+¢)-Vektorfarbung berechnet werden. (Falls G k-farbbar.)

Runden der (3 + ¢)-Vektorfirbung

1. Wahle zuféllig und unabhéngig » Hyperebenen in R™ (zufillig heift
hier: Wahle einen Normalenvektor aus der Einheitssphére unter Gleich-
verteilung). 7 hiangt von A und € ab.

2. Die Hyperebenen teilen R™ in 2" Bereiche Ry, ..., Ror. Farbe alle Kno-
ten, deren Vektor der Vektorfarbung in R, liegt mit der Farbe s, s =
1,...,2".

P

3. Losche die Farbe auf ungiiltig gefarbten Knoten.
Satz 21.9. Mit Wahrscheinlichkeit > % liegt nach dieser Prozedur eine
O(A"8s-¢ 2)_Semifirbung vor (wenn € geeignet gewdhlt wird).
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