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7 Das Minimalpolynom einer linearen Abbil-
dung

Sei K ein Korper, V' ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K und
¢ € Hom(V, V). Hom(V, V) ist ein Vektorraum iiber K, Hom(V, V) ist zudem
ein Ring mit 1.

e Addition: v(a+ ) :=va 4+ vf (mit v € V und «, § € Hom(V, V)
e Skalarmultiplikation: v(ka) := k(va) (mit k € K,v € Hom(V,V))
e Multiplikation: v(af3) := (va)3

K|[z] ist Polynomring iiber K, also kommutativ mit 1, nullteilerfrei und
Hauptideal. Y7 ; ki’ € Hom(V, V) (mit k; € K; beachte: ¢° := id).

y Kl — Hom(V, V)

o Z kix® — Z ki
=0 i=0

Die Abbildung s, ist sowohl Vektorraum-Homomorphismus wie auch Ringho-
momorphismus.

Bezeichnung: K{[y] := Bild p,,; Insbesondere ist K[p] ein kommutativer Ring.

7.1 Elementare Eigenschaft von Ringhomomorphismen
Seien R, R Ringe und 1 : R — R ein Ringhomomorphismus.

e Ist / ein Ideal von R, so ist das Bild /¢ ein Ideal von Re.

e Ist I ein Ideal von R, so ist das Urbild Ip~! ein Ideal von R

Wiederholung Idealeigenschaften: I ist Ideal von R, wenn I + 1 C [ und
RI C I (und IR C I, falls R nicht kommutativ).

BEWEIS:

e Seien a,b € I. Zu zeigen: ap + bu € Ip. Es gilt: ap + by = (a + b)u Da
(a+b)el,ist (a+b)u € Iu.
Seien nun a € I,r € R. Zu zeigen: (ru)(ap) € Iu. Es gilt: (ru)(ap) =
(ra)u. Da ra € 1, ist (ra)u € I (andere Richtung analog).

IStrukturen, die gleichzeitig Vektorraum und Ring sind, heien Algebra.
2fpt = {a€R| auef}



e Seien a,b e Ip!, d.h. EIELEJiunEilN)G [ mit app = a und buzg. Es
gilt: (a +b)u = ap+bu=a+b € I, damit ist (a +0b) € [u™t.

Seien nun a € Iy, r € R. Es gilt: (ra)p = (rp)(ap), weiterhin ru € R
und ap € I, damit (rp)(ap) € I (andere Richtung analog).

7.2 Annulatoren

Sei) £U CV.Seily :={a € Klp] | Ua = {0}}. Iy ist Ideal von K[p]. Also
ist Iyp~! Ideal von Klx], das Urbild heift Annulatorideal von U (beziiglich
), geschrieben Ann,(U).

Gilt U CU' CV, soist Ann,(U’) € Ann,(U).

K{z] ist Hauptidealring: Es existiert m,(U) € Ann,(U) mit Ann,(U) =
K[z|m,(U). Eindeutig ist m,(U) bestimmt, wenn wir verlangen, dak es
entweder 0 ist oder Leitkoeffizient 1 hat. Dann nennen wir m,(U) den ¢-
Annulator von U.

Fir U =V heift m, := m, (V') das Minimalpolynom von .
Einfache Beispiele:
1. V ={0}; damit ist Hom(V, V) = {0}; Ann, (V) = K[z]; m, = 1-2° = 1;
grad my, = 0.
2. Ann, (V) = K{z|; also m, = 1; damit m,(p) = id, also V = {0}
Es gilt also: gradm, = 0 < V = {0}.
3. Sei V # {0} und ¢ = 0; Ann, (V) = Kz]z; my, = x; my(p) = .
4. Sei V # {0} und ¢ =1id; d.h. ¢ —id =0, also (z — 1) € Ann, (V') und
mey=x—1

5. Sei V # {0} und vp = kv fiir ein 0 # v € V und ein k € K; die 1 ist
nicht in Ann,(v). Es gilt: vo — kv = 0 = vp — v(k¢®) = v(p — k),
also ist z — k € Ann,(v). Damit ist auch schon m,(v) =z — k.

7.3 Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenrdume

7.3.1 Existenz/Erzeugung von Annulatoren

Sei ) # U C V. Dann ist Ann,(U) # {0}. Insbesondere ist Ann, (V') # {0}.

BEWEIS: Es gilt: Ann, (V') C Ann,(U); es gentigt also zu zeigen: Ann, (V') #
{0} zu zeigen.



e Ist V = {0}, dann ist Ann, (V') = Klz] # {0}.

e Sei V # {0} und 0 # v € V, und sei n := dim V(> 1). Die Elemente
v’ ..., vp™ (n+1 Stiick) sind linear abhéngig. Es existieren ko, ..., k,, €
K, nicht alle null, mit > kv’ = 0.

D.h. v (Y1, ki¢') = 0. Damit: > k;z' € Ann,(v).
VORAUSSETZUNG: Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Eben gesehen: Ann,,(v;) #
{0}. Seien my(v;) =: m; die entsprechenden Annullatoren. Sei m := ﬁ m; # 0
(Nullteilerfreiheit). .
BEHAUPTUNG: m € Ann, (V)

BEWEIS: Es gentigt zu zeigen: v;m(p) =0V i=1,...,n. Es gilt:

vim(p) = v [[mi(e)

j=

= vmi(e) [[ms(e)

JFi

= 0][mi(p) =0
i
Damit ist m € Ann, (V) und somit Ann, (V) # {0}.

7.3.2 Definition von Eigenwert, -vektor und -rdumen

Sei k € K. Dann sind dquivalent:

1. k ist Nullstelle von m,,

2. Es existiert 0 # v € V mit vy = kv.
BEWEIS:

»=" k ist also Nullstelle von m,,. Damit ist® m, = (x — k)h fiir ein h € K|x]
mit grad h < grad m,,. Wegen grad h < grad m,, gilt: h ¢ Ann,(V), d.h.
30 # w e V mit wh(p) # 0. Setze v := wh(yp).

0 = wmy(yp)
= wh(p)(p —k-id)
= v(p—Fk-id)
= vp —v(k-id)
=vp = kv

Soffiziell 6.7 /bei mir 6.11



»<=" Es existiert 0 # v € V mit vp = kv. my, (x — k) € Ann,(v) und
r—k = my,, (siche Beispiel). Damit existiert & € K|[z] mit m, = (z—k)h
(Hauptidealeigenschaften). Damit ist & eine Nullstelle von m,.

DEFINITION:

o k € K heilkt Figenwert von ¢, falls eine der gerade als dquivalenten

bewiesenen Aussagen fiir k gilt.

e Ist k£ Eigenwert von ¢, so heifst ein v € V mit v # 0 und vy = kv
Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert k.

o V(k)={veV | vp=kv} heifst Figenraum von ¢ zum Eigenwert k.
Beachte: V (k) ist Unterraum von V, und es gilt: V(k)p C V(k) (da fur
w € V(k) gilt: (w)p = (kw)p = k(wep)).

BEISPIELE fiir V # {0}:
e ¢ = id: Eigenwert ist 1, denn vy = v = 1v; dies ist auch der einzige
Eigenwert von ¢. Der Eigenraum: V(1) = V.

e = 0: der einzige Eigenwert ist 0, V(0) = V.4

e © =k -id: der einzige Eigenwert ist k, V (k) = V.

e det ¢ = 0: Eigenwert 0, Eigenraum: V' (0) = Kern ¢ # {0}.

e Sei 0 Eigenwert von ¢. Dann folgt: Kern ¢ # {0} = det ¢ = 0.

e K = C, Basis v1,v5 von V und vipp = vy sowie vyp = —v;. Seien
k‘, ]{?1, ko € K mit (k'11)1 + k‘Q’Ug)gO = ]{?(k’l’Ul -+ k‘zvg).

(k1vr + kava)p = (k1) + (kovo)e
= kyvy — kotn
= kkyvy + kkovo)
=k = kko
AN—ky = kky
= —ky = K’k
Daraus folgt entweder ks = 0 und damit auch k; = 0, also kjvy + kove = 0,
oder k = 41, dann ist k; = Fik,.
o V(i) ={h(v;—1vy) | he K}

o V(—i)={h(v;+im) | heK}

4 Ein Physiker wiirde sagen: super, klappt immer, es gibt immer nur einen Eigenwert
und der Eigenraum ist immer gleich V*




7.3.3 Unabhéangigkeit von Eigenvektoren, Anzahl der Eigenwerte

Seien ay, ..., a, paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ und vy, ..., v, entspre-
chende Eigenvektoren. Dann sind vy, ..., v, linear unabhéngig. Insbesondere
existieren hochstens dim V' verschiedene Eigenwerte von ¢.

BEWEIS: Angenommen, v; bis v, sind linear abhéngig, d.h. es existieren
ki, ...,k, € K, nicht alle gleich null, mit > | k;v; = 0.

Seien ky, ..., k, € K (r <n) nicht alle Null mit »_’_, k;v; = 0 und r minimal
mit dieser Eigenschaft. Damit ist k. # 0 und r > 2.

0 = a, i kiv; — (i kﬂ)@') %
i=1 i=1

= i CLT]{?Z'Ui - (i k:iaivi>
i=1 i=1

T

= Z(ar — a;)kwv;

i=1

r—1
= (ar - ar)krUT + Z(CLT - ai)kivi
=1

r—1

= (ar - ai)kﬂ)i
1

i

Mit der Minimalitit von r: (a, — a;)k; = 0 fiir ein ¢ = 1,...,r — 1; zudem
a, —a; #0 (da a, # a;), alsoist k; =0 fir i = 1,...,r — 1. Also ist k, = 0 im
Widerspruch zur Wahl der k;.
7.4 Direkte Summen und Diagonalisierbarkeit
7.4.1 Direkte Summe
Seien Vi, ..., V,, Unterrdume von V. Gilt
L V=>%",V,und
2. Vin ) ;. Vi =10}
Dann heifst V' die direkte Summe der Unterrdume Vi, ..., V,,. In Zeichen:

V:%@...@Vn:évi

i=1



7.4.2 Kriterien fiir direkte Summen

Seien V4, ..., V,, Unterrdume von V und V' = >"" | V;. Dann sind &quivalent:
(a) V=V
i=1

(b) Zu jedem v € V und i € {1,...,n} existiert genau ein v; € V; mit
U=

(c) Seien 0 # v; € V; fiir i = 1, ...,n. Dann sind die Elemente vy, ..., v, linear

unabhéngig.
(d) dimV =>""  dimV;
BEWEIS:

(a) = (b) Sei v € V, selen v;,v; € V; und v = >0 v; = Y., vj. Zu zeigen:
v; = v, Vi. Es gilt:

Viavi—v;:Zv;—vjeZVj
i#j 7]
Damit ist nach Definition der direkten Summe: v; —v; € VN, Vi =
{0}, also v; = v..

(b) = (c) Seien 0 # v; € Vi, i = 1,...,n. Seien ky, ...k, € K mit >  kv; = 0.
Zu zeigen: ky = ... = k, = 0. Es gilt: k;v; € V;. Nach Voraussetzung
ist 0 € V nur auf eine Weise als Kombination der Elemente aller V;
darstellbar, also Oy = Oy, + ... + 0y, damit k;v; = 0 fiir alle 4.

(¢) = (d) Wéhle B; als Basis von V; fiir alle i = 1,...,n. Setze B := (J B;. Dann
i=1
ist

BN JBi=0=|B|=)_|B] :Zn:dimvi
=1

i i=1
Es geniigt zu zeigen: B ist Basis von V. (B) > (B;) fir allei = 1, ..., n.
Damit gilt: V =>"._ nV; <(B) <V.

Sei ky € K, b€ Bund ), _p kb = 0. Dann ist

0= hkb+..+ > kb

beB; beB,,
———
2%} cVn

Nach Voraussetzung ist Zbe B k, = 0V 1. B; ist Basis von V;, also linear
unabhéngig. Also ist k, =0V be B; V1

6



(d) = (a) Es ist zu zeigen: V;N 3", V; = {0} Esist V.= V; + .. V;. Mit
Dimensionsformel folgt:

dimV = dimvi+dim<2vj>—dim<wm2w>
j#i J#
< dimVi+Zvj—dim<mmZVj>

JF J#i

= dimv—dim<mmZVj>
i
=0 = dim(%ﬂZV])

J#i

7.4.3 Direkte Summe der Eigenrdume

Seien ay, ..., a, paarweise verschiedene Eigenwerte von . Dann gilt:
Z V(a;)) =V(a) ® ... & V(ay,)
i=1

BEWEIS: Wende (7.3.3) und (7.4.2) (c) = (a) an.

7.4.4 Teiler, teilerfremd

g,h € K[x]. Wir sagen g teilt h, falls ein u € K|x] existiert mit h = gu (in
Zeichen glh). Seien g, h € Kz] \ K. Dann heifsen g und h teilerfremd, falls
kein v € K[z] \ K existiert mit u|g und ulh.

7.4.5 Kern von zwei Teilern von Polynomen auf Abbildungen

Seien g1, g2 € K|x] \ K teilerfremd und f := g;¢2. Dann gilt:

Kern f(¢) = Kern g;(¢) © Kern ga(¢)

BEWEIS: Setze W := Kern f(¢) und W; := Kern g;(¢). Sei w € Wy N Ws.
Sei h = m,(W).

e Beachte: Wip < W;, denn ¢g;(¢) = gi(¢)p. Insbesondere W;g;(p) <
Wi.



e g1,92 € K[x]- h;es gilt: 0 = wh(yp), h|lg: und h|gy. Mit der Teilerfremd-
heit von g1, g, folgt: h € K. Damit: 0 = wh(yp) = hw. Da h # 0 folgt:
w = 0. Damit ist Wy N W, = {0}.

e Es bleibt zu zeigen: W = W; 4+ W,. Doppelte Inklusion:

»C* Sei v € W. Setze vy := vga(p) und vy := vg; (). Dann gilt:

v19i(p) = vg2(gi(p) = vf(e) =0

Damit ist v; € W, genauso vy € Wa. g;(p) : W; — W ist fiir
i # j eine injektive lineare Abbildung, denn Kern g;(¢) N W, =
W; N W; = {0}. Da W; endlich dimensional ist, ist g;(¢) auch
surjektiv (damit bijektiv).

Also existiert ein v; € W; mit v}gi(p) = v;. Sei u == v — v — vy.

Dann ist
ugi(e) = vgi(p) —v1g1(p) —vyg1(p) =0
—— T ——
=V = =V
uga(p) = vg2(p) —vV1g2(p) —v392(p) =0
—— —— H?]—/
=v1 =v1 =

Damit folgt: u € Kern g;(¢) NKern g2() = {0}, also u = 0. Damit
ist v="0] +v) =0ve W, + W, also W C W, + Wj.

2 Wif (0) = Wigi(¢)ga() = {0}, damit W; € W
7.4.6 Kern von mehreren Teilern von Polynomen auf Abbildun-
gen

Seien gy, ..., g, paarweise teilerfremde Polynome aus K[x] und f = g; - ... - gy.
Dann gilt:

Kern f(p) = @ Kern g;(¢)
i—1

BEWEIS: Induktion nach n:
e Verankerung: trivial fiir n = 1, fiir n = 2 gerade gezeigt.
e Annahme: Sei n > 3 und die Behauptung richtig fiir n — 1.

e Schluf: Setze h; = [] g;. Nach [6.6] sind h; und g; teilerfremd. Dann ist
JFi
Kern f(p) = Kern g;(¢) @ Kern hy(¢). Mit der Induktionsannahme ist

Kern h;(¢) = @ Kern g;(p). Damit ist Kern f(¢) = @, Kern g;(¢).
J#



7.4.7 Diagonalisierbarkeit

¢ heifl diagonalisierbar, falls eine Basis B von V existiert, so dafs M (p, B, B)
eine Diagonalmatrix ist (d.h. nur in der Diagonalen stehen Koeffizienten
ungleich 0).5 Damit gilt fiir b; € B: bjp = a;b;. Damit ist ¢ genau dann
diagonalisierbar, wenn V' eine Basis von Eigenvektoren von ¢ besitzt.

7.4.8 Diagonalisierbarkeitskriterium

@ ist genau dann diagonalisierbar, wenn es paarweise verschiedene Eigenwerte
ai, ...,a, von @ gibt mit
my = H r(z — a;)
i=i

BEWEIS:

,=" Sei ¢ diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis von Eigenvektoren.
Sei a; der Eigenwert zu v; fiir i = 1,...,n. Sei die Numerierung® und
r so gewdhlt, dak ay,...,a, paarweise verschieden und {ay,..,a,} =
{ai,...,a,}. Es gilt V(a;) = Kern(p — a; - id) wegen

w € Kern(p —a;-id) © w(p—a;-id) =0 wp =a;-w < w € V(a;)
Sei g := [[(z — a;). Dann gilt (mit j so gewdhlt, daf v; Eigenvektor zu
i=1
a;):
ug(p) = ule —a;-id) [ [(¢ — ai-id) = 0
i#]

Damit ist Kern g(p) = V. Wir haben gezeigt: g € K[z]m,, d.h. m,|g.
Nach (6.7) und Definition von Eigenwert gilt auch g|m,,. Insbesondere:
grad g = grad my,, beide haben Leitkoeffizient 1, also g = m,,.

Noch mal ausfiihrlicher: g = hm,, und m, = K¢ fiir je ein h, h' € K|[z],
mit Gradgleichung: h,h’ € K, da beide Leitkoeffizient 1 haben: h =
n=1.
»<=“ Sei my, = [[(x — a;) und a4, ...,a, paarweise verschieden. Beachte:
i=1
(x —ay), ..., (x — a,) sind paarweise teilerfremd. Nach (7.4.6) ist

V = Kernmy(p)
= Kern(p —a; -id) @ ... ® Kern(p — a, - id)
= Vi) ®..eV(a,)

5 Zweites Semester sind sie jetzt... ich ja auch.”
6,Wie wird heutzutage Num(m)erierung geschrieben? Mit zwei m? Ach, das ist mir
egall®




Sei B; Basis von V(a;) fir i = 1,...,r, damit ist |J B; =: B Menge von
Eigenvektoren und (B) = V. Mit (7.4.2) ist B linear unabhéngig.

7.5 Das charakteristische Polynom

Sei n := dimV > 1. Es ist K C Klz] C K(x) (Korper der rationalen
Funktionen)”. Sei B Basis von V und A := M(y, B, B). Dann ist

r—amy - —Q1n
=xIpwn — A E Myun(K(x))

—Qnp1 o T Qpp

DEFINITION:
foi=det(zl,xn, — A) € K(x)

Sei B’ eine weitere Basis, dann gilt:

U = M(id, B, B)

Ut = M(@d,B,B)
U™ = I
M(p,B''B)Y = U-M(p,B,B) -U"
det(xl,un — UAU™Y) = detU(alyun — AU

= detU -det(xl,, — A)-detU*
= detU-detU ' -det(xl,y, — A)
det Iy - det(xlupn — A)
1-det(zlysn — A)

det(xlyun — A)

= f,

Damit ist f, unabhéngig von der Basis, f, heift das charakteristische Poly-
nom.

7 Wenn sie das erstmal haben, haben sie mehr zum Spielen - wie im Sandkasten!“
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Sei 21y xn — A =1 B = (bjj)nxn. Dann ist

det B = Z sgno) (Hb”or)

€Sy
= Hbz-ﬁ— Z (sgno) (Hsz(f)
i=1 1#0€Sy,
= H(x—aii)—i— Z sgno) (H%O’)
i=1 1#0€Sn
WV N TV
gradn grad<n
Beachte: b;; = —a;; fiir i # j und b; = = — a;;. Damit ist det B € K|z,
grad f, = n, Leitkoeffizient 1!
Beispiel:
1.
0 0 1 1
0 1 0 0
A:=M(p,B,B) = 0 -1 0 —1
0O 1 1 2
z 0 -1 -1
0O z—1 O 0
o =4 =g L
O -1 -1 xz—2
r —1 -1
detxlyup —A = (z—1)-det| 0 =z 1
0 -1 z-2

(x_l).x.det(_xl xi2)

r—1)-z-(2* =22 +1)
= z-(z—1)°
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4 —6 -15
A = 0 1 0
1 -2 —4
r—4 6 15
ol,wn — A = 0 r—1 0

-1 2 r+4

z—4 15
detxl,x, — A = (x—l)-det( 1 x+4)

SRRCERMCCE)
= (=D +1)

7.5.1 Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Sei a € K. a ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn a Nullstelle des Charak-
teristischen Polynoms f,.

BEWEIS: Sei k € K. Dann ist
fcp(k) = det(k'[nxn_M<90aBaB))
= det(M(k-id, B, B) — M(y, B, B))
= det(k-id — ¢)
fola) = 0=det(a-id — )
Damit ist (a-id — ¢) nicht invertierbar, damit ist Kern(a -id — ¢) # {0}, also

existiert von 0 # v € V mit v(a -id — ¢) = 0. Damit existiert ein 0 # v € V
mit va = v, also ist a Kigenwert. Alle Schritte des Beweises sind dquivalent.

7.5.2 Char. Polynom im invarianten Unter- und Faktorraum

Sei U <V Unterraum. U heilt p-invariant, falls Up C U.

Sei U ein ¢-invarianter Unterraum. Sei ¢|y die Einschréankung von ¢ auf U.

Dann ist o[y, die auf V/U induzierte lineare Abbildung:
QO‘V/UIU—FUHU(,O—FU

Es gilt:
st = f@lU ) f<P|V/U und M|y - Mylyy € K[x]mw
BEWEIS: Fiir U = {0} offensichtlich. Sei dimU =:r > 1.

Sei B := {by,...,bs,b,41,...,b,} eine Basis von V (mit n := dim V'), wobei
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By := {bi,...,b.} eine Basis von U ist. Sei B, = (B\ By) +U = {b,_1 +
U,...b, + U}.

M(p,B,B) = <é B)EMW”(K)

A = M(90|U7BI>BI) EMTXT(K)
D = M(@’V/UaBbBl) S Mnfrxnfr(K)

A0
IIHXH_M(SO7B7B) = <C/ D/)
folp = det(xl,y, — A)
A/
f‘P‘V/U - det(gln—rxn—'r_D/)
D/

Entwicklungssatz f@ — det A/ . det D/

= f@\U ’ f@|V/U
(M), - msoIV/U)(SD) = m‘P|V/U(<'D) - Mgl ()
Um‘P‘V/U(SO) mwlU((p) =0
eU

7.5.3 Matrix mit Minimalpolynom = char. Pol

Sei dimV > 1, r := gradm,, und m,, = ZZZO a;x'. Es existiert ein v € V mit
V = (v¢']i € N). Dann ist dimV = r und B = {vy’, ...,vp" "} eine Basis
von V und es gilt:

M(p,B,B) =

0 0 0 0 0 1
—Gp —a1 —az —as - —0ap-1

BEWEIS: Beachte r > 1. Es gilt: m, ,(v) = ¢"m., ,(¢), d.h.

0 = vmy(p) 9" = (V" )mp(¥)
0
Damit ist my,, € K[z]m,, also my|m,,. Andererseits: m, € K[z|m,, d.h.

My |My,. Damit gilt: my, = my,,
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Als nichstes zeigen wir: v’ ..., 00" sind linear unabhingig. Seien w =

"Lk (vp?) eine Linearkombination mit k; € K. Sei g := S} k;2%. Dann
> imo Ki(ve 9 i=0
ist w = vg(p).

Genau dann ist w = 0, wenn g € Ann,(v) = K[z|mg, = K[z]m,. Damit ist
g = 0 oder r = gradm, < gradg = r — 1, der zweite Fall kann nicht sein.
Damit ist g = 0, also kg = ... = k,_; = 0, also v¢?, ..., " ! linear unabhingig.

Angenommen, V > W := (v, ..., vp" 1), Es existiert ein vk € V \ W, sei
zusitzlich k& minimal mit dieser Eigenschaft. Es ist & > r. Das Element vp" !
liegt wegen der Minimalitdt von k£ in W. Damit existiert eine Linearkombina-
tion:

r—1
vt = Zhiv@i
i=0
r—1
(0" Ny = (Z hiwz) P
i=0
= thel?ﬂpi
i=1
= .. +h,_1vp
ew
= h._jvp" ¢ W
#0
v ¢ W
Da k minimal ist, ist k = r.
0 = wvmy(p)
r—1
= Zaivtp + a, vy
=0 -1
r—1
v = — Zawg&’ eWw
i=0

Damit ist vp" € W, Widerspruch, also ist es eine Basis.

Wir haben gezeigt: B = {vy?, ...,vp" 1} ist eine Basis von V. Die Matrix ist
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direkt zu berechnen. Das charakteristische Polynom:

fo

= det(zl,«; — M(p, B, B))

z -1 0 0 0
0 = -1 0 0
gt 00w -1 0
: : 0
0 0 0 0 =« -1
ag a1 Qo a3 T+ a1
-1 0 0 0
z -1 0 0
= (=) Mag-det| 0 =z -1 0 | +(=1)""%as -det(...) ...
0 a:;l
0 0 0 =z -1

ag

= at+axr+..+a_x7 2"

7.5.4 Satz von Cayley-Hamilton

Das charakteristische Polynom liegt im von Minimalpolynom erzeugten Haupt-
ideal des Polynomrings

fo € K[z]my,d.h.f(¢) =0

BeEwEIS: Induktion nach dim V:

e Induktionsanfang: dimV = 1, dann V = (v), zudem vy = kv fiir ein
ke K, d.h. k ist Eigenwert von ¢; f, =z — k =m,,

e Induktionsannahme: Sei dim V' > 2 und die Behauptung richtig fiir alle
Vektorraume der Dimension kleiner dim V.

e Induktionsschluf: Es existiert v € V mit V = (v¢'|i € N), so folgt
my, = f, aus (7.5.3). Also konnen wir annehmen: Fiir 0 # v € Vist U :=
(vp'li € N) ein echter Unterraum von V', der ¢-invariant ist. Da U ein
echter Unterraum ist, gilt nach Induktionsannahme: F,, € K{z]m,y,.
Dimensionssatz: dim V/U < dim V. Wieder mit Induktionsannahme:

f<pV/U = K[I]ms&wu-
f“p - fW|U ' f‘pV/U € K[l‘} "Moyly - Mey,y - K[ZB] "My
——

eK[z|m,
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7.6 Bemerkung iiber unendlichdimensionale Vektorrau-
me
Z.B. V := K[z] ist ein unendlichdimensionaler Vektorraum tiber K.

BEWEIS: Annahme, V sei endlich. Sei fi, ..., f,, endliche Basis, dann hat ein
Polynom g = > | k; fi den Grad < max{grad f;}, damit kann ¢ - = nicht
existieren.

Sei g ¢ K fest gewdhlt aus K'[z]|. Dann gilt: (fi+f2)g = fig+ fogund (kf1)g =
k(fig). Beachte daher die lineare Abbildung ¢, : f — fg (Rechtsmultiplikati-
on). Was ist m,,? Suche Annulatorideal Ann,, (V) = {f € K[z]| f(¢,) =0}

Sei f =31 k', h € K[z], dann ist
hf(pg) = h (Z wg)
=0
= D _kihy,
1=0
= Y kihg'
=0

Daraus folgt: f = 0, also Ann, (V) = {0}, also m, = 0.

Daraus ergibt sich folgende allgemeingiiltige Definition (also fiir endlich- und
unendlichdimensionale Vektorrdume) fiir Eigenwerte: k heifst Eigenwert von
@ falls v # 0 € V existiert mit vy = kv.

8 Normalform linearer Abbildungen

Sei K Korper, V' endlichdimenstionaler Vektorraum und ¢ € Hom(V, V).

8.1 invariant, zyklisch, unzerlegbar

Sei U ein p-invarianter Unterraum von V. U heilt ¢-zyklisch, falls v € U mit
U = (vy'|i € N). Zudem heit U p-unzerlegbar®, falls U nicht direkte Summe
von echten (d.h. # U) ¢-invarianten Unterrdumen ist.

Sei U ein p-zyklischer Unterraum, W ein p-invarianter Unterraum von U.
Dann folgt: U/W = (v¢' + Wi € N) ist ¢y/w-zyklisch.

8 Hm, ich seh’ schon, das ist gar kein Gegenbeispiel - OK, dann ist es halt ein Beispiel.*
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Sei 1 € Hom(V, V') mit ¢ vertauschbar, d.h. p1p = ¢ (z.B. wenn 1) = g(p)
fir ein k € K|[z]). Dann ist

Uy = <vgpi1/1|i'€N>
= ((w)¢'li €N)

Damit ist U wieder ¢-zyklisch. Beispiele:

e Der Vektorraum (Z/27)? (kanonische Basis {e1, ep}) ist fiir e;p = ¢;
und esp = e1 + e9 p-unzerlegbar und -zyklisch.

e Der Vektorraum (Z/37)? (kanonische Basis {e1, ep}) ist fiir e;p = e;
und ey = —es nicht p-unzerlegbar, aber p-zyklisch.

8.2 Zerlegung in ¢-zyklische Unterraume
8.2.1 direkte Summe ¢-unzerlegbarer Unterrdume

V' ist direkte Summe @-unzerlegbarer Unterraume.

BEWEIS: Induktion nach dim V. Ist V' ¢-unzerlegbar, so gilt die Behauptung.
Sei V' nicht p-unzerlegbar. D.h. V' = A; & A, fiir zwei p-invariante echte
Unterrdume A;, As. Also: dim A; < dim V. Nach Induktion ist A; = B, &
. ®Bsund Ay = C1 ... Cy, wobei C; und B; ¢p-unzerlegbar sind. Damit ist

V= (B1®...0Bs)®(C1@...®C;), Klammern kénnen nach (7.4.2) weggelassen

werden, denn dim V/ (742) dim A; + dim A, 742) Yor_, dim B; + 22:1 dim C}

8.2.2 Minimalpolynom unzerlegbarer Vektorraume

Sei V' # {0} ein ¢-unzerlegbarer Vektorraum. Dann ist m, = f¢ fiir ein
irreduzibles Polynom von f € K[z] und ein e € N.

BEWEIS: folgt aus (6.6) und (7.4.6): m, = [[\_, f{*, zudem fy, ..., f, sind

paarweise telerfremde irreduzible Polynome. Angenommen, r» > 1 und h =
I, f{". Dannist g = f{*, d.h. my, = gh und g, h sind teilerfremd. Mit (7.4.6)
ist V= Kern g(p) ®Kern h(yp), das ist ein Widerspruch zur ¢-Unzerlegbarkeit.

8.2.3 Bild/Kern von Faktoren des Minimalpolynoms

Sei V' p-zyklisch und m, = gh mit g,h € K[z|. Dann ist Bild g(y) =
Kern h(¢) und fi,,.. ., = ch fiir ein ¢ € K. Auberdem hat jeder Eigenraum
von ¢ Dimension 1.
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BEWEIS: Es existiert v € V mit V = (vp'li € N). Sei U := Bild g(¢).
Die Rdume V/U und U sind wieder ¢-zyklisch. Mit (7.5.3) angewandt auf
V,U,V/U gilt:

L. my = f@? My|y = f@\U? Moyvy = f<PV/U
2. Mit (7.5.2) gh=m, = f, = fsaIUfW/U = M|y My )y
3.

VIiUg(pviy) = M+U vevV
= {0}
Uh(p) = {vg(p)h(p) | veV}
{omy(p) | veV}

= {0}
=g € K[x]mSOV/U
Ah € Klzlmyy,
= gradg > gradmy,,
Agradh > gradmyg,
gradgh = gradg+ gradh
= gradm,
= gradmy, , + gradmyy,
= gradg = gradmy,

Agradh = gradmy,

Insbesondere ist h = CM|,; fir ein ¢ € K. Es ist

grad h = grad my,, (723 dim U
Genauso ist (mit g und h vertauscht)

grad g = dim Bild h(p)

(7.5:3)

dimV =" gradm,
= gradg+gradh
= dimBild h(y) + dim Kern h(y)
=gradh = dimKernh(p)
= dimU
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Aus (3) folgt: U < Kern h(y), also U = Kern h(yp).
Zu zeigen bleibt: Jeder Eigenraum von ¢ hat die Dimension 1. Sei a
Eigenwert von ¢ (damit ist V' # {0}). Dann ist m, = (z — a)l’ fiir ein
h' € Klz]. Setze ¢ = (x — a). Dann ist wie eben gesehen:
Kermnh/'(p) = Bildg' ()
und dim Kern /' () dim Bild ¢'(¢)

= grad fopn ., — gradl
= gradm, —1

T2 dimV -1
dimV = dimKerng' () 4+ dim Bild ¢'(¢)
T
= dimKerng'(p) = 1
Kerng'(p) = Kern(p —a-id)
= {veV]v(ip—a-id)=0}
= V(a)
=dimV(e) = 1

8.2.4 invarianter Unterraum & zyklischer Unterraum

Sei my, = f¢, f € K|xz] irreduzibel und e € N, und sei U ein g-zyklischer
Unterraum maximaler Dimension von V. Dann existiert ein (p-invarianter

Unterraum W <V mit V=U@W.
BEWEIS: Induktion nach dim V'

e Induktionsanfang: dim V' < 1 offensichtlich, da V' selbst (-zyklisch ist.

e Induktionsannahme: dim V' > 2 und die Behauptung ist richtig fiir alle
Vektorraume der Dimension kleiner dim V.

e Sei U ein g-invarianter Unterraum. Dann ist m, € K [m]mwﬁ und
my € Klzlmg, .. Mit (6.6) folgt:

/ 1"
my. = f¢ und My, o = fe

Das heifist U und V/ U erfiillen die Voraussetzungen beziiglich ¢| i bzw.
¢y, Sei nun U auch ¢-zyklisch. Mit (7.4.5) folgt:

dimU = grad my), = ¢ grad f

dim U maximal < ¢ maximal
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Sei nun zusétzlich e’ maximal gewdhlt und U := U. Fiir alle p-zyklischen
Unterrdume U gilt:

U =Uf ={0} = f* € K[z]m, = K[z]f* = e = ¢ = m, = my,
Betrachte zwei Falle:

1. V/U ist nicht p-unzerlegbar. Es existieren -invariante? A;, Ay <
V mit U Q Al ﬂAg, Al % \% 7é A2 und V/U == Al/U@Ag/U
Insbesondere gilt: dim A; < dimV' und my, 4, = m,, fir i = 1,2,
denn my, 4, € K[z]my,, = K[zlm, und m, € K[z]mg, .

Mit Induktion gilt: A; = U & A}, wobei A} p-invariant ist fiir
t=1,2. Setze W := A7 + Aj. Es ist

U+W=U+AT+A+U=A4,+A4,=V
Es bleibt zu zeigen: U N W = {0}. Dann ist'°

AJU = (4 + U U ~ A7 /(A:NU) ~ A

dim W

dim A7 + dim A5

= dimA,/U + dim Ay /U
dim V/U

dimV —dim U
=UuW = {0}

dimV —dimU +dimU NW

IN

2. V/U ist p-unzerlegbar. Induktion nach dim V' sagt uns: Ist U; ein
oy u-zuyklischer Unterraum maximaler Dimension, so existiert ein
@y u-invarianter Unterraum Wy mit V/U = U, & W;.

Mit der Unzerlegbarkeit folgt: W, = {0} und V/U ist @-zyklisch.
D.h. es existiert v € V mit V/U = (vy' + Uli € N). Damit ist
m = mg, ein Teiler von m,,. Also ist m = f* fiir ein k < e. Sei

9 Ich habe Ihnen ja schon immer gesagt - Sie sollen mein Script lesen und nicht mir

zuhoren!*
10 Deutschland - das Land der Dichter und Denker! Stellen Sie doch mal die Sinnfrage!”
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vf* (@) f(g) = M

vf*(p) = vm(p) € Kern f7 ()
(v+U)m(pvy) = 0+U

UNnKern f(¢) = Kern f"(¢|v)
= Bild f*(¢|v
= Uf¥(y)

Also existiert u,, € U mit u, f*(¢) = vf*(p). Setze v = v — u, unt
W := (v'¢'|i € N). Dann ist

V@) = (v —u,) () =0
Mit (7.5.3) folgt:
dim W < grad f* = gradm = dim V/U
Dann ist v € W + U = V. Mit Dimensionssitzen folgt:

dimV +dimW —dimUUW = dimV
= dimV/U + dim U
dim W + dim U
=UnNnWwW {0}
=V = UasW

v

8.2.5 unzerlegbar = zyklisch

Ist V' p-unzerlegbar, so ist V' ¢-zyklisch.

BEWEIS: Mit (8.2.2): m, = f¢, f irreduzibel; also nach (8.2.4): V ist -
zyklisch.

8.2.6 Bedingung fiir zyklisch = unzerlegbar

Sei my, = f¢, f € K|[z] irreduzibel. Genau dann ist V ¢-zyklisch, wenn V
p-unzerlegbar ist.

BEWEIS: Wege (8.2.5) bleibt nur eine Richtung zu zeigen. Angenommen,
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V =V1 @& V5 und V3, V; verschiedene ¢-invariable Unterrdume ungleich {0}.
Sei M|y, = f¢ mit e; < e. Sei 0.B.d.A e; <ey<e.

Ve(e) = Vif?(p)+ Vaf?(p)
= {0}

=€y = €

Mit (7.5.3) und (7.5.4) gilt:

gradmy,),, < grad fy,, =dimV, < dimV = gradm,,

gradmyg),, < grad fy,,
= dimV, <dimV
= gradm,,
= gradmyy,
=dimV = diml;
=V = {0}

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von V;.

8.2.7 direkte Summe zyklischer und unzerlegbarer Unterrdume
V' ist direkte Summe @-zyklischer p-unzerlegbarer Unterrdume.
BEWEIS: Induktion nach dim V:

e Verankerung: fiir dimV <1

e Annahme: Sei dim V' > 2, und die Behauptung richtig fiir alle Vektor-
rdume kleinerer Dimension.

e Schluf: Laut (6.6) gilt: m, = f*-...- f¢, wobei f; paarweise teilerfremde
irreduzible Polynome aus K{z| sind.
Mit (7.4.6). V=W, @ ... ® W,, wobei W; := Kern f{(y).
— Angenommen, r > 1. Mit (7.4.2) gilt: dimV = dimW; + ... +

dim W,., also dim W; < dim V. W; ist @-invariant, mit der Indukti-
onsannahme gilt: W; = W;; @ ... @ W;,,,

Dann sind W;; jeweils ¢|w,-zyklisch und ¢|w,-unzerlegbar, also
auch ¢-zyklisch und ¢-unzerlegbar. Dann ist

V = Wll @ EB W1n1 @ @ er @ EB W’r‘nr
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— Sei nun r = 1 Sei U ein @p-zyklischer Unterraum maximaler Di-
mension, insbesondere U # {0}. Mit (8.2.4) existiert W < V
p-invariant mit V = U @ W, es ist dimW < dim V', mit Induk-
tionsannahme: W = Wy & ... @ W,., damit ist W; p-zyklisch und

p-unzerlegbar.
V=UpW,d..aW,

ist die gesuchte Zerlegung wegen (8.2.6) angewandt auf U (beachte
m@\U |m<,0)
8.2.8 Zerlegungssatz

SeiV=Vid..eV,und V=W, &...E W, zwei Zerlegungen in ¢-zyklische,
p-unzerlegbarer Unterrdume. Dann ist » = s und es existiert 7 € S, so
dafs V; ~ Wi, und eine invertierbare lineare Abbildung (Isomorphismus)
0 € Hom(V, V) existiert mit

Vio = Wiz und op = ¢o

BEWEIS: siehe Script

8.3 Die allgemeine Normalform

VORAUSSETZUNG: Sei ¢ lineare Abbildung auf endlichdimensionalem Vek-
torraum V.

8.3.1 Satz iiber die allgemeine Normalform

Es existieren linear unabhéngige Teilmengen By, ..., B, von V, so dafs fiir
B;=J;_, B; gilt:

1. (B;) ist p-zyklisch und p-unzerlegbar
2.V =(B)®..0(B)
3. B ist Basis von V und

A 0 0

0 0 A,

0 1 0
—Qp — Qp,;—1
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ni—l

M|y = Z a;z’

=0

BEWEIS: Nach (8.2.7) existiert eine Zerlegung V =V, & ... &V, mit V]
@-zyklisch und p-unzerlegbar. Nach (7.5.3) existiert eine Basis B; von V; mit
M(¢|(Byy, Bi, B = A; wie in (3). Nach (7.4.2) ist B eine Basis von V' mit der
gewiinschten Eigenschaft.

8.3.2 Beispiele
1. Sei dimV = 4, B Basis,

1 101
0 200
AZM(spoaB): -1 1 2 1
-1 10 3

Gesucht: ,die“ allgemeine Normalform von ¢. Das charakteristische
Polynom berechnet sich als f, = det(z] — A) = (z — 2)*. Das Mi-
nimalpolynom folgt daraus (nach ein bifchen Matrizenrechnung) als
my = (x — 2)* = 2? — 4x + 4. Denkbar sind dann die Matrizen

0 1 0 0 0 -1 0
—4 4 00 q —4 4 0
00 0 1 b 00 (2) 0
00 —4 4 0 0 0 (2

Da das Minimalpolynom Potenz eines irreduziblen Polynoms ist, muf

es einen Eigenraum geben, der das gleiche Minimalpolynom hat (und
damit dim > 2).

o O

dim Bild(¢ — 2id) = rgC' = 1 = dim Kern(p — 2id) = 3 = dim V' (2)
2. kommt noch

8.4 Die Jordansche Normalform

In diesem Abschnitt sei dim V' > 1 und sei K ein algebraisch abgeschlossener
Kérper, d.h. jedes irreduzible Polynom aus K|z| hat Grad 1, d4quivalent dazu:
jedes Polynom vom Grad > 1 in K[z| hat eine Nullstelle in K. Insbesondere
ist C algebraisch abgeschlossen (Hauptsatz der Algebra).
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8.4.1 Satz uiber die Jordansche Normalform

Sei K algebraisch abgeschlossen!'!. Dann existieren linear unabhingige Teil-

mengen B; mit i = 1,...,7, so dak fiir B = |J B; gilt:
i=1

1. (B;) ist p-zyklisch und unzerlegbar fir i =1,...,7

2. V=(B)®..®(B,)

3.
A 0 0 0
M(p, B, B) 0 A 00
SO? 9 - O O
0O 0 0 A,
wobel
0 C; 1 0
Ai = M (¢, Bi, Bi) = | 0 o0
0 0 C; 1
0 0 0 ¢

und {cy, ..., ¢, } die Menge der Eigenwerte von ¢ ist.

BEWEIS: Wie in (8.3.1) zerlegt man V in ,eine” direkte Summe von ¢-
unzerlegbaren, ¢-zyklischen Unterrdumen. Also V =V; @ ... © V,.. Es bleibt
zu zeigen: in V; existiert eine Basis B;, so dafs A; = M(yl|y;, B;, B;) die
gewiinschte Gestalt hat.

Sei m; 1= my),., K algebraisch abgeschlossen, V; p-unzerlegbar. Mit (8.2.2)

folgt: m; = (x—c;)™. Mit (7.5.3) gilt: Es existiere v € V;, so daR v ..., vp™i~?

Basis von Vj ist und dim V; = n;.

Setze ¥ := ¢ —¢; -id und v; := vy* fiir 0 < i < n; — 1. Dann ist V; v-invariant,

damit: (vg,...,v,,-1) € V;, daraus folgt: V; < (vg,...,vn,—1) < V;, also ist
—_———

(p—invariant
{vo, ..., Vs, 1} eine Basis von V;.

Betrachte A; := M (p|v;, B;, B;). Fiir 0 < j < n; — 2 gilt: v;0 = viplp =

UNicht unbedingt notwendig, notwendig ist nur: Das Minimalpolynom zerfillt in Linear-
faktoren.
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v (Y + ¢; - id) = vy + cuep?. Damit steht in der Matrix A; an Position
(7,7) gerade ¢; und 1 an (4,7 + 1). Noch zu betrachten:

Un—ic1p = vn; — 14 4 ¢; - id) = vgp™ + o™i
——

=Un;—1

und vY™ = (p — ¢; - 1d)™ = vm;(p) = 0.

8.4.2 Beispiele
1. Sei dimV = 4, B Basis,

0 0

0 0
M(p,B.B)= | X
4

= O O

-1 —6

Damit ist m, = f, = 1 — 4o + 62% — 42® + 2* = (2 — 1)*, damit ist die
Jordansche Normalform:

M(p,B',B') =

O = = O
== O O

o O O
O O ==

2. (wird noch korrigiert)

9 Alpha-Bilinearform

Sei im Folgenden K ein Korper.

9.1 Korperautomorphismen

Eine Abbildung « heifst Kérperautomorphismus (von K), falls sie bijektiv
von K nach K ist und gilt:

(k1 + ko)a = ki + ko und (kr ko) = kyaksa Y ky ke € K
BEISPIEL:
1. Sei K =C={a+1b]| a,b € R} (Korper der komplexen Zahlen). Sei
a:C—-Cmita+1ib—a—1b
Dann ist o ein Kérperautomorphismus von C, zudem o? = id # a. «

heiftt die Komplexkonjugation.
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2. Sei K Korper mit char K = 2. Dann ist
a: K — K mit k — k*
ein Korperautomorphismus: Fiir alle k1, ks € K gilt
(ky + ko) = (ki + ko)® = k7 + mﬂ%% = ki + ksav
=0

(kle)O[ = (1{311{32)2 = k%kg = klOél{ZQOé

9.2 Eigenschaften der Bilinearform

Sei in diesem Abschnitt o Automorphismus von K und V ein Vektorraum
iiber K.

DEFINITION: Eine Abbildung f : V x V — K heilst a-Bilinearform, falls
gilt:

L. f(v1,v2 4+ v3) = f(v1,v2) + f(v1,03)

- f(

f(vr +v2,v3) = f(v1,03) + f(v2, v3)
- f(

f(

2 /{?’Ul,'l)z) = /{?f(Ul,U2>

v, kvg) = (ka) - f(vy1, v9)

Ist @ =id, so heifst f Bilinearform.
BEISPIEL:
1. a=id, V =R". Sei

n

FU@r, ey an), (b, ooy bn)) o= > ashy

i=1
Dann ist f Bilinearform und heifst das Skalarprodukt auf R™.

2. a Komplexkonjugation, V = C". Sei

n

F(ar, oy an), (b, oy ba)) = > ai(biev)

i=1

Dann ist f a-Bilinearform und heiftt das Skalarprodukt auf C".
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3. a=id, V =R*% Sei 0 # c € R fest gewihlt. Sei
f((ay,...;aq), (b1, ..., ba)) := arby + agby + azbs — c*asby

Dann ist f Bilinearform und (V] f) ist der Minkowski-Raum (wichtig
z.B. in der Relativitédtstheorie)

e Eigenschaften beider Sklarmultiplikationen, jedoch nicht im Minkowski-
Raum:
f(v,v) > 0und f(v,v) =0 v=0
9.2.1 Gram’sche Matrix

Im Folgenden sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f eine a-
Bilinearform auf V. Sei zudem n := dimV und B = {vy,...,v,} eine Basis
von V. Definiere die Gram’sche Matriz:

flor,v) - f(vr,vn)
Gr(f) = (f(vi,v5))nxn = : :
f(Um Ul) T f(vm Un)

Seiv=> " kv, w=> " hw, dann
Fo,w) =" fwi,v)(ki(h;a))
i—1 j—1

9.2.2 regulire Bilinearform

DEFINITION: f (und V beziiglich f) heift requldr (oder nicht ausgeartet),
falls gilt:
flo,w)=0VweV=0v=0

SATZ: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) f ist reguldr
(b) det Gu(f) #0
(¢) flw,0) =0VweV =v=0

BEWEIS:
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(a) = (b)

Betrachte das LGS (x) der Gestalt G g(f) = 0. Wir wissen: (0, ..., 0)
ist einzige Losung von (%) in K™ genau dann, wenn det Gg(f) # 0 <
det Gp(f)" # 0. Sei (kq, ..., k,) € K™ Losung von (x). Damit folgt:

Z’fif(vi,vj) =0VvVj=1,..,n

i=1
Fiir v := Y1 kv gilt somit: f(v,v;) =0V j = 1,...,n. Sel w =
> hwvy € V. Dann ist

flv,w) = ;htaﬂi,ovt) =0

Da f regulér ist, ist v = 0, damit folgt: k; = 0 fiir alle ¢ = 1, ..., n; damit
ist det Gp(f) # 0.

Aus det Gp(f) # 0 folgt: (0,...,0) ist einzige Losung von (x). Sei v :=
>, kiv;. Dann ist

n

f('U,’Uj) =0= Zkif(vi,vj) =0Vjyj=1,...,n
i=1
Damit folgt: (ki,...,k,) ist Losung von (%), damit ist (kq,...,k,) =
(0, ...,0), also v = 0, damit ist f regulér.

Betrachte das LGS (xx) der Gestalt G(f)" = 0. Wir wissen: (0, ..., 0)
ist einzige Losung von (k) in K™ genau dann, wenn det Gg(f) # 0 <
det Gp(f)t #0. Sei (ki, ..., kn) € K™ Losung von (xx). Aquivalent:

Zkif(vj,vi) =0 VJ = 1, ., n
i=1

Fiir v:=>"" | kia~'v; gilt somit: (ki, ..., k,) ist Losung von (*x) genau
dannn, wenn f(w,v) = 0 fiir alle w € V (beachte Y | kif(v;,v;) =
f(vj,v)). Nun folgt Aquivalenz wie in ,,(a) < (b)* wenn man beriick-
sichtigt: kja™ ! = ... =k,a 'l =0=>k =.. =k, =0.

9.2.3 Gram’sche Matrizen verschiedener Basen

Seien B, B’ Basen von V und sei (a;;) := A := M(id, B’, B). Dann gilt:

Gp(f) = AGg(f)(Aa)" mit Aa = (a;;q)
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Insbesondere gilt fiir die Determinanten:
det Gp/(f) = det Gp(f) - det A - det A

BEWEIS: Sei n :=dimV, B = {vy,...,v,} und B’ = {wy,...,w,}, sei A =
(aij)nxn

n
w; = Z CLz‘jUj Y1
=1
n n
Flunwy) = f(zz>
k=1 t=1
n n
= Z Z aikajt@f@k, Ut)

k=1 t=1

- Z Z airf(Vk, vi)aj

k=1 t=1
= ij-Element der Matrix A - Gp(t) - (Aa)"
9.2.4 Vektorraum der a-Biliearformen

Sei « fest vorgegeben und B, (V') die Menge der a-Biliearformen auf V. Durch

(f +9)(v,w) = f(v,w) + g(v,w) und (kf)(v,w) := kf(v, w)
fir f,g € Bo(V) und k € K sowie v,w € V wird B, (V') zu einem Vektorraum.

Auch M, ,,(K) ist ein Vektorraum iiber K. Sei B eine Basis von V. Dann
ist die folgende Abbildung ein Vektorraumisomorphismus'?:

o Ba(v> - Mnxn(K)U cfe GB(f)
Sei A = (ai;) € Myxn(K). Dann existiert f € B,(V) mit fu = A, d.h.
aij = f(vi,v;) wobel B = {vq,...,v,} ist!.
9.3 Der duale Vektorraum

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K. Dann ist Hom(V, K) ein Vektor-
raum, der zu V' duale Vektorraum. Im folgenden setzen wir V* := Hom(V, K).
Die Elemente von V* heiffen Linearfunktionen (oder lineare Funktionale).

12 Das sagt ihnen genauer: Es gibt Bilinearformen wie Sand am Meer, und V ist das
Meer...*
13 Wir hitten aufhéren kénnen mit der Linearen Algebra, viele hiitten sich gefreut...
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9.3.1 Isomorphiesatz

Sei V' endlichdimensional und B die Basis von V. Fir b € B sie b* € V*
definiert mittels: ,

ns ) 0 falls "#0b

vb '_{ 1 falls =p 'SP
Dann ist B* := {b* | b € B} eine Basis von V* und es gilt: V ~ V*.

BEWEIS: Offensichtlich ist die Abbildung B — B* mit b — b* bijektiv: die
Surjektivitdt ergibt sich aus der Definition von B*, die Injektivitdt: b* = b'x
(mit b, € B). Damit: bb'™* = bb* = 1 = b = /. Es geniigt zu zeigen: B* ist
Basis.

Sei 3 € V*, definiere k, := bf € K. Setze 8/ =), kyb*. Dann ist fiir e € B:
el = ) ky(eb?)

beB

ke(ee™) = k.
ef = ke
Damit ist = ' und g € (B*), d.h. B* ist Erzeugendensystem von V*.
Sei ky € K und ). . kp-b* = 0. Sei e € B. Dann gilt:

0 = ¢e-0

= ke* - O \V/ (& E B
=k~ = 0Ve € B*
Die Basis B* heilst die zu B duale Basis.
BEISPIEL:
1. Sei V = K[z] und B = {z'| i € N} ist eine Basis von V. Sei B* wie in
(9.3.1) definiert.

Es gilt (B*) # V*. Sei § € V* mit 2°§ = 1 fiir alle : € N. Angenommen,
d € (B*). Es existiert eine endliche Teilmenge Bf C B* und k- € K
filr b € By mit 6 = 3,50 hi b
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Es existiert z' mit z' ¢ Bj. Dann ist
1 = 2%
= > kel
<~
beB; =0
=0

Widerspruch!

9.3.2 Dimensionssatz
Bezeichnung: Sei U <V, H < V*. Definiere
Ut = {BeV'|uf=0YucU}
H' = {veV|vB=0Vp€H)}
Offensichtlich ist U+ ein UR von V* und H" UR von V. Betrachte U+ T+

SATZ: Sei V endlichdimensional und U ein Unterraum von V. Dann gilt:
dimV = dim U + dim U+

BEWEIS: Sei B, Basis von U, B Basis von V mit By C B. Sei B* =
{b*| b€ B} wiein (9.3.1).

r_
Zur Erinnerung: b* € V*, b'b* = { 0 falls V=5

1 falls i € B\ {*} )
Sei By = {b* | b€ By}; By = B*\ Bf. Dann ist
dimV = dimV*=|B"|
= [Bsl +|Bi]
= |Bo| +[Bi]
= dimU + |B]]|

Es geniigt zu zeigen: |Bj| = dim UL, Sei W := |Bj| C V*, esist dim W = | Bj|.
Sei by € By und b € B}. Dann ist

bob* — 1 falls bo 7& bl
17 % 0 sonst

Angenommen, by = by, dann ist b = bj € BiN B}, Widerspruch, da B;N B} =
0.
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Wir haben gezeigt: bf € (By)™ = U, damit W < U~
Sei 6 S U+t. Seien ky € K mit ﬂ = Zb*GB* kyb*. Fiir by € By C U ist

0 = bof

= b Z kyeb®

b*eB*

= Z K- bob*

b*eB*

= Z Ky-bob*

b*eB*
= kbé
=8 = ) kpb €W
b*e By
= U+t 144
=W Ut
= |B}| = dimU™*

IN

9.3.3 der (Raum®)"

Sei V endlichdimensional. Dann ist
o : V — (V*) mit f(vp) :=vsVYveV,feV"

ein Isomorphismus, insbesondere gilt H' ~ H* fiir alle H < V*.

BEWEIS: Seienv,w € V, ke K, 3 € V*.

Blotw)p = (v+w)y
= B+ wp
= Bvp) + Bwe)
= Blvp +we)
Blkv)e = (kv)p
= k(vpP)
= k(B(vy))
= PB(k(vp))
Sei v € V und v = 0. Dann ist S(ve) = vf = 0 fir alle § € V*. Aus

(9.3.1) folgt v = 0, sonst existiert v* € V* mit vv* = 1 = v*(vp) = 0.
Damit ist ¢ injektive lineare Abbildung von V in (V*)*. Mit (9.3.1) ist
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dim V' = dim V* = dim(V*)*, also ist ¢ bijektiv.
Sei H < V*. Dann gilt:
H' = {veV|v3=0V3cH}
= {veV|Bup)=0VBeH}
— Hlp!
= H' ~ H*

9.3.4 Dualitatssatz

Sei V' endlichdimensional. Dann gilt:
1. (UHT =U und (H")* = H fiir alle Unterriume U <V und H < V*

2. (UyNUy)*+ = Ui+ Ush und (Uy + Us)* = Ui N US fiir alle Unterrdume
U,Uy <V

3. (HiNHy)" = H! + Hy und (H,+H,)" = H NH, fiir alle Unterrdume
Hy,Hy <V*
BEWEIS:
1. Offensichtlich gilt U < (U+)". Es geniigt, dim U = dim(U+)" zu zeigen.

dimV %Y dim U + dim U+
O2D Gim v
O3 Qim UL + dim (UH)*
~———
%
= dimU = dim(U)*
O3 Qim(UH)T

2. Offensichtlich gilt: (Uy + Up)* = Ut N Uy und UL + U < (Uy N Us)".
Zu zeigen bleibt: dim(Ui- + Uy") = dim(U; N Uy)*

dim(Ui + U3) "2" dim U} + dim Uy — dim (U N U3
A,—/

=(U1+Uz)+

©22 9. dimV — dim U, — dim Us — dim(U; + Us)*
O22 " QimV — dim Uy — dim Uy + dim(U; + Us)
"2 Qim V — dim(U; N Us)

(9.3.2)

d1m(U1 N UQ)J_

3. analog
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9.3.5 Abbildungen g, und .0

Sei V' endlichdimensional, f a-Bilinearform auf V. Fiir w € V definiere:

0wV — K mit g, : v — f(v,w)

w0V — K mit ,0:v— f(w,v)a™

Dann gilt: Fiir alle w € V sind p,, und ,0 Elemente aus V*.

BEWwWEIS: Einfaches Nachrechnen der Linearitédtseigenschaften:

(w+uwow = fv+u,w)
= f(vvw)_’_f(u’w)

= V0w + Uy
(kv)Qw = f(kma w)

— kf(o,w)

= kf(UQw)
(kv)wo = f(w,kv)a™

= (ko) - Flw,v))a”!
= (ka)a ! (f(w,v)a™)
= k(vwg)

9.3.6 Abbildung V — V*

Seien @, ¢' : V. — V* mit wp = g, bzw. wy' = ,osowie K :={w €V | wp =0}
und K" :={w € V | wy' = 0}. Dann gilt:

1. K und K’ sind Unterraume von V'

2. Ist U ein Unterraum von V' mit U N K = {0}, so erhélt ¢|y die lineare
Unabhéngigkeit von Elementen von U.

3. Aussage b gilt entsprechend fiir ¢’ und K.

4. Ist f regulér, so sind ¢ und ¢’ bijektiv. Ist zusétzlich a = id, so sind ¢
und ¢’ Isomorphismen.

BEWEIS:

1. Einfaches Nachrechnen
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2. Seien vy, ..., v, linear unabhéngig in U. Sezte (3; := v;p. Seien ky, ..., k, €
Es gilt fir alle v € V:

0 = U'Ov*

= U z": ki;
i=1
= Z k?z‘(vﬁz‘)
i=1
- Z kif(v7 Ui)
i=1

= f (U,Zk‘ioflvi>
i=1
= flv,w) = 0VoveV

Damit ist g, = 0 € V*, zudem wy = g, = w € UN K = {0}, damit

folgt:
w=0= Z kia v,
i=1
Daraus folgt kia™! = ... = k,a™' = 0, nach Multiplikation mit o:
B, ..., Bp sind linear unabhéngig.
3. analog

4. Seien wvy,...,v, Basis von V und [; := v;o. Wie eben gezeigt folgt:
B1, .., Bn sind linear unabhéngig in V*. Mit (9.3.1) gilt: dim V' = dim V*.
Damit ist 1, ..., 8, eine Basis von V*.

Sei § € V*. Dann existieren Ay, ..., h, € K mit § =", h;(;. Es ist
vB = > hp;
= Z hif (v, v;)
= f (U, Z h,-oflvi>
=0 = Z hia v,

und ¢ ist surjektiv. Seien w,w’ € V mit wp = w'p. Dann folgt:
fv,w) = v(wp) =v(w'ye) = f(v,w') Vv eV, damit folgt: f(v,w) —
flo,w')=0= f(v,w—w) Vv eV.Da fregular ist, ist w — w’ = 0.

36



9.4 Orthosymmetrische Alpha-Bilinearform
9.4.1 Definitionen

In diesem Abschnitt ist V' ein Vektorraum iiber K und f eine a-Bilinearform
auf V.

o f heilst orthosymmetrisch, falls fiir alle v,w € V gilt: f(v,w) =0 &
f(w,v) = 0.

e Sei f orthosymmetrisch, v,w € V. Dann heifst v orthogonal zu w (oder:
v steht senkrecht auf w), falls f(v,w) = 0; wir schreiben v_Lw, falls

f(v,w) = 0.

e Fiir A, B C V ist A orthogonal zu B, falls alb fiir alle a € A, b€ B
(und damit ALB).

e Definiere weiter A* :={v eV | vlaVae€ A}

e Das Radikal von V ist definiert als: rad V := V+

e V ist regulédr genau dann, wenn rad V' = {0}.

e Fiir einen Unterraum U <V gilt: U heifit regulir, falls U N U+ = {0}.
e U ist regulidr genau dann, wenn f|y.p reguldr ist.

e Seien Vi, ..., V, Unterrdume von V und V =V @ ... V,. Gilt V; <
VjL Y i # j, so schreiben wir V' = V; L... 1 V,, und nennen es orthogonale
Summe (oder orthogonale Zerlegung)'

e Sei B eine Basis von V. B heifst Orthogonalbasis von V' (beziiglich f),
falls f(b,0/) =0V b,b' € B mit b #1.

e Die Basis heifst Orthonormalbasis, falls zusétzlich f(b,b) = 1 fiir alle
be B.

e Beispiel:

‘lqu\q:wl

c a

144 h. spezielle direkte Summe, wobei alle Summanden aufeinander senkrecht stehen
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Im R?, f das Skalarprodukt!®; v = (a,b) und w = (¢, d); Linge
von v: |v| = va? + b =/ f(v,v). Zudem:

a c . b : d
cosgov:m cosgow:m sinp, = —  sing, = —
flv,w) = ac+bd

= |v|cosp, - |w] - cosgy, + |v]|sing, - |w] - sing,
= |v||w| (cos p, cos v, + sin @, sin @,,)
[0l [w] cos(pw = ¢u)
Wann ist f(v,w) =0 fiir v # 0 und w # 07 Wenn cos(p, — @,) =
0 @u— @y = (2k+1)F gilt.

Im folgenden sei f eine orthosymmatrische a-Bilinearform auf V.

9.4.2 Senkrechtriume sind Unterrdume (,,Jippie!!!)

Ist A CV, soist A+ ein Unterraum.

BEWEIS: Seien v,w € A+, k € K. Es gilt: f(u,v) =0V u € A, damit folgt:
fu, kv) = kaf(u,v) =0V u €V = kv e At

und f(u,v +w) = f(u,v) + flu,w) =0+0=0YVucV =ut+we A"

9.4.3 Dimensionssatz

Sei V' endlichdimensional und U Unterraum von V' mit U NradV = {0}.
Dann gilt:
dimV =dimU + dimU™*

Nach (9.3.2) gentigt zu zeigen:

dim U@ = dim U+
Sei U, das in (9.3) definiert U*. Sei U, = {B € V* | Uz = 0}. Mit (9.3.5):
Zuwv €V existiert f, € V* mit wf, := f(w,v).

Es ist radV = {v e V| f, =0}. Wahle Basis B von U, definiere H :=
(fo|b € B) < V*. Es gilt nach Voraussetzung: U Nrad V = {0}

Mit (9.3.6) folgt: Die Abbildung u — f, erhilt lineare Unabhéngigkeit, damit

15 Es gibt Vektoren der Linge null, die nicht null sind. Das ist halt Thr Problem.”
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sind fp,b € B linear unabhéngig und damit ist f;,b € B Basis von H.
Damit ist dim U = dim H. Es gilt6:

(93.2)

dim V dim U + dim U,
_ 9.31) .. .
dimV "=~ dimV
= dim H + dim Hed
O3 gim H + dim HT
= dimU+dimH"

Noch zu zeigen: dim H' = dim U~ es gilt sogar: H' = U+, denn:
H' = {veV|vs=0Vbec H}
= {veV|vf,=0Vbe B}
= {veV| f(v,b)=0Vbe B}
= {veV| f(v,b)=0Vbe B}
= {veV| flo,u)=0YVueU}
= Ut

9.4.4 der (Raum™)*
Sei V' endlichdimensional und U ein Unterraum von V. Dann gilt:

1. Ist V regulir, so ist U+t = U

2. Ist U regulir, soist V = UL U+
BEWEIS:

1. offensichtlich: U < UL, zu zeigen bleibt: dimU = dim U++. Nach
(9.4.3) ist
dimV = dimU +dimU*
= dimU" +dimU*
= dimU = dimU-*
2. U regulir heift: U U U+ = {0}. Damit ist U + U+ = U @ U+. Nach
(7.4.2) ist dim(U + U*+) = dim U + dim U+.

Da U regulér ist, ist U Nrad V = {0}. Mit (9.4.3) ist dim V = dim U +
dim U+, also ist

V=U+Ut=UasUt=U1U"

16 Wir wiren fertig, wenn wir zeugen kénnten.. .
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9.4.5 Klassen von Bilinearformen

1. Sei a = id, f heilst symmetrisch, falls f(v,w) = f(w,v) V v,w € V.

f heilt schiefsymmetrisch, falls f(v,w) = —f(w,v) ¥ v,w € V. Das
Skalarprodukt auf R” ist eine symmetrsiche Bilinearform.

Offensichtlich gilt fiir Gg(f): Gp(f) = Gp(f), falls f symmetrisch!'?,
und Gp(f) = —Gp(f), falls f schiefsymmetrisch'®.

. Sei a = id. f heift symplektisch, falls f(v,v) = 0 fiir alle v € V. Beispiel:

V =R*, B kanonische Basis,

0 1 0 0
-1 0 1 0
=19 -1 0 1
0 0 -10

Es gilt:

f(k‘lel + k’geg + k’3€3 -+ k’4€4, ]{3161 + kgeg + k’363 + k4€4)
= kiki f(er,e1) +hiky f(er, ea) +hiks f(e1, e3) +kiky f(e1, eq) +...
—— —— —— ——

0 1 0 0
= kiky f(er,e2) +kiky f(eo, e1) +hska f(es, eq) +hsky f(eq, e3)
1 —1 1 —1

Otéﬂt&iff
Sei f symplektisch. Fiir v,w € V gilt:

0=flv+w,v+w)= f(v,v)+f(v,w)+ f(w,v) + f(w,w)
0 0

Damit folgt:
f(v,w) - —f(w,v)
Ist char K # 2 und f schiefsymmetrisch, so ist f symplektisch.

. Ist a =id, char K # 2 und f symmetrisch, so heif’t f orthogonal.

CIst @ = id # « und f(v,w) = f(w,v)a, so heikt f unitir (oder

hermitesch) (Beispiel: Das Skalarprodukt auf C")

17

,-- 0Ob Sie lineare Abbildungen lieben oder ob Sie Matrizen lieben... Mathematiker

lieben Abbildungen, Nicht-Mathematiker lieben Matrizen...”
18 Analogien auch zu (schief)symmetrischen Matrizen etc.
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9.4.6 Automorphismus und inverses Element

Sei « ein Automorphismus von K und o? = id # «, und sei 0 # a € K.
Genau dann ist a(aa) = 1, wenn ein b € k existiert mit a = b(b~ ).

BEWEIS:
»,<* Sei a =b(b~'a). Dann gilt:

ac = b(bla)a
ba(b'a)a

= bab 'a?

= bab!
alaa) = b 'a)
(b~ )
= (ba) " (ba)
1

ba)b

SN o~
Q
~—

b la = (ba)™!
»,= Fiir ¢ € K setze b(c) := ¢+ a(ca). Dann ist

blc)a = (c+alca))a

ca + aa(ca?)

ca+a e
= a Ya(ca) +¢)

Angenommen, b(c) # 0. Dann:

a = blc)(blc)a)™
= HO)((b(0) o)

Es gentigt also, ¢ € K zu finden mit b(c) # 0.

— Ist a# —1, dann ist b(1) =1+ a # 0.

— Ist a = —1, dann ist b(c) = ¢ — ca # 0 fiir alle ¢ # co, weden
a # id existiert so ein c.
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9.4.7 Aquivalenz zwischen Bilinearformen

Seien f1, fo zwei a-Bilinearformen auf V. Wir sagen: f; ist dquivalent zu f,
falls a € K\ {0} existiert mit f; = afs, d.h.

filv,w) = afs(v,w) Vo,weV

9.4.8 Klassifikationssatz fiir orthosym. Alpha-Bilinearf.

Sei V' endlichdimensional und regulér beziiglich f und dim V' > 2. Dann gilt
einer der folgenden Fille:

1. @ =1id und f ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch
2. o? =id # a und f ist dquivalent zu einer unitiren Form

BEWEIS: Sei n := dim V' und seien ¢ und ¢’ wie in (9.3.6) (also v — g, oder
v0). Wihle 0 #£ vy € V. Setze 3 := vop, 3 = voy’, d.h.

wfB = f(w,vy) und wB = f(vo,w)a ' VweV

f orthosymmetrisch, Kern § = Kern 3’ =: W. Mit Dimensionssatz folgt:
dimV = dim W + dim Bild 3, da V regular ist, gilt: Bild § = K, damit ist
dimW =n— 1.

Sei vy € V\ W. Dann ist V = W & (v1). Setze a(vg) := v16(v14')"* und
w=a(vg)f. Fiir alle k € K und w € W ist dann

(kv +w)p = a(vo)(kvy + w)f’
= a(vo)

= k- (up)
= (kv1)p
(kv +w)B = (kv)B+0
= (kn)p
=0 = u

Wir zeigen: a(vg) = a(v)y) V vy € V' \ {0}. Sei vy € V'\ {0}.

e Sei zunéchst vg, v linear unabhéngig. Insbesondere vy + v, # 0. Fiir
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alle w € V gilt:

flw,vg +vy) = alvg+vp)f(vo + vy, w)a

= f(a(vo + vj)a(vo + vp), w)a™"
fw,vo+vy) = flw,v) + f(w, vé)

= a(v) f(vo, w)a~ +G(Uo)f(vm Ja~

= fla(vo)avy, w)a™" + f(a(vy)avy, w)a™

= (f(a(vo)avo, w) + f(a(vo) avy, w))a™"

Damit gilt fiir alle w € V:

fla(vo + vo)a(vo + vp),w) = f(alvo)avy, w) + f(a(vo) avy, w)

= f(a(vg)avy + a(vg) avy, w)
Und es folgt:

f(a(ve + vg) (v + vgy) — a(ve)ave — alvy)avy, w) =0V w

~
€radV (und rad V={0} wg. Regularitit)

Damit gilt:

= a(vy + vj)a(vy + vo) — a(vg)avg — a(v))aw]
= a(vo + vp)a(vo +vp) = [a(vo)a] vy + [a(vy)a] vy

= la(vy + v})a] vy + [a(ve + v))a] v}
= a(vo +vp) = a(vy) = a(vp)

e Sei nun vy, v) linear abhéngig. Da dimV > 2, damit existiert v; €
V'\ (v9) und vy, vy sind linear unabhéngig, wie auch v, v;. Wie oben
gesehen: a(vy) = a(vg) und a(vy) = a(vy).

Damit gilt allgemein:
a(vg) = a(v)) Y v € V '\ {0}
Setze a := a(vp). Dann gilt fiir alle v,w € V:

f(vvw) = af(w,v)oz_l
= alaf(v,w)a Ha?

= alaa™ ) f(v,w)a?

Da V regulér ist, existieren v,w € V mit k := f(v,w) # 0. Dann ist
f(k7 v, w) = k71 f(v,w) = 1, es existiert also u € V mit f(u,w) = 1
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(Normierung).
Da « ein Automorphismus ist und daher 1o = 1 ist, gilt:
1 = flu,w)
= (a- (aofl)) fu,w)a™
= (a-(aa™))1la™?

= a-(aa™)
Es ist also a - (aa™!) = 1, also gilt fiir alle v, w € V:

f(v,w) = f(%w)aiz

= K = Yww)| nwev)
= a”? = id
= o? = id

Unterscheidung in zwei Fille:

1. Der Fall a = id: Damit folgt aus a(aa™') = 1, dak a® = 1 ist. Damit ist
a Nullstelle von 2% — 1 € K[z], damit ist a = 1 oder a = —1.
e a =1, dann: f(v,w) = f(w,v)
e a =—1,dann: f(v,w) = —f(w,v)
2. Der Fall o = id # «. Es gilt: a = a~!. Mit (9.4.6) gilt: es existiert

be K\ {0} mit b(b=*a) = a = b~ a = b~'a. Definiere g := b~ f. Seien
v,w €V, dann gilt:

g(U,w) = b_1f<vvw)
= b laf(w,v)a
= b laf(w,v)a

= (07 f(w,v))a

= g(w,v)a

Damit: ¢ ist unitdr, damit ist f dquivalent zu einer unitéren Form.

10 Isometrien

VORAUSSETZUNG: In diesem Kapitel ist V' ein endlichdimensionaler Vek-
torraum iiber K und f eine a-Bilinearform auf V.
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10.1 Orthogonale Zerlegungen

In diesem Abschnitt betrachten wir unitére, symplektische und orthosymme-
trische a-Bilinearform.

10.1.1 unitér/orthogonal folgt (V = rad V gdw. symplektisch)

Sei f unitdr und orthogonal und V' # rad V. Dann existiert ein v € V mit
F(v,0) £0.
BEWEIS: Sei v' € V \rad V. Es existiert w € V mit k := f(v',w) # 0. Sei
vi=k o7t

Annahme: (V, f) ist ein Gegenbeispiel, d.h. f(xz,z) =0V z € V. Fiir alle
kl,kz e K gllt

0 = f(kﬂ] + k?gw, k’ﬂ) + kgw)
= kl(k1a> f(U, U) +k’1(k2a)f(’l], 'UJ) + kg(klOé)f('UJ, U) + k2(k2a) f(w7 w)
=0 -0
flo,w) = f(k™ w) =k f( w)
= k'k=1

Damit ist auch'® f(w,v) =1 (da f unitir oder orthogonal ist). Damit ist
0= ]{71]{?2@ -+ kgkloé W k’l, k'Q e K

Damit folgt: () k1 = ko = 1 = 0 = 1la + 1la = 2, Widerspruch falls
char K # 2!Sei k1 = 1, dann folgt aus (x): kaav + ko = 0, also —ky = kaav = ko
fiir alle ky € K. Damit ist o = id, also ist f ist orthogonal®® und char K # 2,
Widerspruch!?!

BEISPIEL: Sei a = id und char K = 2, dimV' = 2, Basis B := {v;, v2} von

V mit Gp(f) = ((1) é) Dann gilt fir kq, ks € K:

0 = f(/ﬁv + ka, kl'U + k)gw)
= k% f(U, U) +k1k2 f(va w) +k2k1 f(wv ?)) +k§ f(w7 w)
S~—— ~—— S~—— ~——

=0 =1 =1 =0
2k ko
= 0
zu einer falschen Antwort: ,,Da werd’ ich ja zum Terroristen!*
20 Das ist fiir Leute, die aus Hessen kommen, nicht so leicht, die kénnen kein r und kein

ch aussprechen. Eigentlich kénnen sie fast gar nichts aussprechen
21 Lassen Sie sich diese Limmer auf der Zunge zergehen!” ;-)

19
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10.1.2 unitir/orthogonal = Orthogonalbasis und Diagonalmatrix

Sei f unitdr oder orthogonal. Dann existiert eine Orthogonalbasis von V/,
damit ist die Gramsche Matrix eine Diagonalmatrix.

BeEwEIS: Induktion nach n := dim V.

e Induktionsverankerung: Mangels Elementen in der Basis offensichtlich
"urn < 1.

e Induktionsannahme: n > 2 und Behauptung richtig fiir Raume der
Dimension < n.

e Induktionsschritt: Ist V' =rad V, so ist jede Basis Orthogonalbasis. Sei
V #rad V, nach (10.1.1) existiert v € V mit f(v,v) # 0. Mit (9.4.4)b
gilt: (v) L (v)". Bs ist dim (v)" < dim V. Mit Induktionsvoraussetzung
existiert eine Orthogonalbasis von (v)" (beziiglich Froytscqoyt)-

Siehe (7.4.2), Basis von V ist By U {v}, und zwar eine Orthogonalbasis.

10.1.3 (an)isotrop, hyperbolisch

Sei v € V. v heift isotrop, falls f(v,v) = 0. Ein Unterraum U < V heift
isotrop, falls f|yxy die Nullform ist. U heifst anisotrop, falls 0 das einzige
isotrope Element von U ist. Ein Paar (v,w) € V x V heiftt hyperbolisches
Paar, falls v, w isotrop sind und f(v,w) =1 gilt.

Sei v, w hyperbolisches Paar, H := (v, w), dann ist dim H = 2,

Gloawt(frxm) = ( f(lg,m é )

Ein zweidimensionaler Unterraum von V heifst hyperbolische Ebene, wenn er
von einem hyperbolischen Paar erzeugt wird.
10.1.4 TIsotropie

Sei f orthogonal oder unitér (also nicht symplektisch). Genau dann ist U
isotrop, wenn jedes Elemente aus U isotrop ist.

BEWEIS: U isotrop heifit: U =radU = U NU* .
»,= Aus U isotrop folgt: jedes Element aus U ist isotrop.

,<=" Jedes Element aus U sei also isotrop. Angenommen, U # rad U, dann
folgt mit (10.1.1): es existiert u € U mit f(u,u) # 0, also ist u nicht
isotrop, Widerspruch!
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10.1.5 Korperlemma
Sei o? = id # o und a € K mit ac = a. Dann existiert b € K mit b+ ba = a.

BEWEIS: Fallunterscheidung;:

e Der Fall k + ka =0V k € K, dann folgt: 1 + 1laa =1+ 1 = 0, also
char K = 2, daraus folgt: ka = —k = kV k € K, also ist a = id,
Widerspruch zu Wahl von «o!

e Der Fall: es existiert ky € K mit kg + koo # 0. Sei k1 := ko + koo, setze
b:= koki'a. Es gilt:

kiow = (]CO—I—]{?()OZ) :koa+k0a2:k0a+k0:k1 :>k:1_104:k1_1
Damit gilt:
b+ba = kokita+ (koki'a)a
= kokyta+ koo (k7 ') (aq)
kTt a

= ak;" (ko + ko)

k

1
= a
10.1.6 Existenz eine hyperbolischen Paares

VORAUSSETZUNG: Sei f symplektisch, orthogonal oder unitéar. Es existiere
ein isotropes Element v € V' \ rad V.

SATZ: Es existiert ein w € V', so dak (v, w) ein hyperbolischs Paar ist.

BEWEIS: Es existiert w’ € V mit f(v,w’) # 0. Sei ¥’ = (f(v,w) ')a~!. Dann
gilt:
flv,K'w') = Kaf(v,w') = f(v,w) " flv,w) =1

Wir kénnen damit w’ so wihlen, daf f(v,w’) = 1. Zu zeigen bleibt: w’ ist
isotrop oder ein anderer von w’ abgeleiteter Vektor w, fiir den gilt: f(v,w) =0

e Falls f symplektisch, ist jeder Vektor isotrop.

e Falls f nicht symplektisch, fir k£ € K gilt:

Flo.kv+u') = fv, k) + f(v,0) = ka f(v,0) +f(0,0') = 1
—

=0
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— Falls f orthogonal: Setze kg := —27! f(w’, w') und w := kv + w'.
Dann gilt:

flw,w) = f(kov +w', kev +w')
= f(kov, kov) +f(kov,w") + f(w', kov) + f(w', ')
=0
= 2ko f(v,w') +f(w',w')
—_—

=1
2
= /W) + W w) =0
Damit ist w isotrop.

— Falls f unitér: Esist f(w',w') = f(w', w')a, also auch — f(w', ') =
(—f(w',w'"))a. Wende (10.1.5) an, damit existiert ein kg € K mit
ko + koo = —f(w',w'). Setze w = kv + w'.

flw,w) = f(kov +w', kov +w')
= f(kov, kov) +f(kov,w") + f(w', kov) + f(w', w’)
=0
= ko f(v,w) +koar f(v,w" )+ f(w',w)
-1 -1
ko + koo + f(w',w')
—fw' W)+ fw' ') =0

Damit ist w isotrop.

Damit ist (v, w) ein hyperbolisches Paar.

BEISPIEL: Sei char K = 2 und a = id, sei dim V' = 2. Sei B := {vy, v2} Basis

von V. Sei Gg(f) := ( (1) 1 ) Dann ist f symmetrisch und regulér, d.h.

rad V' = {0}. Offensichtlich ist vy isotrop. Sei w = kjv1 + kovs.
flw,w) = f(kivr + kava, k1vg + kavy)
= K} f(vi,v1) +kikaf(v1,v2) + kikaf (ve, v1) + k3 f (01, v2)
-0
= 2 -kiky+ki =k
-0
Damit gilt:
flw,w)=0ki=0k =0cw=Fkv

Damit ist w linear abhéngig von v; somit existiert kein hyperbolisches Paar

(v,w)in V x V.
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10.1.7 Unterraum durch hyperbolische Paare ,,aufblasen

VORAUSSETZUNG: Sei f symplektisch, orthogonal oder unitar und V' regular
beziiglich f. Sei U ein Unterraum von V mit U = radU_LUy, sei m =
dimrad U.

SATZ: Fiir jede Basis {uy, ..., uy} von rad U gilt:
1. Es existieren vy, ...,v,, € V mit
U+ (U1, ey U) = UpL (ug, v1) Looo L (U, vy
wobei die (u;,v;) hyperbolische Paare sind.
2. Ist U isotrop, so ist dim U < % ~dim V
BEWEIS:
1. durch Induktion nach m:

e Induktionsanfang: m = 0 ist trivialerweise erfiillt.
e Induktionsannahme: m > 1 und Behauptung richtig fiir m — 1.
e Induktionsschritt: Sei

U* =UpL (uq,...;ttyy_1) wobei (ui,...,up_1) <radU”

Zudem ist rad U* < rad U, damit folgt: rad U* = (uq, ..., Up,_1).
Mit (9.4.4) ist U*++ = U*, also

radUr = U Nt = - N U* = rad U*

Damit folgt: rad U* = rad U™t = (uy, ..., up,_;). Damit ist u,, €
U*+ und nicht in rad U*+. Mit (10.1.6) (angewand auf U*+ und
Up,) gilt: es existiert v, € U*L, so da (ty,, vy,) ein hyperbolisches
Paar ist.

Sei H := (U, vy,) hyperbolische Ebene, H ist reguldr. Mit (9.4.4)
folgt:
V=HIH undU* < H"

Da H*+, H und V alle regulir sind, erfiillen H+ und U* die Vor-
aussetzungen fiir m — 1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
V1, ooy U € HY, s0 daB (ug,v;) fiir i = 1, ..., m — 1 hyperbolische
Paare sind und

U*+<U1,...,Um,1> = U()J_<U1,U1>J_...J_<’U,m,1,’l]m,1>
U+ (v1,y ey Uy = UpL(ug,v1) Lol (w1, 0m-1) LH
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2. Sei U isotrop, d.h. U = rad U, also Uy = {0}. Dann folgt aus eben
gezeigtem 1.:
U < (up,v1) Lol (U, v) <V

(& J/

~~
hyperbolische Ebenen

Damit ist dimU < 2dimU < dim V.

10.1.8 Zerlegung eines Raumes in hyperbolische Ebenen

VORAUSSETZUNG: Sei f und V wie in (10.1.7), und sei U ein beziiglich Inklu-
sion maximaler isotroper Unterraum von V. Sei dim U = m und {uy, ..., U, }
Basis von U.

BEHAUPTUNG: Es existieren vy, ...,v,,, € V, so dak:
V= (u1,v1) L (U, v) LVg

wobei (u;, v;) hyperbolische Paare und V{ anisotrop.

BEWEIS: Wende (10.1.7) an, dann existieren vy, ..., vp,, so daf
U<U:= (up,v) L..L (ug,v;)

wobei (u;, v;) hyperbolische Paare sind. Sei B := {uy, v, ..., Uy, Uy, }, dann ist

0100 0 0
100 0 0 0
000 1 0 0
Gu(fy=] 0010 0 0
s 0
0000 0 01
0000 0 10

Damit ist U regulér, also nach (9.4.4) ist ULU*. Setze Vj := U~

10.1.9 Vektorrdume gerader Dimension

Sei V' reguldr und f symplektisch. Dann gilt:
1. V=H,1...LH, mit H; hyperbolische Ebenen fiir i =1,...,n

2. dim V ist gerade.

50



10.2 Isometrien

10.2.1 Definition

Sei K Korper und « fest gewéhlter Automorphismus von K. V und W
sind K-Vektorrdume mit a-Bilinearform f bzw. g. Ein Homomorphismus
¢V — W heiflst Isometrie, falls gilt:

flo,w) = glvp,wp) Vv,w eV
Ist zusétzlich ¢ bijektiv, so heifsen (V) f) und (W, g) isometrisch.

Sei ¢ € Hom(V, W), sei B Basis von V. Genau dann ist ¢ Isometrie,
wenn f(b,b') = g(bp, V) ist fir alle Basiselemente b, 4. Sind B und
B’ Basen von V bzw. W und ist ¢ : B — B’ eine Bijektion mit der
Eigenschaft f(b,b") = g(bp,b'p) fiir alle b0’ € B, so sind (V, f) und
(W, g) isometrisch.

Sei V' Vektorraum mit a-Bilinearform f. Dann heifst ¢ € Hom(V, V)
f-Isometrie, falls f(v,w) = f(vp,we) Vo,w e V.

Sei I¢(V') die Menge aller f-Isometrien auf V.

10.2.2 Gruppe der Isomorphismen

VORAUSSETZUNG: Sei f orthosymmetrisch. Sei V' regulér.

BEHAUPTUNG: Alle Elemente aus (V') sind Isomorphismen, und I;(V') ist
eine Untergruppe von GL(V).

BEWEIS: Sei ¢ € I;(V).

Wir zeigen: Kern ¢ = {0}, dann ist ¢ bijektiv. Sei v € Kern ¢. Fiir alle
w eV gilt:

fw,w) = fop,we) = f(0,wp) =0
Damit ist v € rad V' = {0} wegen der Regularitdt. Also Kern¢ = {0},
und damit ist ¢ Isomorphismus.

Zu zeigen bleibt: Untergruppenkriterium z,y € I;(V) = axy~! € I(V).
Sei ¢ € I;(V), dann gilt:

flo,w) = flop™ o, we™ ) = f((ve™ e, (we™ )e) = flop™ we™)
Damit ist ¢! € Iy(V). Seien ¢, ¢ € I;(V). Dann gilt:
Fley™),w(ev™) = f((e)y™, (we)p™) = f(vp,we) = f(v,w)
Damit ist o=t € I;(V).
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10.2.3 Kriterium fiur Isometrie

VORAUSSETZUNG: Sei B Basis von V und ¢ € Hom(V, V') bijektiv, und
seien f und g a-Bilinearformen auf V.

BEHAUPTUNG: Genau dann ist ¢ eine Isometrie von (V, f) auf (W, g), falls
(x) Gg(f)=Ml(p,B,B)-Gplg) - (M(p, B, B)a)'

BEWEIS:

»,=" Sei ¢ Isometrie. Dann ist Gg(f) = Gp,(g). Mit (9.2.3) gilt:

(x) Gp(f)=Gpylg) = M(id, By, B)Gp(9)(M(id, B, By)a)'
= M((p, BvB) ’ GB(g) ’ (M((p, B,B)Oé)t

»<=* Gelte (x). Dann gilt auch (*x) (siehe (9.2.3)), also ist Gp,(G) = GE(f).

10.2.4 Beispiele

e Sei i eine Isomor.?? von V auf W und f a-Bilinearform auf V. Fiir

u,w € W sei g(u,w) := f(up™t,wu™t). Dann ist g eine a-Bilinearform
auf W, und (V, g) und (W, g) sind isometrisch.

Flo,0") = glop,v'n) = flopp™ o't = fv,0)

Seien (V, f) und (W, h) gegeben, und es existiere ein Isomorphismus
p: V. — W. Genau dann sind (V, f) und (W, h) isometrische, wenn
(W, h) und (W, g) (wobei g wie oben definiert) isometrisch sind.

e Sei f orthogonal, w € V mit f(w,w) # 0. Sei
Sw 1V — V mit vs, :=v —2f(v,w) - f(w,w) 'wVYveV

Dann ist s,, eine Isometrie auf (V, f) und heikt Spiegelung zu w an
(w)™:

— S, ist lineare Abbildung: einfafches Nachrechnen.

22 klingt ménnlicher...”
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— Seien u,v € V. Dann ist

) )
flusw,vsu) = f ( 2w 2w w) )
— flu,v) — zj{f((z Z))f(w v) — 2;55}”Z>)f(u,w)
flu,w) f(v,w)
o) o) )
B (X B (RN

= f(u,v)

— Veranschaulichung: V' = R?, f Skalarprodukt; f (v, w) = |v| |w| cos a;
wo == (Jv] [w] ™" cos @)w; & = v —wo; v — 2wp = v — 2% cos aw =

v—QfEUw))w—vsw

e Sei f symplektisch, 0 # w € V. Fiir alle ¢ € K* ist vt,, := v+c¢f (v, w)w
eine Isometrie auf V', dabei heiftt t,, Transvektion zu w (beziiglich c).

f(vty, v'ty)
= flv+cf(v,w)w, v + cf (v, w)w)
= f,v) +ef(v,w) - (f(0',w) + flw,v") +¢ fo,w) f (', w) f (w, w)

/

=0 g
= f(v,v)
t, ist linear (einfaches Nachrechnen), Beachte: f(w,w) =0, d.h. w €
(w)™.
ty ist bijektiv: Sei u € (w)", dann: ut, = u. Entweder ist V = (w)" =

tw = id, oder V # (w)™, d.h. dim (w)" = dimV — 1. Sei wy € V' \ (w)™
und By Basis von (w)". Dann ist B = {wy} U By. Dann ist

*

| %

M(t,, B, B) =

o O O
_ O O %

Damit ist det M =1
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10.2.5 Klassifikationssatz fiir symplektische Raume

SATZ: Zwei endlich-dimensionale reguldre symplektische Raume iiber K sind
genau dann isometrisch, wenn sie gleiche Dimension haben.

BEWEIS:

,= Seien (V, f) und (W, G) endlichdimensionale reguldre symplektische
Réaume. Ist (V, f) isometrisch zu (W, g), so sind insbesondere V und W
isomorph, also dim V' = dim W.

=" Sei dimV = dimW. Nach (10.1.9) existieren hyperbolische Paare
(v, w1), ..., (Uy, wy,) von V und (v}, w)), ..., (v}, w)) von W mit

V= (vi,w) L ... L{vp,w,) und W = (v, w}) L ... L@, w)

Insbesondere ist {vy, wy, ..., v,, w, } Basis von V und {v}, w}, ..., v}, w,}
Basis von W. Definiere

p:Vo— W mit v = o) und wip = w;

Es gilt: f(v;,vj) =0 = g(vip, vju) und

1 falls i=7
f(viawj) = { 0 sonst J = g(v’i,uawj:u)

Damit ist p eine bijektive Isometrie.

10.2.6 Korperlemma

VORAUSSETZUNG: Sei K ein endlicher Kérper und K2 := {k* | k € K}.

BEHAUPTUNG:

1. e beicharK =2: K = K?
e bei char K # 2: |[K*| =2+ ((K?) — 1)

2. Fiir alle a,b € K* gilt: K = aK? + bK?
BEWEIS:

1. Sei k € K. Dann hat 2 — k? € KJz] in K die Nullstellen +k. Sei
B: K — K?mit k+— k% Sei k? € K2 N K*.

e Falls char K = 2, so hat k? genau ein Urbild. Damit ist 3 injektiv,
K endlich, also 8 auch bijektiv, also K = K2.
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e Falls char K # 2 ist, so hat k* genau zwei Urbilder. |[K*| =
2|K2NK*| =2(|K? —1)

2. Ist char K = 2, so ist wie gesehen K = K?, damit folgt:
k=a-(ka)+b-0VkeK*
Sei also char K # 2 und K, := K2 N K*. Wie oben gesehen ist
2|K?| =2(|Ks| +1) =2|Ko| + 2= |K*|+2=|K| +1
Damit enthiilt K2 mehr als die Hilfte der Elemente von K. Die Mengen
—K?und —b 'k + (ab )K= {=b""+ (ab"")h* | he K}

mit k € K haben jeweils | K?| Elemente und sind damit nicht disjunkt.
Es existieren also ¢, h € K mit

—t? = b 'k + (ab"Hh? = k = bt* + ah®
10.2.7 Klassifikation von anisotropen Vektorraumen

Sei K endlich, f orthogonal und ¢ € K \ K2 und sei V' anisotrop beziiglich f.
Dann gilt einer der folgenden Fille:

(a) dimV =0

(b) dimV =1 und es existiert v € V mit f(v,v) =1

(¢) dimV =1 und es existiert v € V mit f(v,v) = ¢

(d) dimV = 2 und es existiert eine Basis vy, vy von V' mit

flo,v1)=1 A f(v,v9) =0 A f(vg,v9) = —c

Keine zwei der in (a) bis (d) angegebenen Raume sind isometrisch.

BEWEIS:

e Wir konnen annehmen: n :=dimV > 1.

e Wir zeigen: n < 2. Mit (10.1.2) gilt: Es existiert eine Orthogonalbasis

V1, ..., Uy von V. Setze a; := f(v;,v;). Da V' anisotrop ist, ist a; # 0.
Angenommen, n > 3. Dann folgt mit (10.2.6): K = a; K? + a,K?. Es
existieren ki, ky € K mit a k? + asks = —as.

f(klvl + ]{321)2 + Vs, ]{?1’01 + ]{ZQUQ + Ug) = k:%al + k;ag + as = 0

Da V anisotrop ist, ist k1v; +ksve+v3 = 0. Damit sind die Basiselemente
nicht mehr linear unabhéngig, Widerspruch!
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e Seinun dimV = 1. Sei K, := K? N K*, dann ist K, eine Untergruppe
von K*. Fiir a,b € K* sei a ~ b & ab™! € K,, dann ist ~ eine
Aquivalenzrelation auf K* mit den Aquivalenzklassen akK, fir a € K*

— Angenommen: a; € K,. Dann existiert ¢ € K* mit ¢®> = a;. Setze

v := ¢ 'v;. Dann:

flo,v) = flg v,q ')

Dies ist Fall (b).

— Angenommen, a; ¢ K». Nach (10.2.6) ist |K»| = 5 |K*|, aukerdem
(mit der Bijektion x +— cx) |K3| = |cK3|, also ist wegen der oben
genannten Aquivalenzklassen K* = Ky W cKy. Damit ist a; € cKo,
dann folgt a; € cK>, damit existieren k? € Ky mit a; = ck?. Sei
v:= k~'v;, dann ist

fv,v) = f(k v, k7 ) = k2a; = ¢
Dies ist Fall (c).

e Wir zeigen: Die Rdume aus (b) und (c) sind nicht isometrisch. Sei (V f)
wie in (b) und (V, f’) wie in (c). Angenommen, es existiert eine bijektive
Isometrie ¢ von (V, f) auf (V, f'). Wende (10.2.3) an, dann:

(10.2.3)

Gy (f) = G (f) =" {(] o} Ao} {v1}) Grony (f)- M, {v1}, {vr})’

Betrachte Determinanten:

1= (det M(p, {v1}, {v1}))*

Damit liegt ¢! € K, und damit ¢ € Ky, Widerspruch! Damit existiert
keine Isometrie.

e Sei nun dim V' = 2. Nach (10.2.6) ist a; K* + a3 K* = K. Also existieren
ki, ke € K* mit a1k? + apks = 1. Setze wy := kv + kovy, dann ist?3

f(wlawl) = klal + kQCLQ =1

237u einem Kommentar zu einem Schreibfehler an der Tafel: ,Erschrecken Sie mich doch
nicht so! Sie miissen auf mein Alter Riicksicht nehmen!*
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Zudem ist (w;)" L (wy) =V, damit existiert w} mit (w;)" = (w}). Sei
b:= f(wh,w)). Dann gilt fiir alle k € K*:

f(kwy + wh, kwy +wh) = k2 f(wy,wy) +b=k>+b

Da V anisotrop ist, gilt: k2 + b # 0 fiir alle k € K*, damit ist —b ¢ K.
Damit ist —b € cK,, dann existiert A € K* mit —b = ch®. Setze
wy = h~'w). Dann gilt:

f(’lUg, w2) = f(h_lw/% h_la wé) = h_2b =—C
Zudem ist wq ein skalares Vielfaches von w), und wj L w;, damit ist

f(wbw?) =0

Damit ergibt sich die Gram’sche Matrix als

(0 %)

10.2.8 Klassifikation von Vektorrdumen (f orthogonal)

Sei K endlich, ¢ € K*\ K? und f orthogonal, und sei V regulir beziiglich
fund dimV > 1. Dann ist n € Ny und es existieren hyperbolische Ebenen
Hy,...,H, in V, und es gilt einer der folgenden Félle:

(a) dimV =2n+1und V = Hy L...L H, 1 (vy) mit f(vo,vp) = 1.

dmV =2nund V =H,L...1H,.

)
(b) dimV =2n+1und V = HyL...L H, L (vy) mit f(vg,vy) = c.
c)

)

(
(c) dmV =2nund V = HyL..L H, 1 1Vy mit V; wie in (10.2.7)(d)

Keine zwei der in (a) bis (d) angegebenen Raume sind isometrisch.

BEWEIS: Wende (10.1.8) an: V 14t sich zerlegen in hyperbolische Ebenen

und anisotropes Vj:
V=HL1l.1H,1V,

Mit (10.2.7) ist Vy bekannt, ndmlich einer der vier Félle. Sei (v;, w;) hy-
perbolisches Paar H;. Dann ist B = {vy,wy, ..., Uy, Wy, vo} Basis von V' in
den Féllen (a) und (b); sei B = {vy,wy, ..., v, w,} Basis im Fall (c¢) und
B = {vy, w1, ..., 051, w,_1,v,w} Basis im Fall (d).
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Im Fall (a):

Gp(f) =
Im Fall (b):
Gp(f) =
Im Fall (c):
Gu(f) =
Im Fall (d):
0 1
1 0
Gg(f) = [) 0
0 0
0 0
0 0
d (b)

cococo

o

)

oo oo O O

O, OO O O

oSO, OO O O

oS oo, O O O

_ oo o O O

oo, O O O

S o=, O O O

oL O oo O O

_— o oo O O

o= O O O
o oo o O O

S oo oo O O

—C

= det GB<f) = (_1)n

= det Gp(f) = (—1)"c

= det Gp(f) = (—1)"

= det Gp(f) = (—1)"c

Damit sind (a) und (b) sowie (¢) und (d) nicht isotrop.

10.2.9 Klassifikation von Vektorrdumen (f unitér)

Sei K endlich, f unitdr und V regular beziiglich f mit dimV > 1. Dann gilt

einer der folgenden Fille:
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(a) dimV =2n und V = H;1...1 H, mit H; hyperbolische Ebenen.

(b) dimV = 2n+ 1 und V = H;Ll..1H,1 (vy) mit H; hyperbolische
Ebenen und f(vg,v9) = 1.

In beiden Fallen existiert eine Orthonormalbasis von V.

10.2.10 Tragheitssatz von Sylvester

DEFINITION: Der Index einer Bilinearform ist definiert als

Ind f := max{dimU | U<VA3IB bezﬁglichf\ny}

Orth.Basis

VORAUSSETZUNG: Sei entweder
(i) K =R und f orthogonal
(ii) K = C und f unitéar, wobei « die Komplexkonjugation ist.
BEHAUPTUNG: Dann existiert eine Orthogonalbasis B von V' mit
f(b,b) € {0,1,-1}Vbe B (*)

Fiir jede Basis, die (x) erfiillt, ist Ind f die Anzahl der b € B mit f(b,b) = 1.
BEWEIS: Nach (10.1.2) existiert eine Orthogonalbasis B’ von V. Sei b € B’
und ky, := f(b,b). Dann ist

o _ [ ReER falls K=R
"1 kB eR falls K=C

Falls k, > 0: Es existiert ¢, € R mit ql? = ky; analog: falls k;, < 0: Es existiert
¢ € R dumdidummit ¢? = —k,. Durch Ersetzen der b € B’ mit ky, # 0 durch
q 'p erhalten wir eine Basis B. Dann gilt:

—1p o —1p\ _ @ 2f(bb) =q, %k, falls K=R
fla, b,q,°b) = By L B
9y 4 f(ba b) = q, ky falls K =C

Dabei ist
2y = ki'ky=1 falls k>0
b b —k, Yk = —1 falls ky <0

Damit ist f(b,b) € {0,1,—1} Vb € B.
Sei U < V mit Orthonormalbasis F und dimU = Ind f. Sei By = {b € B | f(b,b) =1}
und B* = B\ By. Zu zeigen: dimU = |By].
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Angenommen, |B;| # dim U, also |B;| < dimU (der Fall |By| > dim U geht
nicht, da dim U maximal gew&hlt wurde). Dann ist

dim U + dim (B*) = dim U + |B*| > |B)| + |B*| = |B| = dim V
Nach Dimensionssatz ist aber
dimV = dim U + dim (B*) — dim(U N (B"))
Damit ist U N (B*) # {0}. Sei also w € U N (B*) mit w # 0 Dann existieren

he,l, € K mit
w=>Y he=Y b
c€E beB*
Dann ist

flw,w) = f(Zhee,Zhee>

eeE eElR

Z h:f(e,e) = h? falls K =R
hehef(e,e)  falls K =C

eclE

flw,w) = f (Z b, Y lbb>

beB* be B*

B Z Zf(bb) falls K=R
N Llyf(e,e) falls K =C

beB*
Damit ist
(i) bei K = R:
h? = 2 f(b,b
Z e Z b f( ) )
eel beB*  _gy=_1
~——
>0 <0
(i) bei K = C:
he = S LT, £(bb
> Z ol (b, D)
ecE beB —OV—=—1
~—
>0 <0

10.2.11 Klassifikationssatz fiir orthogonale und unitire Riume

SATZ: Zwei endlichdimensionale reguldre Vektorraume, die beide (i) oder
beide (ii) aus (10.2.10) erfiillen, sind genau dann isometrisch, wenn sie glei-

che Dimension und gleichen Index haben. BEWEIS: Sei (V, f) und (V’, f/)
endlichdimensional, regulér mit (i) bzw. (ii) aus (10.2.10).
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14
77<:

Angenommen, dim V' = dim V’ und Ind f = Ind f’. Wende (10.2.10) an:
Es existieren Basen B = {by,...,b,} von V und B’ = {b/,...,0,,} von V.
Sein =dimV.

f(bi,b;) = [f'(b,0))=1Vi=1,...,Ind f

17 71

flbj, b)) = FULY)=—-1Vi=Indf+1,...n

Sei ¢ : V' — V' die lineare Fortsetzung der Abbildung b, — b, V i =
1,...,n. Dann gilt: f(b;,b;) = f'(bip, V) und ¢ ist bijektive Isometrie.

Seien (V, f) und (V’, f’) isometrisch, sei ¢ bijektive Isometrie. Damit
sind die Raume isomorph, also n := dim V' = dim V. Zu zeigen: Ind f =
Ind f’. Seien B, B’ wie oben Basen, also f(b;,b;) = 1 fiir i < Ind f. Dann
ist B = {big, ...,vnp} Basis von V' und f(by,b;) = f'(bip,bip) €
{0,1, —1} fiir alle 1.

Die Anzahl der b;p € By mit f(b;p,bip) = 1 ist Ind f. Nach (10.2.10)
ist diese Anzahl auch Ind f’, also Ind f = Ind f.

10.2.12 Satz von Witt

SATZ: Sei f orthogonal, symplektisch oder unitir und V' regulér beziiglich f.
Seien U; und U; Unterrdaume von V. Es existiere eine biejktive Isometrie ¢
von (Uy, flu,xu,) auf (Us, flu,xv,). Dann existiert ¢* € 1p(V) mit ¢*|y, = ¢.

BEwWEIS: Induktion nach dimV'.

Induktionsverankerung: Bei dim V' = 0 ist nichts zu zeigen.

Induktionsannahme: Sei n := dim V' > 0 und die Behauptung richtig
fiir Vektorraume kleinerer Dimension.

Induktionsschritt: Fallunterscheidung:
(A) Up ist nicht isotrop, und es existiert ein regulérer Unterraum
(B) Uy ist nicht isotrop.

(B1) f ist symplektisch.

(Bs2) Es existiert v; € Uy mit f(vy,v1) # 0 und H = (vy, v19) ist
regulér.

(B;) Es existiert v; € Uy mit f(vy,v1) # 0 und H = (vy,v19) ist
nicht regulér.

(C) Uy ist isotrop.
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(A) Sei Vi := H*. Nach (9.4.4)(b) angewandt auf V, U und U, gilt:
V_HL1V, Up=H L (Vynly) U =HnNVynUy)

Da |y =id ist, ist (VoNU;)e = VoNU,, damit ist ¢|y,np, eine bijektive
Isometrie. Auferdem gilt wegen H # {0}: dim Vj < dim V. Da V regulér
ist, ist auch Vj reguldr (aus V' = H L 1}). Nach Induktion existiert

HE ]f|V0><V0 (Vb) mit FL|U1ﬂV0 = 90|U1ﬂV0'

Sei k := dim H und {vy, ..., v} Basis von H sowie {vj41, ..., v, } Basis
von Vy. Dann ist B = {vy, ..., v,} Basis von V.

Sei ¢* die lineare Fortsetzung der Abbildung

N v; falls 1<k
LR v falls @i >k

Dann ist ¢* bijektiv, und f(v;,v;) = f(vip*, v;9") fiir alle ,j. Also
ist o* € I;(V). Sei vy € U;. Dann ist u; = h + vy mit h € U und
vg € Uy N'Vy. Dann ist

u1p* = he™ +v9p" = hid = void = (h + vo)p = w1y

(B) Nach (10.1.2) ist f symplektisch, oder es existiert v; € Uy mit f(vy,v1) #
0.

(B1) Nach (10.1.6) existiert eine hyperbolische Ebene H; in U;. Definiere
Hj := Hyp, seien Vg := Hi- und Vj := Hj+. Mit (9.4.4)(b) ist

V=H 1Vy=H LV

und Vj und Vj sind regulére symplektische Raume beziiglich f|v; v,
bzw. f|vixy; der Dimension dim V' — 2. Nach (10.1.9) existieren
hyperbolische Ebenen Hs, ..., H, in Vj und Hj, ..., H] in V{, so dak

V=H |l.. lH=H 1.1H

Seien v;, w; hyperbolische Paare von H; bzw. v, w, von H], wobei
v; = vy und W) = wyp. Sei ¢ die lineare Fortsetzung der Abbil-
dung v; — v} bzw. w; — w;. Dann ist ¢ eine bijektive Isometrie,

d.h. ¢ € I;(V).

Definiere ¢’ := 11|y, 4, dann ist ¢’ ein bijektiver Isomorphismus
von Uy auf Us,.

Betrachte ¢'| g, dies ist gleich der Identitit, da vjy)’ = vt =
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v (analog fiir wy).

Nach Fall (A) existiert ein v € I;(V') mit

V|U1¢ - 90/ = ¢_1§0’U1w = 7va|U1 =@

Setze p* = Yv.

Seik :=dim H,dh. k = 1oder k = 2. Mit (9.4.4)ist V = H 1 H*.
Nach (10.1.2) existieren in H Orthogonalbasen {v, vy} und {v}, v} }
mit v} = v1p. Sei Vi1, ..., v, Orthogonalbasis von H+. Dann sind

B = {v1, Uk, Vg1, oo, Up } und B = {07, 0}, ki1, ooy Un

Orthogonalbasen von V.

x Sel kK = 1. Dann ist die lineare Fortsetzung v der Abbildung
vy = vy und v; — v; fir ¢ > 1 aus [p(V), denn f(vy,v1) =
[, vip) = f(vg,v7).

Es gilt: H = (v1) = (n1¢) < Uiy N Uy, zudem ist H regulér.
Setze ¢ := ¢y, dann ist ¢'|y = id. Nach Fall (A) existiert
v € I;(V) mit
Vi = ¢ = 0luw = Yvlo, = ¢
Setze p* = Yv.
x Sei k = 2. Dann ist

detGB(f) = f(U17U1)f(UZaU2)Hf(viavi)

i>3

det Gp(f) = f(ur,v1)f(Wh,vh) [T fvirvi)

>3

= f(U1Q0, Ul@) f(vé’ U;) H f(vi7 Ui)
—_—

for0) =2
Nach (9.2.3) ist fiir ein h € K*
det Gp(f) =det G(f) - h- ha = f(vg,v2) = hhaf(vy, vh)
Ersetze in der Basis B’ das Element v}, durch hv}. Dann ist
f(hvy, hvy) = hhof (v, v3) = f(v2,v2)

Wir kénnen auch annehmen: f(ve,vy) = f(v), v5). Sei ¢ die
lineare Fortsetzung der Abbildung v; — v} fiir i = 1,2 und
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v; — v; fiir ¢ > 3. Dann ist ¢ € I;(V) und fiir ¢’ = ¢~ gilt.
Dann ist ¢ty : Ujtp — Uy Isometrie und

(1) = (v1) = (L) € b N Uy

und (vy¢) ist regulér, und ¢'| () = id. Nach Fall (A) existiert

v
wieder v wie oben, setze ¢* = Y.

(B3) Da H nicht regulér ist, ist dim H = 2 (da 0 < dimrad V' < dim H).
Zudem existiert 0 # vy € rad H und

H = (vo) L (v1) = (o) L (v19)

Mit (10.1.6) existiert wy € (vl>L so, daf (vg, wp) ein hyperbolisches
Paar ist. Sei

Hy := (v1,v9, wo) = (v1) L (vg, wp)

Wir zeigen: Hy ist regulér. Die Gramsche Matrix beziiglich {vy, vg, wo }

ist
f(’Ul, Ul) 0 0
det G, wo,wo} (f) = det 0 0 1 | ==xf(v,v1)#0
0 +1 0

Satz (10.1.6) angewandt auf Hy besagt: Es existiert w), € (v10)" N
Hy, so daf (v, w() ein hyperbolisches Paar ist. Dann ist Hy =
(vi) L (vo, wp). Dann sind By und B Basen von Ho:

By := {v1,v9, wo} und B, = {v1¢, vo, wy}

Esist V = Hy L Hy, erginze daher die Basen By und Bj, zu Basen
B und B’ durch Hinzufiigen einer Basis B; von Hy.

Sei ¢ die lineare Forsetzung der Abbildung
V1 V1P Vg > Vg wo > Wy b—bVbe B

Die Abbildung 1 ist bijektiv und Isometrie.

Es ist v19 = vip € Upyp N Uy und (vy¢p) ist regular. Sei ¢ :=
Y o|uyy. Dann ist (vi@)y’ = v1g, also ist ¢'|(, e = id. Dann ist
¢ bijektive Isometrie mit ¢’ : Uyt — Us. Nach Fall (A) existiert
wieder v wie oben.
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(C) U ist isotrop. Dann ist auch Uy = Uy isotrop. Sei k := dim U;. Sei
{uy,...,ux} Basis von U; (dann ist {u},...,u}} Basis von Uy, wobei
w, = w;p). Mit (10.1.7) existiert eine Basis vy, ..., vy, 0], ..., v in V, so
daf (u;,v;) und (uf,v}) hyperbolische Paare sind. Sei

17 Y1

Wi = (ug,v1) L ... L (ug, o) und Wa := (uf,v]) L ... L (u,vp)

Wi und Wj sind regulare Unterrdaume der Dimension 2k, also nicht
isotrop. Definiere

O Wy — Womit ¢« u; = (= up) und ¢ : v; — 0

¢ ist bijektive Isometrie von Wy auf Wy, Wi ist nicht isotrop. Nach Fall
B existiert ¢* € I;(V) mit ¢*|w, = ¢'. Es gilt also ¢*|¢, = ¢|v, = ¢.

11 Skalarprodukte

In diesem Kapitel ist V ein Vektorraum Uber K und K = R oder K = C.

11.1 Grundlagen

11.1.1 Definition

Eine a-Bilinearform auf V' heiftt Skalarprodukt auf V', falls fiir alle v € V' gilt:
1. f(v,v) € Rsq (positiv definit)
2. flu,v)=0v=0
3. e falls K =R: a =id und f orthogonal

o falls K = C: « ist die Komplexkonjugation, und f ist unitér

BEISPIEL: V der Vektorraum der komplexwertigen stetigen Funktionen auf

[0, 1]. Definiere
1

flhg) = [ W) de v g.he v
0
Eigenschaften:

L. jh(m)%dx:bfﬁ(x)f dx >0

1

2. [|f(@))?dz=0h=0
0

3. f ist unitar
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11.1.2 Orthogonaliesierungsverfahren nach E. Schmidt

Sei V' Vektorraum mit Skalarprodukt f, sei n := dimV und {by,...,b,} Basis
von V. Sei b] = b;. Rekursives Verfahren: Sei » € N mit 1 < r < n. Seien
b, ..., bf so definiert, daf sie orthogonal sind und W, := (by, ..., b.) = (b7, ..., b¥).
Beachte: b,y ¢ W,, d.h. b}, ...,b%, b1 + v sind linear unabhéngig fiir alle

o

vE W, Seivi=)"_ kb
b7 bryr +v) = f(b],bry1) + f(b],v)

r

= fO],brr) + >Ry f(05,0))
j=1

= f(b;‘kvbT+1) +Ef(b:7b;k)
Setze
—ki = f(b), b)) f(O,07) T Vi =1, ..., 7 und bypqg ==brp1 + 0

Dann ist {bf,...,b},,} Orthogonalbasis. Rekursiv angewendet ergibt sich
{b%, ..., b5} als Orthogonalbasis von V. Fiir b := f(b?,b)"2b7 ist b*, ..., b*
eine Orthonormalbasis von V.

11.1.3 Schwarzsche Ungleichung

Seien v, w € V. Dann gilt:

[f(v.w)* < f(o,0)f (w,w)
Auferdem gilt die Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind.
BEWEIS: Fiir v = 0 = w gilt die (Un)Gleichung. Sei nun O.B.d.A. w # 0, sei
a:=—f(v,w)f(w,w)"!. Dann gilt
0< flv+aw,v+aw) = f(v,v)+af(v,w)+af(w,v)+aaf(w,w)

= fv,v) +af(v,w) +af(v,w) + aaf(w, w)

0 < flw,w)f(v,v)

Multiplikation
—>

mit f(w,w)

- (v,w)f(w, w)_lf(vv w)f wvw)
- (U7w)f<w=w)il (va)f waw)
(v, w) f(v,w)f(w,w) " f(w,w)" f(w,w)f(w,w)

24 Wir haben noch fiinf Minuten, vielleicht gebe ich Thnen dann die fiinf Minuten, um
sich warmzulaufen, sie werden’s brauchen!*
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Sei w = kv. Dann folgt:
[f (o, k)P = [ [£(0,0)[* und [k} f(v,0)? = f(v,0) f(kv, kv)

11.1.4 (induzierte) Normen

DEFINITION: Sei ||| eine Abbildung von V' in R, so daf fiir alle v,w € V,
k € K gilt:

L v =0&0v=0
2. |lkv|| = |k| ||v]| Yk € K
3. |[v +wl|| < ||lv|| + |Jw|]| (Dreiecksungleichung)

Dann heifst ||-]] Norm auf V.

Durch
[ : V' — Rmit [Jo]| :=+/f(v,v)

wird die von f auf V' induzierte Norm definiert. BEWEIS:

3. Betrachte nur Quadrate?:

f(v,w) + f(vaw) = 2§R(f<va w))
< [f(v,w)
(11.1.3)
< 2l {[w]

lo+w|)® = flo+wv+w)

= Jwv)+ flww)+ flv,w) + flv,w)
[v]I* + [lwl® + 2 o] [Jw]
= (Il + fJwl))?

IN

11.2 Normierte Vektorraume

Ein Vektorraum V heifst normiert, falls auf V' eine Norm existiert.

BEISPIELE:

1. Sein :=dimV, {by, ..., b,} Basis von V. Dann ist folgendes die 1-Norm:

i=1 =1

25 ... mit der Wurzel aus der Schwarzschen Ungleichung folgt ...

2
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2. Sei V der Vektorraum der reellwertigen stetigen Funktionen auf [0, 1],
f € V. Dann sind folgende Abbildungen Normen:

1]l = max {|f(2)] | = € [0,1]} und [f]| = / ()] da

11.2.1 Stetigkeit linearer Abbildungen mit Norm

Sei V' endlichdimensional, n := dim V/, {by, ..., b, } Basis. Sei ||| die 1-Norm
auf V. Sei W ein weiterer normierter Vektorraum und ¢ € Hom(V, W). Dann
ist die folgende Abbildung stetig:

YV — Rmit ¢ : v [Jvpl

BEWEIS: Sei M := max{||bi¢| | i=1,..,n}. Seiv=>", kb € V. Dann

18t .
> kb
i=1

Sei & > 0. Wéhle 0 = 177 Seien nun v,v" € V mit [|v —¢'[| < 4. Dann folgt:

loell =

<Ykl bl < MY kil = M o]
=1 1=1

M
M1

lvp — vl = (v — V)¢l < M |lv =o' < <e

11.2.2 Aquivalente Normen

Sei V endlichdimensionaler R-Raum?®® und seien ||-||; und ||-||, Normen auf
V. Dann existiere ¢y, co € Ry mit
e [vlly < flvfly < exffolly Vo eV

BEWEIS: Sei n:=dimV und {b, ...,b,} Basis von V. Sei V' = R" und ||||,
die 1-Norm beziiglich der kanonischen Basis von V'. Sei

oV = Vmit p: (k... k) — Zkibi
i—1

Dann ist ¢ € Hom(V',V). Sei ||| eine Norm auf V. Die Abbildung v :
(K1, .oy kn) = |[(k1, ..., ko) ]| ist stetig nach (11.2.1). Sei

Bi={ (k1o kn) €R| [[(y, ooy kn)llg = 1}

26siche genauer Stellmachers Script
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B ist kompakt. 1) hat auf B ein Minimum. Sei
my = min{[[(k1, ..., k)l | (K1, ..., k,) € B}
Fiir 0 # w € V' ist |wl|, ' w € B. Damit ist
leollg llwell = [[llwlly" well > my.
Dann folgt mit M., = max {||b;|| | i =1,...,n}:

my llwoll < Jlwell < My [lwl|,

Dann ist 1 1
My, lwell < fwlly < o [wel
Fiir verschiedene Normen folgt mit Mnl-lll |lwel| < Jlwlly < mul»nz |lwel|, dafs:
T gl < hwll, <
My, My,

11.2.3 Stetigkeit linearer Abbildungen

Seien V und W endlichdimensionale normierte Vektorrdume. Sei ¢ € Hom(V, W).

Dann ist ¢ stetig.

BEWEIS: Sein := dim V, Basis {b1, ...,b,} von V und M := max {||b;p| | i =1,...

Sei ||-||; die 1-Norm. Mit (11.2.2) existiert ¢ € R mit ||-|[; < c||-]|. Sei e > 0.
Wihle § := —C(MEH). Seien v,v" € V mit |jv — || < §. Seien k;, k} € K mit
v= Z?:1 k;b; und v = Z?:l k!b;. Dann ist

)

n

lve —v'ell = |1D> (ki — k)b
=1
< D [k — Kl bl < M ks — K|
i=1 =1

/ / M
= Mlv—2|; < Mc|v—-2" < Mcb = 7
11.3 Adjungierte Abbildungen

In diesem Abschnitt sind V' und W endlichdimensionale Vektorraume iiber
K (=R oder = C) mit Skalarprodukt f bzw. g. V* ist der Dualraum von V.
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11.3.1

Sei h € V*. Dann existiert genau ein w € V mit vh = f(v,w) fiir alle v € V.

BEWEIS: Sei w € V. Nach (9.3.5): vhy, := f(v,w) definert ein Element aus
V*. Sei B Basis von V. Sei B ={hy | b € B} C V*, wir zeigen: B’ ist Basis

von V*.

Nach (9.3.1) gilt dim V' = dim V*, es gentigt zu zeigen: Alle h;, sind linear
unabhéngig. Seien k, € K mit ), . »kyhy, = 0. Dann ist fiir alle v € V:

0

Da f regulér ist, ist ) g kyb = 0, da B Basis ist, also sind alle k, = 0 = k.
Damit sind alle h; linear unabhéngig. Schreibe h als Linearkombination von
B’, dann existieren [, € K mit h =) 5 lyh. Setze dann

Dann ist fir v € V:

vh =

w = Zﬁb

beB

Z lbth

beB

Z lbf(”a b)

beB

(59

beB

= f(U,U))

Die Eindeutigkeit von w folgt aus der Regularitat von V.

11.3.2 Existenz der adjungierten Abbildung

Sei ¢ € Hom(V, W). Dann existiert genau ein ¢ € Hom(W, V) mit

9(27907 w) =

fw,we* Y Vo e V,w e W
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Nenne die Abbildung ¢*¢ die zu ¢ adjungierte Abbildung. BEWEIS: Aus der
Regularitéit von V folgt die Eindeutigkeit, es bleibt die Existenz zu zeigen.
Sei w € W, folgendes ist dann eine lineare Abbildung aus V*:

bl :V — K mit vh = g(ve,w)
Mit (11.3.1): Es existiert v, € V mit vh!, = f(v,v,) V v € V. Definiere nun
o: W — Vmit o:ww— v,
Es gilt fir k£ € K:
f, (kw)e) = f (v, vgw) = vhi,, = g(ve, kw)
= kg(vp,w) = koh, = kf(v,v,) = f(v, kvy)
= [(v, k(wo))

Damit fir alle v € V: f(v, (kw)o — k(wp)) = 0, mit der Regularitét: (kw)o =
k(wg). Ahnlich zeigt man, da® g linear beziiglich der Addition ist, damit ist
o0 eine lineare Abbildung.

Definiere nun ¢*! := o, dann ist g(vp, w) = f(v, we?).

BEISPIEL: Zur Erinnerung: Sei B := {ey, ..., e,} Orthonormalbasis von V;
w = Z?:l k;e; Linearkombination. Dann ist

flw,e;) = f <Z kj€j7€i> =Y kif(ej ) =k
j=1 j=1
Fir alle v € V gilt also:
v=f(v,er)er + ... + f(v,en)en
Sei V = C? und ‘
@ mit M(p, B, B) = ( ; (1) >

Was ist M (™, B, B)?

da
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11.3.3 Eigenschaften der adjungierten Abbildung

Seien ¢, 1 € Hom(V, W) und p € Hom(W,T'), wobei T ein weiterer endlich-
dimensionaler Vektorraum und Skalarprodukt A ist. Dann gilt:

L (p+ ) = + 9
2. (ko) = kpd

3. (pp)t = prdp

4. (pd)ad

5. Kern ¢ = (Bild p*})*, ¢ injektiv genau dann, wenn ¢*! surjektiv
6. Bild 92! = (Kern )+, ¢ surjektiv genau dann, wenn ¢! injektiv
7. Ist ¢ bijektiv, so ist (p~1)2d = (pad)~!

BEWEIS:

1.-4. einfaches Nachrechnen

5. Sei v € Kerngp, dann ist 0 = g(vp,w) = f(v,wp*), damit ist v
senkrecht auf Bild . Mit v € (Bild p*!)t, w € W ist f(v,wp?d) =
0 = g(vp,w), damit ist vy € rad W also v € Kern .

Zusatz folgt wegen V = U L U+ fiir alle U < V angewandt auf
U = Bild p*.

6. (Kerng)t = (Bild pad)++ "= O4Y Bilg @

7. Folgt aus 3. wegen ¢ (p~1)2d = (pp~1)2d = id¥! = idy.

11.3.4 adjungierte Matrix

Seien B = {vy,...,v,} und B" = {v},...,v],} Basen von V bzw. W und
¢ € Hom(V, W). Dann gilt:

M(g, B, B)Gp(g) = Gp(f)M(p™, B', B)

Sind B und B’ Orthogonalbasen, so gilt:

M(g, B, B') = M(¢*%, B/, B)'
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BEWEIS: Sei n :=dimV und m := dim W. Seien

(aij)nxm = M(SOJ B? Bl) (fij)nxn = GB(f)
(agj)mm = M(p*, B', B) (9ij)mxm = Gp(9)

Dann ist

k=1
m m
oo
g &zkgijE aikg<vk7vj)
k=1 k=1
m
/
=g E ik Vg, U
k=1
/
= g(vip, vj)

Gp(f)- M(¢*, B, B) = (Z f_)
=1 nxm

Bei Orthonormalbasen sind die Gram’schen Matrizen jeweils gleich der ent-
sprechenden Einheitsmatrix, damit folgt die Behauptung.

BEZEICHNUNG: Sei A € M,,»,»(K). Dann heift = M s (K) die zu A
adjungierte Matriz

11.3.5 Determinante, Eigenwerte
Sei ¢ € Hom(V, V). Dann gilt:
1. det p = det pad

2. a € K ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn @ Eigenwert von ¢! ist.
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BEWEIS:
1. Folgt aus (11.3.4) mit Orthonormalbasis.

2. ,=" Sei a Eigenwert von ¢ zum Eigenvektor w. Dann ist fiir alle v € V:
flw,vp) = f(wp,v) = flaw,v) = af(w,v) = f(w,av)
Daraus folgt fiir alle v:
flw,vp* —av) = 0 = f(w,v(p™ —a@id))
Damit steht w senkrecht auf V(¢*! — @id). Da w Eigenvektor ist,
ist w # 0. V ist regulr, damit ist V(¢ — @id) # V Somit ist die
Abbildung (p*! — @id) nicht surjektiv. Mit Dimensionsformel ist
Kern (™ — @id) # {0}

Sei 0 # v € Kern(p® —aid), dann ist v Eigenvektor zum Eigenwert

a.

,<" Sei @ Eigenwert von ¢*!. Wie eben gezeigt, ist @ = @ Eigenwert zu
(pad)ad (11.3.3)

11.3.6 Isomorphismus lin. Abbildungen/Bilinearformen

Sei B, (V) die Menge der a-Bilinearformen und « die Komplexkonjugation.
Die folgende Abbildung ist ein Vektorraum-Isomorphismus:

¢ : Hom(V, V) — B,(V) mit ¢ — f(v,we™) Vo, w eV
BEWEIS: Sei f, := . Einfach nachzurechnen: f, € B, (V). Linearitét von
:
e zu zeigen: fir, = kf,

fro,w) = Fo,wlke)™) "ED f 0, Fuwp)

= kf(v,wp™) = kf (v, w)
e analog: f 1 = fo + for
Sei f,(v,w) =0V v,w e V. Zu zeigen. ¢ =0, d.h. ¢ ist injektiv.
0 = fo(v,w)= flv,we™) = flvp,w) ¥V v,w
=0 vpVoveV
=0 = ¢

Nach (4.1.2) und (9.2.4) ist
dim Hom(V, V') = dim M5, (K) = dim B, (V)
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11.4 Normale Abbildungen
11.4.1 Definitionen

In diesem Abschnitt ist V' endlichdimensionaler Vektorraum tiber R oder C
mit Skalarprodukt f. Sei ¢ € Hom(V, V). Dann heift ¢

e normal, falls pp*d = p*dp

o sclbstadjungiert (oder hermitesch), falls ¢ =
e unitdr, falls ¢ bijektiv und =1 =
Es gilt:

e Die unitdren Abbildungen sind genau die f-Isometrien auf V', da

Fo,wpe™) = fvp,wp) = f(v,w) Vv, 0w = w=wpp* Yw e V

o H;(V) ist der R-Vektorraum der selbstadjungierten Abbildungen aus
Hom(V, V), aber kein Vektorraum tiber C. Mit k € C,p € H(C) ist

11.3.3) — —
(kp)d M2V Fpnd = T

Matrizen heifsen normal, selbstadjungiert bzw. unitdr, wenn sie beziiglich einer
Orthonormalbasis eine normale, selbstadjungierte bzw. unitdre Abbildung
beschreiben.

11.4.2 Kiriterium fiir normale Abbildungen

Sei ¢ € Hom(V, V). Dann ist ¢ normal genau dann, wenn
Flup,we) = fog™, we™) ¥ v,w € V
BEWEIS:

’7$(L
Flop,we) = flo,wpp™) = f(v,wp™p) = fvp™, we™)
»<=" Sei v,w € V. Dann gilt:
Folpp™ — ™), w) = flupp™, w) — f(op*lp, w)
= flop,wp) — flop*, we®) =0

ad _  ,ad

Wegen der Regularitét ist v(pp ) = 0, also ! = p*dp.
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11.4.3 normale, selbstadjungierte, unitire Matrizen

Sei n := dimV, ¢ € Hom(V,V), B Orthogonalbasis von V, A = (a;;) =
M(g, B, B)

1. ¢ ist normal genau dann, wenn A normal ist, genau dann, wenn

n n

g aikﬁzg ik, V 1, ]

k=1 k=1

2. o ist selbstadjungiert genau dann, wenn A selbstadjungiert ist, genau
dann, wenn
aij = @5; Vi, ]

3. ¢ ist unitdr genau dann, wenn A unitér ist, genau dann, wenn
n
E Ak Qg = (5ij Vi,
k=1

11.4.4 Ré&ume der orthogonalen/unitiren Bilinearformen

Sei ¢ der in (11.3.6) definierte Vektorraum-Isomorphismus von Hom(V, V') in
By (V).

o K =R: Hf(V)y ist der Unterraum der orthogonalen Bilinearformen.

o K =C: Hy(V)y ist der Unterraum der unitéren Bilinearformen.

11.4.5 Eigenwerte der adjungierten Abbildung

Sei ¢ € Hom(V, V') eine normale Abbildung, v ein Eigenvektor von ¢ zum
Eigenwert k. Dann ist v Eignevektor von ©*! zum Eigenwert k. Insbesondere
sind die Eigenwerte von selbstadjungierten Abbildungen reell.

BEWEIS: Es ist

flo(e™ 1d) (™ =k -id))

f(wp — kv, vp* — kv)

Flop™, vp™) — kf(vp™, v) = kf(v,09™) + K f(v,0)
=" [f(ve, w) — kf(v,vp) — kf(ve,v) + kkf(v,v)
kkf(v,v) — kkf(v,v) — kkf(v,v) + kkf(v,v)

0= vy =Fkv
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11.4.6 invariante Unterraume

Sei K = C und ¢ eine normale Abbildung aus Hom(V, V). Sei U ein -
invarianter Unterraum (d.h. Up C U). Dann ist U auch ¢*d-invariant und es
gilt: Uty C U+,

BEWEIS: Annahme: Up*d C U. Sei v € Ut, u € U. Dann ist

flu,vp) = flup™,v) =0= Utp <U*
Es ist also nur noch der erste Teil zu zeigen. Beweis per Induktion nach dim U.

e Induktionsverankerung: Fiir dim U = 0 ist nichts zu zeigen, bei U = (u)
ist u Eigenvektor von ¢ und damit nach (11.4.5) auch von <.

e Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir alle ¢-invarianten Unter-
rdume kleinerer Dimension.

e Induktionsschritt: Wende (8.4.1) an: Es existiert eine Basis B = {uy, ..., un }
mit M(¢|y, B, B) ist in Jordan-Normalform. Fiir Uy := (ua, ..., ) ist
Usp C Uy. Nach Induktion: Uyp®® C Uy, also auch Ud‘(p C Uol. Mit
(9.4.3) und (9.4.4) gilt:

V =Uy L Uy mit dimU;- = dim V — dim U

Mit Dimensionssatz: dimU N Uy = 1, zudem U = Uy L (U N Up)*,
auferdem
UNUH)p= Up NUp=UNU;
< ==

<U Ug
Nach Induktion:
(UNUHe™ € UnU;
Up* = (Uo+(UNU))p™

Upo™ 4 (U N U )™
< U+ (UNnUy)=U

11.4.7 Orthogonalbasis aus Eigenvektoren
Sei ¢ € H¢(V'). Dann existiert eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigen-
vektoren von ¢ besteht. Insbesondere ist ¢ diagonalisierbar.

BEWEIS: Sei B eine Orthonormalbasis von V und A = M(p, B, B). Nach

(11.4.3) gilt: A = A'. Wir betrachten C" mit dem natiirlichen Skalarpro-
dukt und der natiirlichen Basis B*. Wihle ¢* € Hom(C",C") so, daf
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M (p*, B*, B¥) = A ist.

Nach (11.4.3) ist ¢* selbstadjungiert. C ist algebraisch abgeschlossen, also
besitzt ¢* einen Eigenwert k. Mit (11.4.5) gilt: k ist reell. Also ist k& auch ein
Eigenwert von . Sei v ein Eigenvektor zu &k in V.

Es ist f(v,v) > 0, nach v; = f(v,v)_l konnen wir annehmen: f(vy,vy) = 1.
Nach (11.4.6) ist (v)" ¢ C (v)" =: U. Dann ist ¢|y selbstadjungiert auf U
(beziiglich fluxu).

Nach Induktion kénnen wir annehmen: Es existiert Orthonormalbasis {vs, ..., v, }
von U, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Damit gilt:

V= (v) L ()" = (1,09, ..., 0,)
~———
Orthonormalbasis
11.4.8 Hauptachsentransformation

Sei K = R und g eine orthogonale Bilinearform auf V' (zusétzlich zu f).
Dann existiert eine Basis von V', die Orthonormalbasis beziiglich f und
Orthogonalbasis beziiglich g ist.

BEWEIS: Nach (11.3.6) und (11.3.3):
3¢ € Hom(V, V) mit g(v,w) = f(v,we*) Y v,w € V

und nach (11.4.4) ist ¢ selbstadjungiert. (11.4.7) Es existiert eine Orthonor-
malbasis B von V die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Seien b, 0’ € B. Dann
gilt:

/ / F— , 0 falls b#10V
g(b,b)=f(b>bso)=f(b7kb/b>:kb'f(b>b>:{k;_b, falls bib’

11.4.9 Charakterisierung der normalen Abbildungen iiber C
Sei K =C, dimV > 1 und ¢ € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:
(a)  ist normal

(b) Es existiert eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenvektoren von ¢
besteht, insbesondere ist ¢ diagonalisierbar.

(c) Fiir alle v € V gilt: f(ve,vp) = f(ve*d, vpad)

BEWEIS:

78



(a) = (b) Da C algebraisch abgeschlossen ist, besitzt ¢ einen Eigenwert a. Sei
v ein Elgenvektor zu diesem Eigenwert und W := (v)". Nach (9.4.4)
ist V.= (v) L W, und nach (11.4.6) ist Wy < W. Mit Induktion

nach dim V' kénnen wir annehmen, daf eine Orthonormalbasis von W
-1
existiert, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Nimmt man /f(v,v) v

zu dieser Basis hinzu, erhdlt man (b).

(b) = (c¢) Sei B eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenwerten von ¢ besteht,
und seien k, € K, b€ Bund v =),  kyb. Dann ist

fvp,vp) Z kKt (*)
beB
wobei a; der Eigenwert zum Eigenvektor b ist. Als néchstes zeigen wir,
daft b € B auch Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a; ist. Man beachte,
dafs
Fb,0'0™) = fbp, V) = apf (b, 1) Vb, b € B
Sei wieder v = ), kyb. Dann gilt:
f(U, blgoad) - Z kbf(b7 blgoad) - kb’ab’ = f(v)a_b’b,)
beB

und aus der Regularitét von V folgt ' = ay¥', d.h. V' ist Eigenvektor
von @™ fiir alle b € B. Aus (*) folgt nun:

flvp,vp) Z kokpayy, = o) Vo eV

beB
(c) = (a) Seien v,w € V. Dann gilt:
f((w+w)p, (v+w)p) = f(ve,vp)+ f(ve, wp)+ f(we, vp)+ f(we, we)
und
F((o+w)g™, (v+w) ™) = fop™, v )+ f (0™, wp™ )+ f(we™, ve™) + f (W™, we™)
also
(v we™) + f(we™, vp™)
(v, wp) + f(ve, we)
(v we™) + f(vp*d, wipad)
= 2R(f (v, wp)) = 2R(f (v™, w™))

flop,we) + f(wp,vp) = f
f
f

Mit v + 4w an Stelle von v + w erhalten wir mit dem gleichen Argument

23(f (v, wp)) = 23(f (ve™, vp™))
Daraus folgt f(vp, we) = f(vp*d, wpad) und mit (11.4.2) folgt (a).
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11.4.10 Charakterisierung der selbstadjungierten Abbildungen iiber

C

Sei K = C und ¢ € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:

(a)
(b)
()

© ist selbstadjungiert
@ ist normal, und alle Eigenwerte von ¢ sind reell.

Fiir alle v € V gilt: f(vp,v) € R

BEWEIS:

(a) = (b)
(b) = (¢)

Folgt aus (11.4.5)

Nach (11.4.9) existiert eine Orthonormalbasis B von V, die aus Eigen-
vektoren von ¢ besteht. Sei v € V und a;, der Eigenwert zu b € B. Es
existieren ky € K, b € B mit v =), 5 kyb. Daraus folgt

flop,v) = f (Z kybo, Z kbb> = Z apkpky € R

beB beB beB
Seien v,w € V. Dann ist
(v +w)p,v+w) = flop,v) + f(we, w) + f(ve, w) + f(we,v)
und aus f((v+w)p,v+w), f(ve,v), f(we,w) € R folgt:
flog,w) + f(we,v) €R (*)

Aus (x), angewandt auf v und iw, folgt i(—f(ve,w) + f(we,v)) € R.
Deshalb ist

S(f (v, w)) = =3(f(we, v)) und R(f (vp, w)) = R(f (we,v))

Also ist f(vep,w) = f(we,v). Insbesondere ist nun

flup,w) = f(wp,v) = f(v,we) = f(vp™, w)

Aus der Regularitéit von V folgt ¢ = 4.

80



11.4.11 Charakterisierung der unitiren Abbildungen iiber C
Sei K = C und ¢ € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:

(a)  ist unitér
(b) ¢ ist normal, und fiir jeden Eigenwert a von ¢ gilt: aa = 1.
(c) Fir alle v € V gilt: f(vp,vp) = f(v,v)

BEWEIS:

(a) = (b) Sei a Eigenwert von ¢ zum Eigenvektor v. Dann gilt wegen (11.4.5):

aw=vp =vp ' =av=aa=1

(b) = (¢) Nach (11.4.9) existiert eine Orthonormalbasis B von V', die aus Eigen-
vektoren von ¢ besteht. Sei v € V und a, der Eigenwert von b € B. Es
existieren ky € K,b € B mit v =), _p kyb. Deshalb gilt:

flup,vp) = f (Z kke,» kdw) = " kkayd =Y kb = f(v,0)

beB beB beB beB
(¢) = (a) Seien v,w € V. Dann folgt aus f((v+w)y, (v +w)g) = f(v+w,v+w):
flvp,we) + f(wp,ve) = fv,w) + f(w,v) (*)
Aus (x), angewandt auf v, iw folgt aukerdem:
—flve, we) + flwep,vp) = —f(v,w) + f(w,v)

Wir erhalten also:

flvp,we) + flop, wp) = fv,w) + (v, w)

und — f(vp, we) + flvp,wp) = —f(v,w)+ f(v,w)

und damit

R(f (v, wp)) = R(f(v,w)) und I(f (v, wp)) = S(f (v, w))

Damit f(ve, wp) = f(v,w) = f(vep*d,w). Aus der Regularitit von V
folgt: =1 = pd,
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11.4.12 Quadratische Gleichungen mit mehreren Variablen
e allgemein: ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 bzw.

zAxT + 2" + 5 =0

e Ellipse/Kreis: 2% + a®y* = 1

e Hyperbel: 22 — 3% =1

e Parabel: 42 =z

e zwei Geraden: 22 — a?y? =0

e Koordinatentransformation: z/ = zC mit C' € O,(K), dann
P CACY + 'O 4+ ¢ =0

qa 1V — K mit 2 — xAzT (wobei A € M,,(K)), dann (mit f
Bilinearform):

qa(v +w) = ga(v) + qa(w) + f(v, w)

g(u,v) = uAvT mit (11.4.8) existiert B, welche beziiglich f Orthonor-
malbasis, beziiglich ¢ Orthogonalbasis ist.

SATZ: Jede quadratische Gleichung mit n Unbestimmten ist zu einer quadra-
tischen Gleichung der Form

Zaixf + inbi 4+c=0
aquivalent. Insbesondere kann b; = 0 gewahlt werden, falls a; # 0.
Bei n = 2:

o a7%+asy?+co = 0 Ellipse, Hyperbeln, Punktspiegelung, Geradenpaare,
0

o a,7% + byy + ¢y = 0 Parabeln
o (byz + boy + ¢o = 0 Gerade)
Bein=3:V:= (6%1, 8%2, s %)

2

9 T
Z aijm = VAV

]
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