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Hinwels

Buch als Script zur Vorlesung: EBBINGHAUS, FLUM, THOMAS: Einfiih-
rung in die mathematische Logik; Hochschul-Taschenbuch, Spektrum-Verlag

1 Aussagenlogik

1.1 Grundlagen

e Sei N = {0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Sei A eine
beliebige Menge. Eine endliche Folge iiber A ist eine Abbildung s :
{0,....,n—1} - Amitn € N.

Falls dabei n = 0, so ist s die leere Folge, auch mit () bezeichnet (die leere
Folge ist dasselbe Objekt wie die leere Menge). Dann ist n die Léange

von s. Anstelle von s schreiben wir etwas expliziter (s(0),...,s(n — 1))
oder auch nur s(0)...s(n —1).

e Die Menge aller Folgen iiber A der Léange n wird mit A" bezeichnet
und heifit das n-fache karthesische Produkt von A. Also A° = {0}.

Die Menge aller endlichen Folgen iiber A wird mit A<N bezeichnet, also

A<N _ U A"

neN

e Falls X eine beliebige Menge ist, wird mit A~ die Menge aller Abbildun-
gen von X nach A bezeichnet. Z.B. ist AN die Menge aller unenedlichen
Folgen iiber s : N — A.

e Seiens:{0,...,n—1} - Aundt:{0,...,m—1} — A endliche Folgen
iiber A. Dann heifit s (echtes) Anfangsstiick von t, falls n < m (bei
echtem Anfangsstiick n < m) und s(i) = () fiir alle ¢ € {0,...,n—1}.
Weiter heift s Teilfolge von t, falls eine Folge (ig, ..., 4, 1) existiert mit
0<ip<...<ipq1 <m—1unds(j)=1t(i;) fir alle j € {0,...,n—1}
(Dann ist also n < m).

Weiter heilt ¢ Intervall von s, falls k < n — 1 existiert, so dak ¢(i) =
s(k 4+ 1) fir alle i € {0,...,m — 1} (dann ist also k +m < n).



1.2 Die Sprache der Aussagenlogik
1.2.1 Alphabet, Formeln, Rang
e Sei A das folgende Alphabet: Seine Buchstaben sind:

— Aussagenvariablen: Ag, ..., A,,... (mit n € N)
— Junktoren: A, V, &

— Klammern: (, )
Alsoist A= {A,V,—,(,), Ao, .., Apn,...}.

e Ein Wort iiber A ist eine endliche Folge {iber A. Die Menge aller Worter
iiber A ist somit A<N. Wir definieren nun, was ,sinnvolle“ Worter sein
sollen, diese nennen wir Formeln (der Aussagenlogik):

Definition': Formeln der Aussagenlogik sind folgendermafen definiert:
1. Alle Aussagenvariablen (Ap, Aj, ...) sind Formeln, sogenannten
Primformeln.
2. Sind « und g Formeln, so auch (a A ), (o V ) und -«

Mit F bezeichnen wir die Menge aller Formeln der Aussagenlogik. Eine
prézisere Definition ist die folgende:

e Definition: Rekursiv definieren wir die Mengen F(n) fir alle n € N
wie folgt:

1. Sei (0) = {A, | n € N}.

2. Falls F(0),...,F(n) schon definiert sind, sei F(n + 1) die Menge
all jener Worter v tiber a mit der Eigenschaft, daf o, 3 € F(0) U
...UF(n) existieren, so daf entweder

v = (aAf)oder vy = (aV ) oder v = -«
e Offensichtlich ist dann F =, F(n), das heifit: Ein Wort v € a~N

ist genau dann eine Formel, falls n € N existiert mit v € F(n).

Das kleinste solche n heiftt der Rang der Formel v. Er ist ein Mals fiir
die Komplexitat von 7. Er gibt an, wie oft man Operationen aus (2)
hintereinander ausfiihren mufl, um v aus den Primformeln zu erzeugen.

!Dies ist ein erstes Beispiel einer rekursiven Definition. So zu verstehen: Formeln sind
genau jene Worter, die man - ausgehend von den unter (1) genannten Primformeln - mittels
wiederholter Anwendung der Regel (2) erhalten kann.
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e Das optische Aquivalent zum Rang sind Baumdiagramme, Beispiele:

— Die Formel v = (=450 A Ap) hat den Rang 2.
(—|A5() A Ao)

/N

> —As A €

A50

— Die Formel v = =((Ag V = As) A A7) hat den Rang 4.

=((Ag V —A3) A A7)
\

((Ag vV —Ay) A A7)

(Ao V—As) Ay
AO ﬁflg '

A

Wenn man zeigen mochte, dafl die Menge aller Formeln eine gewisse
Eigenschaft hat, geht das i.a. nur durch Induktion iiber den Rang.

1.2.2 Eindeutigkeit des Formelaufbaus

(1) Lemma: Jede Formel hat gleich viele Links- wie Rechtsklammern.
Beweis: Induktion iiber den Rang.
— Induktionsverankerung: Sei a € F(0), also existiert n mit o = A,,.
Behauptung klar.

— Induktionsschritt: Sei die Behauptung bewiesen fiir Formeln vom
Rang hochstens n. Sei v € F(n + 1).

1. Falls v = —a fiir ein o € F(0) U... U F(n). Behauptung gilt
fiir o, somit auch fiir ~.



2. Falls v = (a A f) fiir gewisse o, € F(0)U ... U F(n). Be-
hauptung gilt fiir & und (. Dann gilt:

ALK(y) = 14 ALK(a)+ ALK(B)
"= 1+ ARK(a) + ARK(3)
= ARK(v)

3. Falls v = (a Vv (3) analog.
(2) Lemma:

1. Sei « eine Formel der Gestalt (G A ) oder (8 V «) fiir gewisse
8,7 € F. Dann enthélt jedes nichtleere echte Anfangsstiick von «
mehr Linksklammern als Rechtsklammern.

2. Sei a = = fiir ein gewisses # € F. Dann enthélt jedes Anfangs-
stick von o mindestens so viele Linksklammern wie Rechtsklam-
mern.

Beweis: Mit Induktion iiber den Rang von a beweisen wir die Aussage
»(1) und (2)“

— Induktionsverankerung: Sei Rang(a) = 0. Nicht zu zeigen, da
Primformeln nicht von dieser Gestalt sind.

— Induktionsannahme: Sei nun ,,(1) und (2)* bewiesen fiir Formeln
mit Rang < n.

— Induktionsschritt: Sei nun Rang(a) = n + 1 Es existieren nun
B,y € FOU...UFn, so dabk entweder o« = (3V ) oder a« = (G A7)
oder a = —f3. Die Behauptung ,,(1) und (2)“ gilt somit fiir 5 und
~. Fallunterscheidung:

1. Fall @ = (G V y): Sei s ein echtes nichtleeres Anfangsstiick von
a. Zu zeigen ist: s enthéalt mehr Links- als Rechtsklammern.
Es bestehen die folgenden Moglichkeiten:

(a) s = (. Klar!
(b) s = (&, wobei s’ ein nichtleeres Anfangsstiick von (3 ist.
Nach Induktionsvoraussetzung (fiir 3) enthélt s’ minde-

stens so viele Links- wie Rechtsklammern. Die Behauptung
fiir s folgt.

(c) s =(BV. Nach Lemma (1) enthélt § gleichviele Links- und
Rechtsklammern, damit folgt die Behauptung.



(d) s = (B V s, wobei s ein nichtleeres Anfangsstiick von
« ist. Nach Lemma (1) enthélt § gleichviele Links- und
Rechtsklammern, nach Induktionsvoraussetzung (fir ()
enthélt s’ mindestens so viele Links- wie Rechtsklammern.
Die Behauptung fiir s folgt.

2. Fall: a = (8 A 7): analog.

3. Fall: @ = =3: Sei s ein nichtleeres echtes Anfangsstiick von
a. Zu zeigen ist: s enthélt mindestens so viele Links- wie
Rechtsklammern. Es bestehen die folgenden Moglichkeiten:
(a) s =—. Klar!

(b) s = =, wobei s ein nichtleeres Anfangsstiick von [ ist.
Nach Induktionsvoraussetzung (fiir 3) enthélt s’ minde-
stens so viele Links- wie Rechtsklammern. Die Behauptung
fiir s folgt.

(3) Lemma: Falls -« eine Formel ist, so auch a.
Beweis: -« ist weder Primformel, noch von der Gestalt (5 A7) oder

(BV 7). Somit existiert eine Formel 9, so daly ~a = —d. Es folgt a = 6.

(4) Korollar: Kein echtes Anfangsstiick einer Formel ist eine Formel.

Beweis: Mit Induktion iiber den Rang von a.

— Induktionsverankerung: Sei Rang(«) = 0. Nicht zu zeigen, da echte
Anfangsstiicke von Primformeln leer sind.

— Induktionsschritt: Sei Rang(a) = n + 1 und die Behauptung be-
wiesen fiir Formeln mit Rang < n. Sei s ein nichtleeres, echtes
Anfangsstiick von «. Fallunterscheidung:

1. Fall: « ist Konjunktion oder Disjunktion, enthéalt also s nach
Lemma (2) mehr Links- als Rechtsklammern und ist damit
nach Lemma (1) keine Formel.

2. Fall: « = = fiir ein $ mit Rang(3) < n, wir kénnen schreiben:
s = —s’, wobei s’ ein echtes Anfangsstiick von (3 ist. Ware s
eine Formel, so wegen Lemma (3) auch s', ein Widerspruch
zur Induktionsvoraussetzung fiir j3.

(5) Satz: Eindeutigkeit des Formelaufbaus: Sei « eine Formel. Dann
gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:

1. a = A, fiir ein eindeutig bestimmtes n € N.

2. o = —f fiir eine eindeutig bestimmte Formel (.
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3. a@ = (o) fir eindeutig bestimmte Formeln 3, v und Junktor
o€ {A,V}.

Beweis: Klarerweise schliefsen sich (1), (2) und (3) gegenseitig aus.

1. Fall: @« = A, ist eine Primformel, klarerweise ist A, eindeutig
bestimmt.

2. Fall: a = = fiir ein Wort 3, (3 ist somit eindeutig bestimmt und
nach Lemma (3) auch eine Formel.

3. Fall: Es existieren Formeln  und 7 sowie ein Junktor o € {A, V},
so dak o = (o). Angenommen, es gibe noch Formeln 5" und ~/
sowie einen Junktor o' € {A,V}, so dak o = (5" o' 7).

Offensichtlich ist dann 5 Anfangsstiick von 3’ oder umgekehrt. Da
B und [’ beides Formeln sind, folgt 5 = " mit Korollar (4). Aus
(Boy) = (B0~ folgt dann o = o’ und v) = '), folglich v = 7'

Dieser Satz wird sehr oft eingesetzt, um rekursive Funktionen auf der
Menge aller Formeln zu definieren.

1.2.3 Definieren rekursiver Funktionen

e Definition: Eine Subformel einer Formel « ist ein Intervall von «, das
selbst eine Formel ist.

Beispiel:

— In —((Aso V (A A A7) A As) sind folgende Subformeln enthalten:
Ao, Az, A7, Aso, — Ao, (AN A7), (As0V (m A A A7), (AsoV (m A A
A7)) N Ag), =((Aso V (mAg A A7) A As)

— Sei a = =(=Ap V (A1 A = Ap)). Dann gilt:

Sf(A) = Sf((mAoV (A1 A—Ao))) Ufa}
= Sf(=A0) USF((A1 A—Ag)) U{(—Ao V (A1 A —Ap)), o}
= 5f(Ao) USf(A1) U Sf(=Ao0) U{(mAo V (A1 A =Ag)), a, = Ao, (A1 V ~Ao)}
= Sf(Ag)U {(—‘Ao V(A1 A —\Ao)), a,—Ap, (A1 Vv —Ayp), Ao, Al}
= {Ao,Al,—!Ao,(Al \/—\Ao),(—!Ao\/(A1 /\“Ao)),a}

e Wir definieren rekursiv eine Funktion Sf auf F wie folgt:

{a} falls a= A,
Sf(a) =< {a}USf(B) falls o= -0
{a} USF(B)USf(7) falls a=(F07)



Behauptung: Fir a € F ist Sf(«) die Menge aller Subformeln von «.

Beweis: Die Richtung ,,C* ist klar. Die Richtung ,,0“: Fallunterschei-
dung:

1. Fall: « = A,,: klar!

2. Fall: a = —(: Intervalle von «, die nicht Intervalle von 3 sind und
verschieden von « sind, haben die Gestalt —s, wobei s ein echtes
Anfangsstiick von 3 ist. Nach Korollar (4) ist somit s keine Formel,
also nach Lemma (3) auch —s nicht.

3. Fall: a = (8 V 7): Sei s ein Intervall von «, das nicht Intervall von
[ oder « ist und verschieden von « ist. Also haben wir folgende
Fille:

(a) s =s'Voders= Vs (mit s Endstiick von (3 bzw. Anfangsstiick
von 7): Dann ist s keine Formel nach deren Definition.

(b) s = (s’ oder s = ') (mit s’ ein Anfangs- oder Endstiick
von 3V «): Dann ist s keine Formel wegen der Anzahl der
Klammern.

(¢) s =ty Vt1 (mit ¢y nichtleeres Endstiick von § und ¢; ein
nichtleeres Anfangsstiick von ~): Ware ¢, = 3, so ist die
Formel [ ein echtes Anfangsstiick und damit s keine Formel.
Also ist tg echtes Endstiick von .

Sei u das Anfangsstiick von (3, das man erhélt, wenn man
hinten ¢, wegstreicht. Somit ist 3 = uty und u # ). Falls u
mit einer nichtleeren Folge von — beginnt, so erhalte v’ aus u
durch Wegstreichen all dieser, sonst sei ' = u. Bemerke, daf
u' # (0, da sonst ty eine Formel wire (Lemma (3)).

Nun muf «' mit ( beginnen (da es nicht mit A,,, A oder V
beginnen kann). Somit ist u'ty eine Formel, die mit ( beginnt,
ist also eine Kon- oder Disjunktion. Also hat ty mehr Rechts-
als Linksklammern, kann also nach Lemma (1), (2) nicht
Anfangsstiick einer Formel sein. Somit ist s keine Formel.

e Behauptung: Fir a € F ist Prim («) die Menge aller Primformeln
von a.

Beweis: Fallunterscheidung: (sieche Ubung)

e Wir definieren eine Funktion P auf N durch

P(n):={a € F| Prim(a) C{Ap,...,A,}}
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Dann enthélt P(n) Formeln von beliebig grofem Rang (fiir alle n),
beispielsweise:

{Ao, 7 Ao, 7 Ao, (Ao A Ap), (Ao A (Ag A Ag))} C P(0)

1.2.4 Vereinfachungen und Vereinbarungen

e Schreibweisen:

(v — ) anstelle von (-« V )
(a < B) anstelle von ((a — B) A (8 — «))
(a T B) anstelle von (—aV —f3)

e Sprechweisen:

wird gelesen als ,und”
wird gelesen als ,oder®
wird gelesen als ,impliziert”

wird gelesen als st dquivalent zu“

-1 1 <>

wird gelesen als ,nicht zugleich”

e Wir lassen dariiberhinaus manche Klammerpaare weg, insbesondere
Aufenklammern, so schreiben wir oft a vV 5 anstelle von (a Vv 3).

1.3 Semantik der Aussagenlogik
1.3.1 Wahrheitstafeln, Wahrheitswertbelegung

e Die Formeln der Aussagenlogik und insbesondere schon die Primformeln
werden als Aussagen gedeutet (= Auferung eines Sachverhalts). Wir
sind hier nur interessiert am Wahrheitswert solcher Aussagen. Mittels
Wahrheitstafeln werden wir festlegen, wie der Wahrheitswert einer For-
mel berechnet wird, ausgehend von den Wahrheitswerten der darin
enthaltenen Primformeln. Wir fiihren die folgenden Funktionen (Wahr-
heitstafeln) ein:

- {W,F} - {W,F} mit ~«(W) = Fund =(F) =W

AN AW FY — W, F}und v {W, F}* — {W, F}



Die zugehdrigen Wahrheitstafeln:

W | F
F

A
w W W | W
F W|F|W
W F|F|W
F F|F|F

e Definition: Eine Abbildung w : {4, | n € N} — {W, F} wird eine
Wahrheitswertbeleqgung (WWB) genannt. Mithilfe der Wahrheitstafeln
kénnen wir eine Wahrheitswertbelegung zu einer Funktion w* : F —
{W, F} fortsetzen®: Definiere rekursiv (unter Verwendung von Satz

(1.2.2)) fir a € F:

w(Ay) falls o= A, fireinn € N
“(a) = —(w*(B)) falls «a=-ffirein e F
WA= ANw*(B),w*()) falls «a= (5 A7) fir gewisse 3,y € F
V(w*(6),w*(v)) falls «a=(8V~y) fur gewisse 5,7 € F
Analog konnen wir eine partielle Wahrheitswertbelegung v : {Ao, ..., A,} —

{W, F'} fortsetzen auf die Menge P(n).

¢ Ubung (Koinzidenzlemma der Aussagenlogik): Seien w, v (moglicher-

Dann gilt w*(a) = v*(a) fir alle «
iiber Rang(«)).

777777777

€ P(n) (Zeige dies durch Induktion

1.3.2 Semantische Aquivlanenzen und Implikationen, verifizier- und
falsifizierbar, Tautologie und Kontradiktion

e Definitionen: Seien o, 5 € F.

1. o und g heifen semantisch dquivalent, falls w*(a) = w*(3) fiir
jede Wahrheitswertbelegung w. Wir schreiben o < (.

2. « impliziert semantisch 3, falls fiir jede Wahrheitswertbelegung w
gilt: Falls w*(a)) = W, so w*(8) = W. Wir schreiben: oo = 3.

3. « heit erfillbar (oder auch verifizierbar) bzw. falsifizierbar, falls
mindestens eine Wahrheitswertbelegung w existiert mit w*(a) = W

bzw. w*(a) = F.

2wobei ,fortsetzen* bedeutet: w*(A,) = w(A,) fiir alle n € N



4. « heift Tautologie bzw. Widerspruch (oder auch Kontradiktion),
falls o nicht falsifizierbar bzw. nicht verifizierbar ist.

e Beispiele: Fiir beliebige a, 3,7 € F gelten:

1. (a) («ANB)A7y) <= aA(BAY) und
(aVB)Vy) e aV(BVy) (Assoziativitit)
(b) a A< [ Aaund
aV p < A a (Kommutativitit)
(¢) a A< a und

aVoa<es o

(d) aA(aV )< aund
aV(aNp) e a

(e) an(BVy) e (anp)V(aAy) und

aV(fAy) e (aVE)A(aVy)
(f) =(a A pB) < —aV -5 und
—(aV f) & —~a A -f (Regeln von DeMorgan)

Q& A

a «— —a ist Widerspruch

e Beweis: (nur exemplarisch)

1. (e) Beweis durch Wahrheitstafeln mit allen Moglichkeiten:

a B vy lanBlary |BVy|an(BVY) | (@AB)V(ary)
W W W | W 1% 1% 1% W
w W F| W F 4% 4% 4%
W F W| F 4% w w w
W F F| F F F F F
F W W| F F w F F
F W F| F F 4% F F
FF W| F F w F F
F F F| F F F F F

e Bemerkungen: Wegen der Assoziativitit schreiben wir a A § A~
anstelle von ((aw A B) A 7y) bzw. (a A (8 A 7)), ebenso mit V. Etwas
allgemeiner schreiben wir /\ign o; und \/ign Q.

10



1.3.3 (assoziierte) Boole’sche Funktionen

e Definition: Eine Funktion f : {W,F}* — {W, F} heilt n-stellige
Boole’sche Funktion. Die Menge aller solcher Funktionen bezeichnen
wir mit B,. Weiter sei B := J, B, die Menge aller Boole’schen
Funktionen.

e Eine Formel a € F bestimmt in kanonischer Weise eine Boole’sche
Funktion f, wie folgt:

Sei n minimal mit o € P(n). Dann ist f, € B, 1. Sei Xy... X, €
{W, F}"*1 beliebig gegeben. Wir miissen f, (X ... X,) festlegen.

Definiere dazu eine partielle Wahrheitswertbelegung v : { Ao, ..., A,} —
{W, F} durch v(4;) = X; firalle 0 < i < n.Setze nun f,(Xo...X,) =
v* ().

Wir sagen auch, f, sei die durch « reprisentierte (oder mit « assoziierte)
Boole’sche Funktion.

Bemerkung: f, ist im wesentlichen die Wahrheitstafel von a.

e Beispiel: Sei a = Ay V A;. Somit ist f, € Bs, also f, : {W,F}3 —
{W, F}

v

=

f(

=
Q

)

MR IIEIS
EIERE IR
HIENImE I
MIMIIIIS

(6) Satz: Es gilt fiir alle o, 8 € F: Falls f, = f3, so ist a 3.

Beweis: Es gelte f, = f3. Sei f, € By, 41, also auch fg € B,,1. Somit ist
n minimal mit o € P(n) bzw. § € P(n). Seiv : {Ap,..., A} — {W, F}
eine Wahrheitswertebelegung.

Zu zeigen ist v*(a) = v*(3). Wir zeigen: v*(a) = W genau dann, wenn
v*(B) = W. Es gelte also v*(a) = W. Nach Definition von f, und fg ist

fa(v(Ap) ... v(A4,)) =v"(a) und fz(v(Ap)...v(A)) =v*(5)

Da f, = fgs, folgt v*(5) = v*(a) = W. Umkehrung symmetrisch. O
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1.3.4 (kanonische) konjunktive bzw. disjunktive Normalform
e Definitionen:

— Ein Literal ist eine Primformel oder die Negation einer Primformel.

— Eine Formel von der Form oy V...V a,, wobei jedes a; Konjunktion
von Literalen ist, heilst disjunktive Normalform (DNF)

— FEine Formel von der Form agA. .. A«,, wobei jedes o; Disjunktion
von Literalen ist, heilst konjunktive Normalform (KNF)

e Beispiele:

- AQ V (AO N _|A1 A _|A30) vV _\Ag ist DNF
- AQ AN (A() V _lAl V _|A30) N _|A3 ist KNF
— A5 A=A, ist DNF und KNF zugleich

w

e Konvention: Falls o € F, so sei @V = o und of = —a, zudem

—W =Fund —F=W.

(7) Satz: Jede Boole’sche Funktion in | J, .y By 1 ist reprisentierbar sowohl
durch eine DNF' wie auch durch eine KNF.
Beweis: Sei f € B, fiir ein n € N. Also: f: {W, F}"™ — {W, F}.

Zuerst konstruieren wir eine DNF a mit f, = f. Fallunterscheidung:

1. Esgilt f(Xy...X,) = F fiir alle X,...X,, € {W, F}""L. Sei nun

a=A,N-A,
2. Es existiert mindestens ein Xy ... X,, € {W, F}"™' mit f(Xj... X))
W. Setze
o= \/ (AXO AN AS

Xo... Xn€{W,F}n+1

und f(Xo... Xn)=W
Wir zeigen nun f = f,: Offensichtlich ist n minimal mit o € P(n),
somit f, € B,;1. Sei nun Yy...Y, € {W, F}"™! gegeben. Zu zeigen ist
fYo...Y) = fu(Yo... Y,).
Definiere eine partielle Wahrheitswertebelegung v : {A4y...A,} —
{W, F} durch v(A4;) = Y;. Bemerke nun, daf fiir jedes Xy...X, €
{W, F}**1 und jedes 0 < i < n genau dann v*(A;") gilt, wenn X; = Y;
ist. Denn es gilt:

* o (W falls ;=W
o Vi) falls Xy =W =9¢ 5 ey —p
“={ . (W falls V,=F
vi(—4A;) falls X; =F = { F falls YV, =W

12



Es folgt, dak v*(Ay° A ... A AX") = W genau dann gilt, wenn X; = Y;
fir alle 0 < i < n. Wir erhalten damit:
fulYo. . Y) =W 2L pr(a)=w
B 3 Xy X, mit f(Xo. .. X)) =W
so daB vt (A" ... AX) =W
= f(Yo..Y)=W

Eine KNF 3 mit fg = f finden wir nun durch einen dualen Beweis, d.h.
wir vertauschen im obigen Beweis iiberall W mit F' und V mit A:

1. Es gilt f(Xp...X,) = W fiir alle Xy...X,, € {W,F}"*!. Sei
B = (A, V-4A,).

2. Es existiert Xy... X, € {W, F}"" mit f(X,...X,)=F. Setze

o= A (AgXov ... v A %)

n
Xo... Xp €{W,F}n+1
und f(Xo...Xn)=F

Zeige analog f = f3.

e Beispiel: Finde zur Formel a = (=43 A Ag) — (A1 V Ay) semantisch
aquivalente DNF v bzw. KNF (.

1. Methode (Beweis von Satz (7)): Erstelle die Wahrheitstafel von «
(d.h. berechne f,):

(_‘AQ A Ao) (A1 \Y AQ)

Sm S S S n =R
RN
Smm S oSS SR

MIWIIIIS

MM S Sy
SSwsSS=S=Spe

Dann ist die DNF ~:

vo= (A(]/\Al/\Ag)\/(_|A0/\A1/\A2>\/(A0/\_|A1/\A2)
\/(AO N Al A _|A2> V (_‘AO VAN _‘Al N AQ)
\/(_'A() VAN Al A _‘Ag) V (_|A0 A _|A1 VAN _|A2)

Dann gilt nach Satz (7): f, = f,. Wegen Satz (6b) ist somit « 7.
Die KNF = (=Ay VvV A; V Ay) ist auch eine DNF.

13



2.

Methode® (,,Ausmultiplizieren mittels DeMorgan’scher Regeln,
Distributivitéat etc.):

v = (=42 AN Ag) V(A V Ag)
——Ay vV AgV AV A
Ay V —AgV Ap V Ay
(AsV Ay) VvV —AygV Ay
—AgV AV Ay

Wobei die oben erreichte DNF durch ,Erweitern dieser DNF
erreicht werden kann, z.B.
-Ag =Aog A (A1 V—A7)

(Ao A A1) V (=Ag A =A1)

((mAo AN A1) A (A2 vV 1 A2)) V ((RAg A —A1) A (A V —A2))

(=Ao A A1 A A2) V (=Ag A A1 A =Ag) V (mAg A —A1 A Ag) V (mAg A A1 A —Az)

e Definition: Sei a € P(n).

(8)

— Dann heifit « kanonische DNF' beziiglich n, falls a DNF ist und in

jedem der Disjunkte von « jedes A; fiir 0 < ¢ < n genau einmal
auftritt.

— Entsprechend heilt o kanonische KNF beziiglich n, falls o KNF ist

und in jedem der Konjunkte von « jedes A; fiir 0 < ¢ < n genau
einmal auftritt.

Beispiel: Im Beispiel von oben ist die nach der 1. Methode erhaltene
DNF kanonisch beziiglich 2, die DNF nach der 2. Methode ist aber nicht
kanonisch beziiglich irgendeines n. Allerdings ist

Korollar:

1.

Jede Formel ist semantisch dquivalent zu einer DNF und zu einer
KNF.

Jede verifizierbare Formel ist semantisch dquivalent zu einer kano-
nischen DNF (beziiglich eines n).

Jede falsifizierbare Formel ist semantisch aquivalent zu einer kano-
nischen KNF' (beziiglich eines n).

Beweis: Sei a € F und f, die assoziierte Boole’sche Funktion. Der
Beweis von Satz (7) liefert eine DNF 3 und eine KNF ~, so dafs f, =
fs = fy. Nach Satz (6b) gilt a § und « . Falls « erfiillbar ist, ist 3
kanonisch, falls « falsifizierbar ist, ist 7 kanonisch (siehe Beweis von
Satz (7)).

3 Die zweite Methode ist einfach mit Gewalt!“

14



¢ Ubung:
1. Eine kanonische DNF ist erfiillbar.
2. Eine kanonische KNF ist falsifizierbar.

e Unter den Beispielen von semantisch dquivalenten Formeln waren: —(a A
B) —maV = und =« «. Daraus folgt

(@A B) ==(a A B) =(—aV =p)

Dual dazu erhdlt man (a V ) =(—a A =3). Wir schliefen daraus, daf
jede Formel semantisch dquivalent ist zu einer Formel, in der nur V und
— auftreten (an logischen Junktoren) und auch zu einer Formel, in der
nur die logischen Junktoren A und — auftreten.

Definition: Eine Menge M von logischen Junktoren (eine sogenannte
Signatur) heifst vollstandig, falls jede Formel semantisch dquivalent ist
zu einer Formel, die nur Junktoren aus M enthalt.

Beispiele:

1. Die Signaturen {V,—} und {A, =} sind beide vollstandig.
2. Die Signatur {1} ist vollstiandig: o < a T «

« ﬂ‘ a‘aTﬁ‘aTa
w W | F F F
F W | W w w
W F | F w F
F F | W w w

Entsprechend ist (o V ) < —a T =4 und
(@AB) & ~(naVap)e (el f)e (@l 8)T(alf)

3. Die Signatur {A,V, —} ist nicht vollsténdig. Wir werden zeigen,
daf = Ag nicht semantisch dquivalent ist zu einer Formel, die nur
A, V,— enthalt.

Wir definieren rekursiv Mengen F™V:7(n) fiir alle n € N: Sei
FMV(0) ={A, | n€N}und FM7(n+ 1) enthélt genau jene
Wérter v mit der Eigenschaft, dak «, 5 € FVV7(0)U. . .UFY~(n)
existiere, so daf v = (a A B) oder v = (aV ) oder v = (o — [3).
Dann ist F»Y'7 i= ey F0V 7 (n) die Menge aller Formeln, die
nur die Junktoren A,V, — enthalten.

Sei w : {A, | n €N} — {W,F} die konstant wahre Wahrheits-
wertbelegung (also w(A,) = W fiir alle n € N). Dann gilt w*(—A4) =

15



F. Wir werden nun zeigen, dal w*(y) = W fiir alle v € FV7 ist,
was die Behauptung beweist.

Per Induktion iiber das kleinste N mit v € FV7(n):

— Induktionsanfang: Falls n = 0, so ist v = Ay und w*(A4) = W.

— Sei nun v € FMV7(n+1). Finde o, § € U, F™¥7 (i) mit
v = (aNB),y=(aV}p) oder v = (¢ — f). Nach In-
duktionsvoraussetzung gilt w*(a) = w*(f) = W. Aus den
Wahrheitstafeln fiir A, V, — folgt w*(y) = W.

4. Die Signatur {—, <>} ist nicht vollstéindig (siehe Ubungsblatt 3)
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2 Pradikatenlogik - die Sprache erster Stufe

2.1 Syntax
2.1.1 Alphabet, Terme, Formeln, Rang

e Definition: Im Alphabet haben wir folgende Sorten von Buchstaben:

1. v, V1, .., Up,... mit n € N (Variablen)

2. mund V (Junktoren)

3. 3 (Existenzquantor)

4. = (logische Gleichheit)

5. (und ) (Klammern)

6. (a) fur jedes n > 1 eine eventuell leere Menge von n-stelligen

Relationszeichen

(b) fiir jedes n > 1 eine eventuell leere Menge von n-stelligen
Funktionszeichen

(c) eine eventuell leere Menge von Konstanten

Die Menge aller unter (1) bis (5) genannten Buchstaben bezeichnen wir
mit A. Dabei umfafst A die logischen Zeichen. Die Menge der unter
(6) genannten Buchstaben bezeichnen wir mit S, dabei enthélt S die
Symbole. Die Menge S ist variabel und wird je nach dem Kontext anders
gewahlt. Setze As = AU S. Nun ist As das Alphabet der noch zu
definierenden Sprache Ls.

Beispiele konkreter Symbolmengen:

— Fiir die Arithmetik nimmt man Sa, = {+,-,0,1} oder S5, =
{+,-,<,0,1}, wobei 4+ und - zweistellige Funktionszeichen, < ein
zweistelliges Relationszeichen und 0 und 1 Konstanten sind.

— Fiir die Gruppentheorie: Sg, = {o, e}, wobei o ein zweistelliges
Funktionszeichen, e eine Konstante ist.

e Nun ist AS" die Menge aller Wérter iiber dem Alphabet Ags. Im fol-
genden definieren wir die fiir uns sinnvollen Wérter. Zuerst definieren
wir S-Terme, danach S-Formeln. Die Absicht dabei ist, daft Formeln
fiir Aussagen stehen, in welchen Terme Subjekt und Objekt bezeichnen.
Sei nun eine Symbolmenge S fixiert.

Definition: S-Terme sind wie folgt definiert:
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(T}) Jede Variable ist ein S-Term.
(T3) Jede Konstante ist ein S-Term.

(T3) Sind tg,...,t,—1 S-Terme und f ein n-stelliges Funktionszeichen,
so ist ftg...t,_1 ein S-Term

Als Kalkil formuliert:

(T1) fir alle n
(T3) ——— fiir alle Konstanten c € S
(T3) % fiir f ein n-stelliges Funktionszeichen

Die Menge aller S-Terme wird mit 7g bezeichnet. Wiederum definieren
wir 7s(n) mit 7s(0) = {v, | n € N} U {alle Konstanten in S} und

Ts(n+1) = {fto-~-tk1\ ti € (U T5(): £ mmtioneseichen eSskeN}

ji<n

Dann ist wieder 75 = |, .y Zs(n).

Definition: Erhalte Rang(t) fiir alle ¢ € 75 als minimales n mit t €
7Ts(n). Wir werden sehr hiufig Eigenschaften von Termen beweisen
durch Induktion iiber Rang(t).

neN

Beispiele von Termen:
— Seien f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionszeichen. Ist
guo f gugc Term oder nicht? Nein, da gvg schon ein Term ist.

— Seien f ein einstelliges, g ein zweistelliges Funktionszeichen und ¢
Konstante. Ist gvg fgvsc Term oder nicht? Jal g(vg, f(g(vs,c)))

— Seien f ein zweistelliges, g ein dreistelliges Funktionszeichen, ¢
und d Konstanten. Dann ist gfvggcdfvodv,0c ein Term, denn

g(f(UOa g(C, d7 f('U27 d)))v UIO7 C)-
Definition: §-Formeln sind wie folgt definiert:

(F1) Fiir beliebige S-Terme tg, t; ist tg = t; eine S-Formel

(Fy) Sind to,...,t,—1 S-Terme und R € S ein n-stelliges Relationssym-
bol, so ist Rty ...t,_1 eine S-Formel

(F3) Ist ¢ S-Formel, so auch —¢
(Fy) Sind ¢, S-Formeln, so auch (¢ V 1)

18



(F5) Ist ¢ S-Formel und x eine Variable, so ist 3 z¢ eine S-Formel

Wiederum als Kalkiil formuliert:

(F1) —pz— fiir fo, t1 € 75

(Fy) ST fiir ¢t9,...,t,—1 € 7 und R € S n-stelliges Relati-
onssymbol

(F3) ——

(F1) — 55—

(£5) —52,— fir  eine Variable.

Die S-Formeln aus (F}), (Fy) heifen atomar oder Primformeln. Die
Menge aller S-Formeln bezeichnen wir mit £5 und sie heifit die zur
Symbolmenge S gehorende Sprache erster Stufe. Haufig lassen wir dann
in den obigen Definitionen das & weg.

Definiere rekursiv Mengen £°(n) fiir alle n € N durch

,CS(O) = {to =1 | to, b1 € TS}
U {Rto...tn,l | R cimmwstelliges oy oS, o N}

Relationszeichen ?
und £5(n + 1) enthilt genau die Worter «y iiber As, so dafl o, 3 €

L5(0)U...U L5(n) und eine Variable x existieren mit v = —a oder
v = (aV B) oder v = Jwa. Dann ist offensichtlich £5 = |J _ £5(n).

Den Rang von v € L° definieren wir als das kleinste n € N mit

v € L5(n).

Sei ¢ € L£°. Eine Subformel von ¢ ist ein Intervall von ¢, das selbst
Formel ist.

neN

e Schreibweisen: Falls ¢, 1) € £, so schreiben wir statt

(o A) anstelle von  —(—p V =)
(p — ) anstelle von (—p V)

(p <> 1) anstelle von (¢ — ) A (Y — @)
Vryp anstelle von —dx—p

toRt; anstelle von Rtyty

¢ Beispiele von S-Formeln?: Sei R ein zweistelliges Relationszeichen.

“Dies sind die Axiome der Aquivalenzrelationen!
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1. YvgRuvgug kiirzt ab —3vg—Rugvg

2. YoV (Rvgvy — Rujug) kiirzt ab:
—Jvg—=—Fv; (= Ruguy V Rujwg)
Fvg—=3vy (- Rugvy V Rujwg)
——3v; (= Rugvy V Ruyvp)
—Jv; (= Rugvy V Rujvg)
Jvy (= Rvgvy V Rujvg)
—(=Rvov1 V Rvyvg)
( )

_‘RU()Ul V RUl’UO
= Rugv; € ES(l) und Rv,vg
RU(]’Ul

3. YooV Vus((Ruguy A Rvpvg) — Rugug)

Einige Beispiele aus der Umgangssprache:

1. ,Einige Politiker wollen den Beamten ans Geld.“ P und B sind ein-
stellige Relationenszeichen, G ist eine zweistellige Relationszeichen,

dann 1at sich die Aussage schreiben als:

M MMM MMM M M

Y
)

Jz(Px AVy(By — Gzy))

2. ,Nicht alle Vogel kénnen fliegen.“ V' und F' sind einstellige Rela-
tionenszeichen, dann 1afst sich die Aussage schreiben als:

Vo (Ve — Fx)

3. ,Jeder, der Ausdauer hat, kann Logik lernen.“ A und L sind ein-
stellige Relationenszeichen, dann 14t sich die Aussage schreiben

als:
Va(Ax — Lx)

2.1.2 Eindeutigkeit des Formelaufbaus

(1) Lemma: Jede S-Formel enthélt gleich viele Linksklammern wie Rechts-

klammern.

Beweis: Induktion iiber den Rang. Terme enthalten keine Klammern,
folglich auch die Primformeln (in £5(0)) nicht. Sei die Behauptung fiir
Formeln mit Rang < n bewiesen. Sei nun Rang(vy) = n + 1. Es gibt
a, B € L5 mit Rang(a), Rang(8) < n und eine Variable x mit v = =«
oder v = (a V ) oder 7 = Jza. Die Behauptung folgt unmittelbar.
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(2) Lemma:

(a) Kein echtes Anfangsstiick eines Terms ist ein Term.

(b) Kein echtes Anfangsstiick einer Formel ist eine Formel.
Beweis: siche Ubung.
(3) Satz: Eindeutigkeit des Term- bzw. Formelaufbaus:

(a) Jeder Term ist entweder eine Variable oder eine Konstante oder von
der Gestalt fty...t,_1. Im letzten Fall sind die Funktionszeichen
f und die Terme tg, ..., t, 1 eindeutig bestimmt.

(b) Jede Formel hat genau eine der folgenden Gestalten:
(1) to = tl

(2) Rto

(3) =

(4) (90 V)

(5) Frp

wobei tg,...,t,_1 Terme sind, R ein Relationszeichen, ¢ und

Formeln und z eine Variable. Dabei sind ty, ¢; in (1) eindeutig, in (2)

sind das Relationszeichen R und die Terme t,...,t,_; eindeutig,

in (3) ist ¢, in (4) die Formeln ¢, eindeutig, in (5) sind die

Variable x und die Formel ¢ eindeutig.

Beweis:

(a) Zur Eindeutigkeit im Fall ¢t = fto tn—1: Sei noch t = gtf, ...t _,
dann gilt f = g. Folglich tq...t,—1 = t;...t,_;. Dann ist ty An-
fangsstiick von ¢, oder umgekehert Wegen Lemma (2) gilt ¢y =
Folglich t1...t,-1 =t} ... t,_,. Wieder muf ¢; = t| gelten usw.
Dann folgt n = k und ¢; =t} alle i < n.

(b) Zur Eindeutigkeit:
1) Wiére ty = t; = t), = t}, so ist to Anfangsstiick von t oder
0o =1 0
umgekehert. Mit Lemma (2) folgt ¢y = ¢, und somit ¢, = ¢].
(...) Die anderen Fille analog unter Verwendung von Lemma (2).

2.1.3 Definieren rekursiver Funktionen

e Aufgrund von Satz (3) kénnen wir nun Funktionen auf den Mengen 7S
oder £° rekursiv definieren. Beispiele:
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1. Definiere var auf 7¢ und dann auf £° rekursiv, so daf var(t) bzw.
var(yp) die Menge der in ¢ bzw. ¢ auftretenden Variablen ist.

— Auf 7%: var(v,) = {v,}, fiir eine Konstante ¢ € S ist var(c) =
0 und var(fto...t,—1) = var(to) U... Uvar(t,_1).
— Auf L5: var(ty = t;) = var(ty) U var(ty); var(Rty. ..t 1)
var(to) U ... U var(t,—1); var(—g) = var(p); var((¢ V ¢)) =
var(p) Uvar(y); var(ze) = {z} U var(p).
2. Definiere Sub auf £ rekursiv: Sub(ty = t;) = {to = t1}; Sub(Rtg .. . t,_1) =
{Rto ... tn_1}; Sub(=¢) = Sub(p)U{—¢}; Sub((¢V4)) = Sub(p)U
Sub(¢) U {(¢ V ¥)}; Sub(3zyp) = Sub(¢) U {Jze}.

2.1.4 Freie und gebundene Variablen
e Betrachte die Formel ¢ = Jz(Ryz AVy(—y =z V Ryz)).

Definition: Der Wirkungsbereich eines Quantors ist die Subformel, die
auf diesen Quantor folgt, zum Beispiel ist (z = y) der Wirkungsbereich
des Existenzquantors in Jz(z = y).

Definition: Falls eine Variable z im Wirkungsbereich eins Quantors
dx oder Vz liegt, so sagen wir, die Variable x trete dort gebunden auf.
Falls x nicht im Wirkungsbereich eines Quantors dz oder Vx liegt, so
sagen wir, x trete dort frei auf.

Falls eine Variable x in einem Quantor auftritt (also 3z oder Vx), so
ist ihr Auftreten dort ebenfalls gebunden. Im obigen Beispiel ¢ ist
also x gebunden, z frei und y vorne in Ryz frei und hinten in nach Vy
gebunden.

Definition: Eine Variable = € var(y) heifst freie Variable einer Formel
@, falls x mindestens einmal in ¢ frei auftritt, andernfalls heifit x
gebundene Variable von .

e Rekursiv definieren wir eine Funktion frei auf £, so daR frei(y) die
Menge aller freien Variablen von ¢ ist:

— frei(to =t ) = var(tg) U var(t;)
— frei(Rtgy...t,—1) = var(ty) U... Uvar(t,_1)

(
(
— frei(p V @ZJ) = frel( ) U frei(v))
— frei(—yp) = frei(y)

(

— frei(Jzy) = frei(p) \ {z}
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Beispiel (wir nehmen an, dak x,y, z paarweise verschiedene v, sind):

frei(3z(Ryz AVy(—y = x V Ryz)))
= frei(Ryz AVy(—y =z V Ryz)) \ {z}
= (frei(=Ryz) U frei(—Vy(—y = = V Ryz))) \ {z}
(frei( Ryz) U frei(Vy(—y = x V Ryz))) \ {z}
({y, 2} Utrei(Jy—(—y =z V Ryz))) \ {z}
({y, 2} U (frei(-y = 2 V Ryz) \ {y})) \ {z}
({y, 2} U ((frei(-y = ) Ufrei(Ryz)) \ {y})) \ {«}
= ({y. 2 U({z,y, 23\ {y})) \ {z}
(
{

{y, 2z} U{z, 2}) \ {z}

Yy, 2}

e Definition:

2.2

1. Formeln ohne freie Variablen heiflen S-Sdtze.
2. Fiir jedes n € Nsei £5 = {p € L5 | frei(p) C {vo,...,vn}}

Bemerkung: L5 ist die Menge aller S-Sétze. Sitze der Mathematik
(Theoreme) sind immer Sétze in diesem Sinn.

Semantik der Sprachen erster Stufe

Ein Satz wie Vv Rvgvg (wobei R ein zweistelliges Relationszeichen ist)
kann wahr oder falsch sein, je nachdem, wie und wo wir ihn interpretie-
ren.

Wenn wir z.B. R interpretieren als ,teilbar sein durch” im Grundbereich
N\ {0}, so entsteht aus VvygRugvy eine wahre Aussage iiber die natiirli-
chen Zahlen (Jedes n € N\ {0} ist teilbar durch sich selbst). Wenn wir
andererseits R interpretieren als ,ist kleiner als” iiber N, so erhalten wir
eine falsche Aussage.

Definition: Eine n-stellige Funktion iiber einer Menge A ist eine Abbil-
dung von A™ nach A. Eine n-stellige Relation iiber A ist eine Teilmenge
von A™.

Beispiele: Im obigen Beispiel wurde R interpretiert als
{(n,m) e (N\{0})*| (m|n)} bzw. {(n,m) € N°| n <m}

Die Addition bzw. Multiplikation auf N ist Beispiel fiir eine zweistellige
Funktion iiber N (mit Sa, = {+,,0,1}).
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e Definition: Sei § eine Symbolmenge. Eine S-Struktur ist ein Paar
2A = (A, a) mit folgenden Eigenschaften:

1. A ist eine nichtleere Menge (heit Trager bzw. Grundbereich der
Struktur 2)

2. a ist eine Funktion, welche die Symbole aus S folgendermafsen
interpretiert (d.h. a ist eine Funktion mit Definitionsbereich S und
folgenden Werten):

(a) Falls R € S ein n-stelliges Relationszeichen ist, so ist a(R)
eine n-stellige Relation iiber A.

(b) Falls f € S ein n-stelliges Funktionszeichen ist, so ist a(f) eine
n-stellige Funktion tiber A.

(c) Falls ¢ € S eine Konstante, so ist a(c) € A.

e Notation: Statt a(R),a(f) und a(c) schreiben wir hiufig R4, f4 und
¢ falls a klar ist aus dem Kontext. Falls S endlich oder iiberschaubar
ist, listen wir das Bild von a auf:

Falls S = {R, f,c}, so schreiben wir 2 = (A4, R4, f4,¢%). Falls § =
Sar = {+,-,0,1}, so ist N das Standardmodell der Arithmetik, wobei
N = (N, +N N 0N 1N) Entsprechend ist A'< das Standardmodell der
Signatur Sy,.

Im Fall von S, oder Sy, schreiben wir oft o + ¢; anstelle von +tot;
bzw. tg - t; anstelle von -tgt;.

2.2.1 Belegung, Interpretation, Modell

e Die Formel Jugvg + v9 = v,, (wobei n # 0) kann wahr oder falsch sein,
je nachdem, wie die Variable v,, interpretiert (belegt) wird.

Definition: Eine Belegung in einer S-Struktur 2 = (A, a) ist eine
Abbildung 5 : {v, | n € N} — A.

Definition: Eine S-Interpretation T ist ein Paar (2, 3) bestehend aus
einer S-Struktur 2 und einer Belegung f3.

Beispiel: Die Formel 3 vgvy + vg = v,, ist wahr in N, falls wir als
Belegung (3 mit §(v,) = 2n wahlen (sie ist dann wahr in (N, 3)). Falls
aber /' mit 5'(v,) = 2n + 1 gewédhlt wird, so ist Jvgvy + vo = v, falsch
in (N, 3).

Definition: Sei § eine Belegung in der Struktur 2, sei a € A und sei x
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eine Variable. Wir definieren eine neue Belegung 3¢ wie folgt:

a(vn) B { B(v,) falls z # v,

s z a falls = = v,

Falls T = (2, /) eine S-Interpretation ist, so bezeichne Z7¢ die S-
Interpretation (%A, 3%).

e Im folgenden wollen wir definieren, wann eine S-Formel in einer S-
Interpretation gilt. Dazu miissen wir zuerst die Terme interpretieren.

Definition:

1. Fir jede Variable z sei Z(z) = f(x).
2. Fir jede Konstante ¢ € S sei Z(c) = a(c).
3. Falls f € S ein n-stelliges Funktionszeichen mit tg, ..., ¢, 1 Terme
sind, 50 sei Z(fo, .., ta1) = a(/)(Zlto), .., Tt 1)),
Bemerkung: Mit Induktion iiber den Rang von Termen zeigt man
I(t) € Afiir allet € 75,

Beispiel: S = Sx, und t = (v, + 1) - vpy1(= - + vy 1v,41). Sei Z(N, B),
wobei [3(v,) = n fiir alle n € N sei. Nun ist

I() = a()(Z(+val), Z(vns))
= a0) (3@ (02). Z(1). Z(0n1))
= a() <a(—i—)(n, 1), n + 1))
= "M Y+ =m+1)?

e Nun definieren wir, wann eine Interpretation Z ein Modell einer Formel
¢ ist. Dafiir sagen wir auch, Z erfille ¢ und wir schreiben Z = .

Definition:

T k= tg = t1 genau dann, wenn Z(tg) = Z(t1).

T E Rty...t, 1 genau dann, wenn (Z(tg),...,Z(t,_1)) € a(R).
7 = —p genau dann, wenn nicht Z = ¢.

T = ¢ V1 genau dann, wenn Z = ¢ oder Z = 4.

T = ¢ A genau dann, wenn Z = ¢ und Z = 1.

AR I S
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T |= 3rp genau dann, wenn ein a € A existiert, so dak Z¢ |= .
T |= Yy genau dann, wenn fiir alle a € A gilt: 7¢ = ¢.
7 = ¢ — 1 genau dann, wenn nicht Z |= ¢ oder 7 = 9.

7 |= ¢ <> ¢ genau dann, wenn zugleich (Z = ¢ und Z = ) oder
zugleich (nicht Z = ¢ und nicht Z = ).

© o N o

Definition (Kurzschreibweise): Falls Z eine S-Interpretation ist und
PC LS soseilEP:&VoedT o
2.2.2 Beispiel Gruppen
e Beispiel: Sei Si, = {0, e}; sei Pg, die Menge der Gruppenaxiome:

- VUOVUNUz Vg © (’01 @) 'UQ) = (’UO @) 'Ul) O Vg
— Yy vg 0 e = vy
— Yvpdvy vgovy = e

Sei nun 2 = (A, 04, ) eine Sg,-Struktur. Dann sind Aquivalent:

1. 2 ist eine Gruppe.
2. Fiir jede Belegung f gilt (A, 3) E ®g,
3. Es existiert eine Belegung § mit (A, §) & ®¢,

26



Beweis: Wir zeigen (3) = (1) = (2). Sei 5 eine Belegung und Z = (2, 7).
Es gilt:

T = Yug vgoe = wy

7 |E ~Jvg—wg o e = vy

nicht Z = Jug—wg o e = vy

ex. keinaeAmitIvi = —wgoe =1
0

a
ex. kein a € A so dafs nicht Z— = vgoe = vy
Vo

fir alleaEAgiltIg Ewvyoe =
Vo

fur alleaGAgﬂtIg = vpoe =
Vo

fiir alle a € A gilt T2 (vg 0 €) = T (vg)
Vo Vo

fiir alle a € A gilt 72 (vo) o Iﬁ(e) ~7¢ (vo)
Vo Vo Vo

fir alle a € A gilt ﬁg(vo) oted = ﬁg(vo)
Vo Vo

rr11tv0117

GA:

fiir alle a € A gilt a o a

Zeige ebenso fiir die anderen Axiome:

T = YugVu1Vug vg o (v1 0 v9) = (vg 0 v1) 0 Vg
«— fiirallea,b,ce Agilt ao® (bo ¢) = (a0 b) o’ ¢
T = YugIvy vpouvy = e
< firallcae Aex.be Amitao?b=e"

e Definition: Sei ® C £ und ¢ € £5. Wir sagen, dak ¢ aus ¥ semantisch
folgt, falls fiir jede S-Interpretation Z mit Z = ® auch Z |= ¢ gilt. Dafiir
schreiben wir auch ® =5 ¢. Falls ® = {1} fiir ein ¢ € L, so schreiben

wir ¢ =5 o anstelle von {¢} s ¢.

e Beispiel: Seien Sg, und @5, wie im Beispiel oben. Es gilt: &g, =
Yvodv; vy 0o vy = e.

Beweis: Wir gehen von einer beliebigen S-Interpretation Z = (2, 3)
mit Z = ®g, aus. Zu zeigen ist: 7 = Yug3v; vy 0o vy = e. Nach obigem
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Beispiel wissen wir, daR 21 = (A, o4, e?) eine Gruppe ist. Wir zeigen,
da® fiir jedes a € A ein b € A existiert mit bo? a = e?. Seia € A
beliebig. Da 2 eine Gruppe ist, existiert b € A mit a o* b = e. Ebenso
existiert ¢ € A mit bo? ¢ = e, Nun gilt

bota = (bota)ote = (bota)o? (bo' ¢)
= (bot (ao b)) ot c= (ot et) ol
= bole=¢e

Weiter gilt:

T = YugTvy viovg = e

fiir alle a € A gilt Z-Fv, vy 0vp = e
Vo

fiir alle a € A existiert b € A mit (Zi) Evl ovpg=e

Vo

[

fiir alle @ € A existiert b € Amitbo? a =¢

Beispiel: Wir zeigen, dafs Yvgv, vg o v1 = v1 o vy nicht semantische
Konsequenz von @, ist. Dazu miissen wir eine Sg,.-Interpretation
7 = (A, 8) finden mit Z |= ®g,., aber Z [~ Yvgv; vy 0 v1 = v1 0 vg. Sei
A die Menge aller Permutationen von N (Bijektionen N — N). Sei o
die Komposition von Abbildungen. Sei e? die Identitit auf N. Nun
existieren f,g € A mit f oA g # go? f:

Seien f, g definiert durch
f(0) =1 f(1) = 0; f(n) = n;9(0) = 0;9(1) = 2:9(2) = L;g(n) =n

Dann ist (f o g)(0) =1 # 2 = (g0 )(0).
Wir haben die Sg,-Struktur 2 definiert. Da 2 Gruppe ist, gilt wegen
Beispiel (2, 3) = ®¢, fiir beliebige Belegung (3. Zeige nun, dafs (2, 3) =

Yugur vg 0 v1 = vy 0 vy dquivalent ist zur folgenden Aussage:

Fiir alle f,g € A gilt f o® g = go? f. Wie eben gesehen ist dies falsch.

Ubung: Die Gruppenaxiome sind irredundant, d.h. fiir jedes ¢ € ®¢,
gilt ®e, \ {@} I .
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2.2.3 Koinzidenzlemma

e Definitionen:

1. Eine Formel ¢ heifst erfiillbar, falls mindestens eine Interpretation
7 existiert mit Z = . Ebenso heifit eine Formelmenge @ erfiillbar,
falls ® ein Modell hat. Wir schreiben dafiir Exfs®.

Dies ist starker als nur Erfg{¢} fiir alle ¢ € ® zu verlangen.

2. Eine Formel ¢ heifit allgemeingiiltig (Tautologie), falls ) = ¢ (d.h.
T |= ¢ gilt fiir alle Interpretationen 7). Dafiir schreiben wir = ¢.

3. Zwei Formeln ¢, ¢ heifen semantisch dquivalent, falls ¢ = ¢ und
¥ = ¢. Wir schreiben ¢ 5 =1

e Bemerkung: (¢ =5 ¢) <= —(Erfs(® U {—¢})).

Beweis: ¢ =5 ¢ genau dann, wenn jede S-Interpretation, die Modell
von ¢ ist, Modell von ¢ ist. Dies ist dquivalent dazu, dafs keine S-
Interpretation existiert, die Modell von ®, aber nicht von ¢ ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn keine S-Interpretation existiert, die Modell
von ® und —y ist. Dies ist dquivalent zu —=Erfs® U {—¢}.

(4) Satz: Koinzidenzlemma: Seien S; und S; Symbolmengen, sei Z; =
(A1, 51) eine Si-Interpretation und Zy = (s, F3) eine Sy-Interpretation
mit demselben Trager A; = As. Sei S =851 N Ss.

1. Sei t ein S-Term. Falls Z; und Z; fiir die in ¢ auftretenden Symbole
aus S und die in ¢ auftretenden Variablen iibereinstimmen, d.h.
s™M = 5% fiir alle s € S, die in ¢ auftreten, und ebenso Z(r) =
To(x) fir alle z € var(t), so gilt Z () = Zo(t).

2. Sei ¢ eine S-Formel. Falls 7; und 7, fiir die in ¢ auftretenden
Symbole (aus &) und die in ¢ frei auftretenden Variablen iiberein-
stimmen, so gilt 7; = ¢ genau dann, wenn Zy = .

Beweis:

1. Induktion iiber den Rang von t:
— Sei t = x € {vo,v1,...}. Dann gilt Z;(z) = Zy(x) direkt nach
Voraussetzung.

— Sei t = ¢ (Konstante), wieder gilt nach Voraussetzung 7, (c) =
M =" =Ty(c).
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— Sei t = ftg...t,_1 und f ein n-stelliges Funktionssymbol,

dann ist
Zit) = U (Tilto), ..., Ti(ty—r))
= fml (IQ(tO)a 71-2(157171))
= [*(Iu(to), ..., Io(tn-1))
= I(t)
2. — Sei p =ty =ty, es gilt

I ): th=t1 <— Il(tO) = Il(tl)
< Ig(to) = Ig(tl)
<~ IQ ): to = tl

— Sei ¢ = Rty ...t,_1, analog zu eben
— Sei ¢ = ), dann ist

L V<=L FEiv<=LFEp<=I =

— Sei ¢ =¥ V x, analog zu eben
— Sei ¢ = dzt), dann gilt:

a

I, E ) = ElaEAlzflz)zw

a

<— Jac A T1—-Fv¢
s

& 3ie4, LAEY
x

(x) Nach Voraussetzung iiber Z; und Z, und wegen frei(y) C
frei(¢) U{z} und Z,%(r) = a = To%(z) stimmen 7,2 und Z,%
fiir alle in ¥ vorkommenden Symbole und frei auftretenden
Variablen iiberein. Die Induktionsvoraussetzung ist anwendbar.

e Beispiel: Seien ¢ ein S-Term, ¢ eine S-Formel und Z = (2, 3) eine
S-Interpretation. Sei frei(yp) C {vo, ..., v,—1}. Fiir den Wahrheitswert
von Z |= ¢ und den Wert von Z(t) entscheidend sind lediglich 2 und
die Werte ag := B(v),...,an-1 := ((vy—1). Deshalb schreiben wir
2 = ¢lag, ..., a,_1] und t¥ag, . .., a,_1] anstelle von Z = ¢ bzw. Z(t).

Falls ¢ ein Satz ist, so schreiben wir 2 |= ¢ statt Z = ¢ und sagen ,,2
ist ein Modell fiir ¢*; ebenso fiir & C EOS.
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e Definition: Seien S, &’ Symbolmengen mit S C §'. Seien A = (A4, a)

(5)

eine S-Struktur und A" = (A’,a’) eine S'-Struktur. Wir nennen A
ein Redukt von 2 bzw. ' eine Ezpansion von 2, falls A = A’ und
a(s) = a'(s) fiir alle s € S. Wir schreiben A =2’ [ S.

Beispiel: Sy, C S5, N = N< [ Sa,.

Korollar: Seien S C &' Symbolmengen. Sei ® C £°. Dann ist ®

S-erfiillbar genau dann, wenn ® S’-erfiillbar ist.

Beweis:

,=" Es gelte Erfs®. Sei Z = (2, 3) eine S-Interpretation mit Z =5 ®.
Sei 2’ eine beliebige S&’-Struktur mit 2’ [ S = 2. Dann ist 7’ :=

(', 3) eine S’-Interpretation. Nach Koinzidenzlemma gilt 7’ |= @,
somit ist Erfs® gezeigt.

»<=" Sei Erfg®. SeiZ’ = (A, 3) eine S’-Interpretation mit Z’ = ®. Setze
A:=A' [ Sund Z := (A, 5). Dann ist Z eine S-Interpretation und
mit Satz (4) folgt Z = ®.

Bemerkung: Wir diirfen bei =5 bzw. Erfs das S weglassen.

Definition: Seien 2 und B8 S-Strukturen. Eine Abbildung 7: A — B
heifst Isomorphismus von 2 auf 28, geschrieben 7 : 2 ~ B, falls gelten:
1. 7 ist bijektiv

2. Fiir jedes n-stellige Relationszeichen R € S und alle ag, ..., a,_1 €
A gilt: R%aq . ..a,_; genau dann, wenn R®7(ag) ... m(an_1).

3. Fiir jedes n-stellige Funktionszeichen f € S und alle ay, ...,a,_1 €
A gllt ﬂ-(fm(a()a s 7an—1)) = f%(ﬂ-(a()) c Tr(an—l))'
4. Fiir jede Konstante ¢ € S gilt w(c?) = ¢®

Wir nennen dann 2 und 8 isomorphe Strukturen.

e Beispiel: Sei S = {R, f,c} (mit R und f zweistellige Relations- und

Funktionszeichen und ¢ Konstante). Die folgenden S-Strukturen sind
isomorph: (R, 4+, <,0) und (R, -, <, 1) mit dem folgenden Isomorphis-
mus:

m: R — R mit 7 — ¢®

Dann ist m(x +y) = e* ¥ =¢e* - e¥ = () - 7(y) und 2 < y = e < ¥
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(6a) Satz: Isomorphielemma: Falls 2 und 8 isomorphe S-Strukturen
sind, so gilt fiir alle S-Sitze: 2 = ¢ genau dann, wenn B | ¢.

Beweis: Sei m : A ~ B. Sei § eine Belegung in 2. Sei 7 := 7o .
Dann ist 5™ eine Belegung in B. Seien 7 = (A, 3) und Z™ = (B, 57).
Wir zeigen nun folgendes:

1. Fir alle S-Terme t gilt: w(Z(t)) = Z7(¢).
2. Fiir alle p € £ gilt: T |= ¢ genau dann, wenn I” = .

Aus (2) folgt sofort die Behauptung.

1. Induktion iiber den Rang von t.
— b= R (Z(1) = 7(A2)) = F(x) = T7(t)
—t=c 7(Z(c)) = 7(c*) =c® =TIt
—t=fty...ty_1:

T(Z(t) = #(f*(Z(to), . I(ta1)))
= [P(x(Z(t)), -, 7(L(ta1)))
= BT (to), .-, T (tan))

2. Wir beweisen (2) fiir beliebiges ( durch Induktion tiber Rang(¢).

)

— @ =1ty =t;: T |ty = t; genau dann, wenn Z(ty) = Z(t1),
dies ist wegen der Injektivitdt von m dquivlaent zu m(Z(to)) =
7(Z(t1)). Nach (1) ist dies dquivalent zu Z7(ty) = Z7(t1) genau
dann, wenn Z7 =ty = ;.

— ¢=Rty...t,_1:Z | Rty...t,_1 genau dann, wenn Z(tg) ... Z(t,—1) €
R*, mit Isomorphismus genau dann, wenn m(Z (¢)) ... 7(Z(t,_1)) €
R™®. Dies ist wieder laut (1) genau dann der Fall, wenn Z7 (to) ... Z7 (t,_1) €
R™®. Dies ist dquivalent zu Z™ |= Rty...t,_;.

— ¢ = Jxp: T |= Jzp genau dann, wenn ein a € A existiert mit
7% k= 4); dies ist nach Induktionsvoraussetzung genau dann,
wenn ein a € A existiert mit (Z2)" |= 1. Wie unten gezeigt
wird, ist dies dquivalent dazu, dall ein a € A existiert mit
(Z7)™4 = 4. Da  surjektiv, ist dies genau dann der Fall,

T

wenn ein b € B existiert mit (Z7)2 {= ¢. Damit ist 7" |= 3z
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Die oben verwendete Gleichheit gilt wegen:

@) = @poy

= (B.7o(57)
9 (. (ro )™ Y)

= (8. (ro )" )
_ Z7T7T(xa)

Wobei (%) gilt wegen
* fiir y # v ist (7m0 B2)(y) = 7(B2(y)) = 7(B(y)) = (7o
B)(y) = (w0 B)™2)(y)
« fiir y = x ist (7o f2)(y) = 7(BL(y)) = 7(a) = ((7o
B)=)(w)

2.2.4 Substitution

e Sei p = Jyy—w; = vy. Dann ist v; die einzige freie Variable von .
Dabei sagt ¢ also iiber v; etwas aus, namlich ,,v; ist nicht das einzige
Objekt.” Wir konnen nun v; durch einen Term ¢ ersetzen. Dabei soll
die entstehende Formel dasselbe iiber ¢ aussagen wie vorher iiber vy: ,,t
ist nicht das einzige Objekt.”

Beispiel®: ¢ = fv, (wobei f ein einstelliges Funktionszeichen sei).
Substitution liefert: Jvy—fvy = vy. So eine Substitution ist erlaubt.
Falls aber z.B. t = fuvg, so liefert die naive Substitution Jvg—fvy =
vg. Diese Formel besagt jedoch nicht nur, dal fvy nicht das einzige
Objekt ist, sondern z.B. auch noch: , f ist nicht die Identitédt.“ Diese
Substitution ist deshalb nicht erlaubt, weil dabei die Variable vg in ¢ in
den Wirkungsbereich von Juvg gerat.

Um im letzten Fall die Substitution legal zu machen, ersetzen wir
zusétzlich die gebundene Variable vy, und erhalten Jvy—fvy = vs.

e Definition:

Snoch klarer mit ¢ = vy, dann liefert die naive Substitution direkt Jvg—vy = vo.
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1. Seien xq, ..., x, paarweise verschiedene Variablen und seien ¢, . . ., t,
Terme. Wir definieren fiir jeden Term ¢ den Term ¢ 2=~ durch®:
oy

z falls z Konstante

to...1r .
g = x falls x Variable ¢ {z,...,2,}
To- - Ty t; falls 3 e€{0,...,r} : x=u
to...t, to.. .1, to...t,
und | ft,...t _— = ty——— | .| ———
[fo ”_1] o ... Ty f{oxo...:p,} ["_lxo...mr}
2. Seien xy, . . ., x, paarweise verschiedene Variablen und seien tg, . .., ¢,
Terme. Wir definieren fiir jede Formel ¢ rekursiv 90;78:::';: :
to.. . t, to.. .1, to.. .1,
o=y fo b {tg)o_} _ {tflo_]
To... Ty To...Typ To...Tp
t ty t ty t t,
[Rty...t_,] = - R {t’o 0 } [t;_l 0 ]
To...Tp Zg...Tp To...-Tp
to...t, to...1,
o] ———— = o e——
To...Tp To...Ty
to.. .1 to...1, to.. .t
(V)] ——= = ({90—} v [w—T } >
Tg...-Typ To...-Tp Tg...-Typ
Interessant ist der Fall [Jz¢)] ;3—;’; Seien dazu x;,, ..., x;,_, (wobei
0 <ip < ...<isq1 <r)genau die Variablen unter z,...,z,
mit z; € frei(3xy) und z; # t;. Sei jetzt u die Variable z, falls
z in keinem t,,,...,t;, , auftritt, und sonst die erste Variable
unter vy, ..., Uy, ..., die nicht in 3z, t;, ..., t;, , vorkommt. Dann
setzen wir
to... 1, tig .- bi,_ U
[Frp] 2 = Jy [¢¥]
To...Ty Lig oo - Ljg_1 T
Bemerke, dafs im letzten Fall (Existenzquantor) keine der in ¢;,, ..., ¢,

auftretenden Variablen in den Wirkungsbereich des Quantors Ju gelangt,
weil alle diese von u verschieden sind.

Beispiel: Sei R ein zweistelliges Relationszeichen, fy ein zweistelliges,

5Die Klammern [. ..] dienen nur zur Verdeutlichung und gehoren nicht zu den eigentlichen
Termen bzw. Formeln!
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f5 ein dreistelliges Funktionszeichen.”

V201 V2UpV1 V2V
[Ruyg fovyv2] = R {Uo [ fav1 o]
V1V2V3 V1V2V3 V1V203
V2UpV1 V201
= Ruofs |0 (%)
V10203 V1U2V3
= RUof 2U2V
VoU2V4 Vg VoUgV4
[E"U()Rvgfvﬂ)gvgg] _— = E|U4 [R’lJofU1U2U3]
V1U2U0gU3 V1U3Vg
= E|U4RU4fU0’U2’U0

e Wann gilt 7 = @-0=x to.tr tr ? Intuitiv sollte dies genau dann der Fall sein,

(6b)

wenn Z' = ¢, wobei 77 = (A, 8") und §'(z;) = Z(t;) fiir alle 7. Dies fiihrt
zur folgenden

Definition (Verallgemeinerung von Z¢): Seien w,...,, paarweise
verschiedene Variablen, sei Z = (A, 3) eine Interpretation und seien
ag, - ..,a,. € A. Dann ist 3 Zg—gz die Belegung in 2 definiert durch

ﬁao...ar_{ﬁ(y) falls y ¢ {xo,..., 2.}

To... Ty a; falls y =2

Weiter sei 7902 = (R, 202z ).

Q... Tp
Satz: Substitutionslemma: Sei 7 eine Interpretation, seien xzq, ..., x,
paarweise verschiedene Variablen und ty,...,t, Terme.

1. Fir alle Terme ¢ gilt:

2. Fiir alle Formeln ¢ gilt:

I(to) ... I(t,)

To...Tp

.
I):go . g.d.w. [I

T

[

Beweis (exemplarisch nur zwei interessante Félle):

1. Seit = z.

7

im zweiten Beispiel: s = 2;2;, = vi; 2, = v3;10 = 0541 = 3585, = Vo;ti, = Vo;u = Vg
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a) Falls z ¢ {x,...,z,}, ist z 2=t — 2 Somit ist
z9...Tr

7(o2 ) — 2(0) = o0
_ {ﬁl(to)...l(tr)] ()

To... Ty
I(ty)...Z(t,
To...Typ
(b) Falls = z; fiir ein 0 <4 < r ist, so ist xﬁ: i

I(miﬁjjji‘r) — T(t) = B(t)
_ [ﬁI(to)...I(tr)] ()

To...Tp
I(ty)...I(t,
- [t
To...Tp
. Sei ¢ = Jxv), sei x;,,...,x;,_, genau die Variablen x; mit z; €
frei(yp) und x; # t;. Sei u = x, falls x ¢ var(t;,) U...Uvar(t;, ,);
sonst sei v die erste nicht in ¢;,, ..., ¢, _, und ¥ auftretende Variable.
Dann gilt:
to.. .1,
A =
tio ... ti._,u
Def) g.d.w. 7ZE4 LU
( e)g v ): u|:w$i0...$is_1$:|
. a tio ce. tisilu
g.d.w. esex. a € Amit T— | |2
u Tig - -Tj, T
[ T%(ti,) ... Z%(t;,_,)I2
(IV) g.d.w. es ex. a € A mit [19} u (tio) a(ti) u(u):| = o
L U Tig o+ - Tj,_ 1 T
[ Z(t;) ... I(t;
(Koinz) g.d.w. es ex. a € A mit Ig} (i) ( Sl)a} = 1)
(% Lig ---Tj, | T

T Tt
g.d.w. esex. a € Amit |7 (ti) ( 3—1)&} =
L Tig - - Tjy T
I(ti,) .. -Z(ti,_,
., [T g
Ly« - Lijg_y
g.d.w. [IM} ):wa
To...Ty
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Zur letzten Aquivlaenz: Fiir i ¢ {io, ... 4.1} gilt entweder x; ¢
frei(), somit gilt nach Koinzidenzlemma 7’ |= ¢ genau dann, wenn
T'% = o fiir beliebige a € A; oder x; = t; und damit Z'(z;) = Z'(t;)

und 7’ = 7' @ fiir beliebige Interpretationen 7.

i

2.3 Ein Sequenzenkalkiil
2.3.1 Definitionen

e Sei 8¢, Signatur der Gruppen und @, die Menge der drei Gruppenaxio-
me. Fiir die Gruppentheorie interessant sind Sétze ¢ € ,CgGT, die in
allen Gruppen gelten, d.h. @4, | ¢. Dazu ,beweist man ¢ aus @g,.
Was heifst beweisen“? Ist es so, dak jedes ¢ mit @¢, = ¢ auch bewiesen
werden kann?

Intuitiv ist ein ,,Beweis” von ¢ aus ® im wesentlichen eine endliche Folge
©o -+ p von Sétzen, so dafs ¢, = ¢ und jedes ; entweder zu ® gehort
oder sonst aufgrund von logisch/mathematisch korrekten Schlussregeln
aus fritheren ¢,, ..., p; (mit j, <) folgt.

Im folgenden wollen wir prézisieren, welche Schlussregeln wir erlauben.

e Definition: Unter einer Sequenz verstehen wir eine endliche nichtleere
Folge von Formeln (Symbolmenge S sei fixiert). Sei g - - - @,_1, €ine
Sequenz. Dann heiftt die Folge g - - - p,,_1 Antezedenz und ,, heifst Suk-
zedenz dieser Sequenz o, ..., w,. Eine Sequenz ¢y - - - ¢, heiltt korrekt,
falls {@o, ..., n_1} E ©n. Mit AT bezeichnen wir (méoglicherweise
leere) endliche Folgen von Formeln.

Im folgenden wollen wir nun definieren, welche Sequenzen (verkiirzte)
Beweise sein sollen. Dies geschieht rekursiv durch ein Kalkiil, dem so-
genannten Sequenzenkalkiil. Beweise sollen natiirlich immer korrekte
Sequenzen sein.

e Der Sequenzenkalkiil besteht aus verschiedenen Regeln, die zum einen
angeben, welches die einfachsten Beweise sind (Primbeweise) und zum
anderen sagen, wie man von schon konstruierten Beweisen zu neuen
kommt. Diese Regeln sollen korrekt sein, d.h. sie sollen von korrekten
Sequenzen zu korrekten Sequenzen fiihren.

2.3.2 Ableitungs-Grundregeln

¢ Grundregeln:
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— Antezedenzregel (Ant): Falls I' ein Glied von I' ist (kurz I' C I"):

1%
[

— Voraussetzungsregeln (Vor): Falls ¢ ein Glied von I ist (kurz ¢ € T'):

%2
Junktorenregeln:

— Fallunterscheidungsregel (FU):

I
'
L

— Widerspruchsregel (Wid):

I=p
[=p—
Ly

— Regel der V-Einfiihrung im Antezedens (VA):

Ly x
I x
C(e V) x

— Regeln der V-Einfiihrung im Sukzedens (VS):

I I
@ v O v 7

Quantoren- und Gleichheitsregeln:

— Regel der 3F-Einfithrung im Sukzedens (3S): Falls ¢ ein beliebiger

Term ist:
ngi
['dzp

— Regel der 3-Einfiithrung im Antezedens (3A): Falls y eine Variable
ist, die nicht frei vorkommt in I'Jzp):

Lol

M3xpy

38



— Regel der Reflexivitat der Gleichheit (=): Fiir alle Terme ¢:

t=t

— Substitutionsregel fiir die der Gleichheit (Sub): Fiir alle Terme ¢:
r gp%
I't=1t et

e Korrektheit:

— Zu (Ant): Sei Z eine Interpretation mit Z = I (zu zeigen: Z |= ).
Da T CI"ist, folgt Z = I'. Da ['p eine korrekte Sequenz ist, somit
I'Eep gt I

— Zu (FU): zu zeigen ist I = ¢. Sei dazu Z eine Interpretation mit
7T =T. Es gilt T = ¢ oder eben nicht, dann aber Z = —).

« Falls Z |= ¢: Da ' korrekt ist, also 'Y = ¢, folgt Z |= ¢.
« Falls Z = —), verwenden wir die Korrektheit von I'=t¢ und
erhalten 7 = .

— Zu (3A): Es gelte I'p? |= 1 (und die Voraussetzung iiber y gelte
auch). Sei Z eine Interpretation mit Z |= I'dzp mit 7 = (A, 5).
Wegen T |= drp existiert a € A mit Z¢ |= ¢. Dann gilt auch
(Z2)% | ¢, da entweder « = y (klar) oder x # y (wir wissen,
dass y ¢ frei(y)). Wende nun das Koinzidenzlemma an. Wegen

Z5(y) = a folgt o)
Ta
a Y
- Y .
(55) ="
Nach Substitutionslemma gilt 7 |= ¢% Da 7 |= I" und y nicht frei
ist in den Formeln von T, folgt Z m = I'. Nach Korrektheit von I'p )
folgt 7 . = 1. Da y ¢ frei(¢y) folgt Z |= ¢ mit Koinzidenzlemma.

e Definition: Eine Sequenz I'p heifst ableitbar im Sequenzenkalkiil, ge-
schrieben |- 'y, falls entweder

1. ¢ Glied von I' ist (Vor), oder I' ist leer und ¢ ist ¢ =t fiir einen
Term ¢ (=), oder

2. es gibt ableitbare Sequenzen s1, o, so dafs

S1
51 oder s9
Ly Ly
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von der Gestalt einer unserer Ableitungsregeln (Ant), (VA), (VS),
(3A), (3S), (Sub) bzw. (FU), (Wid) ist.

Definition: Sei ¢ eine Formelmenge und ¢ eine Formel. Dann heifst ¢
formal beweisbar oder ableitbar aus @, falls endlich viele g, ..., v, 1
in ® existieren mit |- ¢q - - - v, 1. Wir schreiben dann ® |- ¢. Falls
hier ® leer ist, schreiben wir |~ ¢.

e Bemerkung: Fiir alle Definitionen (Ableitungsregeln, ableitbare Se-
quenz, formale Beweisbarkeit) hatten wir zuerst eine beliebige Symbol-
menge S fixiert. Korrekterweise miissten wir |—s verwenden statt |—.
Wir werden das auch tun, falls verschiedene Symbolmengen zugleich
auftreten. Der Gddel’sche Vollstindigkeitssatz besagt, daf |-s und g
dieselben Relationen sind. Wie gesehen, ist der Verweis auf S in =g
tiberfliissig, somit auch in |-s.

2.3.3 Ableitbare Ableitungsregeln

o Wir zeigen zuerst, daf die einelementige Sequenz ¢ V —¢ (fiir beliebige
Formel ¢) ableitbar ist:

1. @p (Vor)

2. pleV-p) (vS)(a) angewendet auf 1
3. —pmp (Vor)

4. =p(pV ) (vS)(b) angewendet auf 1
5. (p V) (FU)auf 2, 4

Es folgt |- (¢ V =), anders gesagt: Die folgende Regel (TND) (tertium
non datum) kann zu den Regeln des Sequenzkalkiils hinzugenommen wer-
den, ohne dak dadurch die Menge der ableitbaren Sequenzen vergrofert
wiirde:

(o V)
e Modifizierte Widerspruchsregel (Wid")

Iy
=y

K%

Bewelis:
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1. Ty Pramisse
2. T'=pyp  (Ant) auf 1.
3. I'w Pramisse
4. =) (Ant) auf 3.
5. Ty (Wid) auf 2, 4
e Kettenschlufsregel: (KS)

%

L

Iy

Beweis:
| %) Pramisse

= (Ant) auf 1.
[==¢=p  (Vor)

=y (Wid") auf 2., 3.
Loy Pramisse

Gl W=

e Kontrapositionsregeln (KP)

Tpd o=y
a) ———— b) ———
BT Ty
oo Ty~
C) ———— d) ———
) Ty DTy
Beweis:
1. Ty Pramisse
2. I'ppy (Ant) auf 1.
(a) 3. I'—pp—p  (Vor)
4. I'—pp—p  (Wid') auf 2., 3.
5. I'p—p—ep  (Vor)
6. I' - (FU) auf 4., 5.
e Regel ohne Namen
I V)
e
Iy

Beweis:
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1. T'(pVy)  Pramisse

2. I'p Pramisse

3. I'yYy (Vor)

4. Tp—p (Ant) auf 2

5. Tpp (Vor)

6. Doy (Wid') auf 4., 5
7. (V) (VA)auf 3., 6
8. I'yp (KS) auf 1., 7

e Modus ponens (MP)
L(p —¢)
Ty
Iy
Beweis:

1. T'(mpV)  Pramisse
2. Ty Pramisse
3. ' (Ant) auf 2.
4. T'=p—p (Vor)
5. 'y (Wid") auf 3., 4.
6. 'Yy (Vor)
7. T'(meV)y (VA)aufb., 6
8. Iy (KS) auf 1., 7

o weitere Regel analog zu (MP)

(7)

(e V)
-

Iy
Beweis: analog zu (MP)

Spezialfall der Regeln (3S), (3A), (Sub) mit z = ¢ bzw. x = y (wobei im
zweiten Fall z nicht frei in I, ¢ sein darf):

L'y Loy L'y
I3z I'3apy Tz =ttt

Satz: Korrektheit des Sequenzenkalkiils: Fiir alle ® C £5 und
@ € LS gilt: Falls ® |—5 ¢, so gilt ® =5 ¢ (d.h. wenn ¢ formal beweisbar
ist aus @, d.h. es existiert ein endliches I' C ® mit |- 'y so ist ¢ auch
semantische Konsequenz von ®).

Beweis: Durch Induktion {iber die Komplexitiat der Ableitung von I'ep
zeigt man: Aus |- Iy folgt T' = ¢:
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— Induktionsbeginn: I'p ist Primsequenz. Die schon bewiesene Kor-
rektheit der Primregeln besagt gerade, daf I'p korrekt ist, d.h. daf

I'E .

— Induktionsschritt: Es existieren ableitbare Sequenzen si, s, und
eine Regel des Sequenzkalkiils, mittels welcher I'p aus s; und s
ableitbar ist. Nach Induktionsvoraussetzung sind s; und s, korrekt.
Da alle Regeln des Sequenzkalkiils korrekt sind, ist I'p korrekt,

also I' = .

e Bemerkung: Im folgenden (Gédelscher Vollsténdigkeitssatz) soll die
Umkehrung von Satz (7) bewiesen werden.

2.4 Konsistenz und Inkonsistenz

e Definitionen:

1. Eine Menge ® C £ heikt widerspruchsfrei oder konsistent, falls
fiir keine Formel ¢ € £ zugleich gilt: ® -5 ¢ und ® -5 —~¢p. Wir
schreiben Wfgs® oder Cong®.

2. Falls @ nicht konsistent ist, heifst ® widerspruchsvoll oder inkonsi-
stent, Wir schreiben Wvg® oder ~Cong®.

(8) Lemma: Sei ® C L5 eine Formelmenge. Dann ist Wv® #quivalent zu:
Fiir alle p € £5 gilt ® |- ¢.

Beweis:

.= Es gelte Wv®, also existiert ¢ € L5 mit ® |~ ¢ und ® - —¢. Sei
nun ¢ € LS beliebig. Zu zeigen ist ® |- . Nach Voraussetzung
existieren endliche Folgen I'y und T'y iiber @, so dafs |- 'y und
- I'y—p. Wir erhalten folgende Ableitung im Sequenzenkalkiil:

1.
2.
3.
4.
5.
Es folgt ® |- 1.
,<=" trivial

1%
o=

[ Tap
IR
[ Tayp

Préamisse
Pramisse

(Ant) auf 1.
(Ant) auf 2.
(Wid") auf 3., 4.

. Die Folge I'1I'5 ist eine endliche Folge iiber ®.
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(9)

(10)

(11)

(12)

Korollar: Fiir eine Formelmenge ® C £° gilt Wf® genau dann, wenn
es ein p € L5 gibt, so daf nicht ® |- ¢ (O |£ ).
Nach Definition von ® |- ¢ gilt dies genau dann, wenn eine endliche

Teilmenge ¢y C P existiert mit @y |- . Damit erhalten wir:

Lemma: Fiir alle ® C £ gilt: Wf® genau dann, wenn W{®, fiir jedes
endliche &5 C .

Lemma: Jedes erfiillbare ® C £° ist konsistent.

Beweis: Angenommen, Wv®. Es gilt also ® |- ¢ und & |- —¢ fiir
ein ¢ € L. Nach Satz (7) folgt ® = ¢ und ® = —p. Gibe es eine
S-Interpretation Z mit Z = @, so wire Z |= ¢ und Z |= —¢p, somit nicht
T E ¢, ein Widerspruch. Folglich ist kein Z Modell fiir . Also ist ®
nicht erfiillbar.

Lemma: Fiir alle ® C £5 und ¢ € LS gelten:

1. Wenn nicht @ |- ¢, so gilt Con(® U {—p}).
2. Falls Con® und @ |- ¢, so ist Con(P U {p}).
3. Falls Con®, so gilt Con(® U {p}) oder Con(® U {-p}).

Beweis:

1. Es gelte nicht ® |- p. Wére ® U {—p} inkonsistent, so wére nach
Lemma (8) die Sequenz I'-pp ableitbar fiir ein geeignet gewéhltes
I aus ®. Wir erhalten folgende Ableitung im Sequenzenkalkiil:

1. T'—wp Prémisse
2. T'op  (Vor)
3. Tp (FU) auf 1., 2.

Also @ |- ¢, ein Widerspruch.

2. Es gelten Con® und ® |- . Dann ist natiirlich ® U {—¢} inkonsi-
stent, da trivialerweise ®U{—¢} |- =, somit U{—¢} - o A—p.

Falls nun auch ® U {¢} inkonsistent wére, konnten wir, wie im
eben gefiihrten Beweis, auf ® |-~ = schliefsen, also erhielten wir,
daft @ inkonsistent ist, ein Widerspruch.

3. Folgt aus (1) und (2): Falls nicht ® |- ¢, so folgt Con(® U {—¢})
mit (1), falls ® |- =, folgt Con(® U {¢}) mit (2).
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(13) Lemma: Fiir n € N seien Symbolmengen S,, gegeben mit Sy C S; C
...C S, C.... AuBerdem sei zu jedem n eine Menge ®,, C L5 gegeben,
so dak Cong, @, und &g C ¢, C ... C P, C ... Fernersei § = UneN S,
und ¢ = _ ®,. Dann gilt Cong®.

Beweis: Angenommen nicht, es gelte also Wvs®. Wegen Lemma (10)
gilt dann schon WvgV fiir eine endliche Teilmenge ¥ C ®. Da V¥ endlich
ist, existiert k € N mit U C ®,. Es folgt Wvs®,. Wegen Lemma (8)
(mit p = vy = vg) erhalten wir @) |-s vg = v und ®y, -5 —vy = vy. Es
existieren somit endliche Formeln I'y, I'y iber @ mit |-s I';vg = v und
s ['y—wg = vg. Betrachte folgende Ableitungen im Sequenzkalkiil zur

neN

Sprache £°:
0 0
° ”
S1 So
n—1 m—1
81 51

oo = vy 'y = vg

Damit bestehen I'j und I's aus endlich vielen S-Formeln in ®,. Jede
Zeile 53- enthélt endlich viele Formeln aus £°; darin treten nur endlich
viele Symbole auf. Folglich existiert [ € N mit [ > k, so dak I';y UTy C L
und s;'- C LS fiir alle 4, j. Folglich sind die beiden obigen Ableitungen
Ableitungen im Sequenzenkalkiil der Sprache £5. Es folgt Wvg,®;, ein
Widerspruch.

2.5 Der Godel’sche Vollstindigkeitssatz

2.5.1 Voriiberlegungen

e Nach Satz (7) gilt fiir alle ® C £ und ¢ € £5: Falls ® |-, ¢, so ist
® |= ¢. Der Vollstandigkeitssatz besagt die Umkehrung davon:

(x) Falls ® = ¢, s0 @ |- .
Um (%) zu beweisen, zeigen wir:
(%%) Jede konsistente Menge ® C L ist erfiillbar.

Warum gilt (xx) = (x)? Angenommen, es gelte ¢ = ¢, aber nicht ¢ |- ¢.
Nach Lemma (12a) folgt Con(® U {—¢}). Nach (**) wire ® U {—¢}
erfiillbar, es existiert also eine S-Interpretation Z mit Z = ® U {—¢},
ein Widerspruch zu ¢ = .

e Definition: Sei & C L.
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1. ® heifst mazimal konsistent (im Buch negationstreu), falls Con®
und fiir jede Formel p € £5\ ® ist Wv(® U {¢}).

2. ® enthdlt Zeugen, falls fiir jede S-Formel der Form Jx¢ ein S-Term
t existiert so dah die Formel (3zp — L) zu ® gehort.

Beispiele:

1. Sei T eine S-Interpretation. Sei ® = {p € L5 | T |= ¢} (= Th(I)).
Dann ist ® maximal konsistent. Sei némlich ¢ € £5\ ®, dann gilt
nicht, dafs Z |= ¢, somit Z = -, also —¢ € ®. Klarerweise ist
dann ® U {p} inkonsistent. Im allgemeinen enthélt ein solches @
nicht Zeugen:

2. Sei § = {f}, [ einstelliges Funktionszeichen, ¢ sei fvy = wp.
Definiere Z durch A = {0,1,2}; f4(0) =0, f4(1) =2 und f4(2) =
1. Sei 3. {v, | n € N} — A definiert durch 3(v,) = 1 fiir alle n. Sei
o = {@b e £t} } T w}. Wir wissen, daft & maximal konsistent
ist, wir wollen einsehen, dafl ® nicht Zeugen enthélt.

Klarerweise gilt Z |= Jugp, da Z % = . Aber fiir keinen Term ¢
gilt 7 = go%. Dazu zeigen wir zuerst durch Induktion iiber den
Termaufbau: Z(t) # 0, denn Z(v,) = B(v,) = 1 # 0. Zudem
Z(ft)y = fAHZ{)) € {1,2}. Nun gilt T |= (o genau dann, wenn
T |= ft =t, dies ist dquivalent zu Z(ft) = Z(t). Dies ist fA(Z(t)) =
Z(t), dies gilt jedoch nie, da Z(t) # 0. Also gilt fiir keinen Term ¢:
T = Jugp — ;- also enthilt ® keine Zeugen.

e Beweis von (**): Sei jetzt ® C LS konsistent. Wir wollen eine Inter-
pretation Z konstruieren mit Z = ®. Als Baumaterial fiir Z haben wir
nichts anders zur Verfiigung als die Sprache £5 mit den in ihr auftre-
tenden Termen.

Erster natiirlicher Versuch: Der Triger A von I sei 7° die Menge
aller S-Terme. Als Belegung wéhlen wir 5(v,) = v,. Sei nun R ein
(z.B.) einstelliges Relationszeichen. Nehme R4 = {t € A | Rt € ®}. Sei
f ein (z.B.) einstelliges Funktionszeichen. Nehme f4(t) = s, so daf
ft =s € ®. Aber: Gibt es so ein s? Ja, falls ® maximal konsistent ist:
ft = ft € ® (da allgemeingiiltig). Aber moglicherweise existieren noch
andere Terme s mit s # ft und ft = s € ®.

Problem: Dann auch f4(¢) = s, somit f“ nicht wohldefiniert. Aus-
weg: Identifiziere s und ft und .... D.h. wir definieren auf 7° eine
Aquivalenzrelation ~ und nehmen als Tréger von Z nicht 7, sondern

75 /v
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(14) Lemma: Sei ® maximal konsistent und enthalte Zeugen. Dann gelten
fiir alle ¢, € LS:

Wenn @ |- ¢, so ist ¢ € .

Entweder ¢ € ® oder ~p € .

(p V1) € & genau dann, wenn ¢ € ¢ oder ¢ € d.

Wenn (¢ — ¢) € ® und ¢ € ¢, so i) € .

Genau dann ist 3zp € ®, wenn es einen Term t € 7° gibt mit
t
(’DE e o.

SANE o I

Bewelis:

1. Da Con® und ® |- ¢ gelten, folgt nach Lemma (12b) auch Con(®U
{¢}). Da ® maximal konsistent ist, folgt p € ®.

2. Nach Lemma (12¢) gilt Con(® U {p}) oder Con(® U {—p}). Wegen
Maximalitdat von ® folgt ¢ € ® oder - € ®. Da ® konsistent ist,
gilt genau eines davon.

3.,=" Sei (p V) € . Wir haben folgende Ableitung im Sequenzen-
kalkiil:

L (e V)=p(p V) (Vor)
2. (pV)pp (Vor)
3. (V) (MP) (erweiterte Version) auf 1., 2.

Also gilt |- (p V ¥)—pi). Falls ¢ € ® sind wir fertig. Ange-
nommen, ¢ ¢ ®. Wegen (2) gilt —¢ € . Es folgt & |- 1. Mit
(1) folgt ¥ € .

,<="* Sei z.B. ¢ € & (der Fall ) € ® ist analog). Wir haben die
Ableitungsregel (VS) mit I' = (), folglich ® |- (¢ V v), also mit
(1) gilt (V) € P.

4. Angenommen, es gelte (mp V), p € ®. Es gilt |- (—¢ V ¥)p1).
L (= V)p(—e Vi) (Vor)

2. (e V)pp (Vor)
3. (mp V) (MP) auf 1., 2.

Es folgt @ |- 1, also ¢ € ® mit (1).

5.,,= Angenommen, es gelte Jxp € ®. Da ¢ Zeugen enthilt, gibt es
einen Term ¢, so dak (Jzp — @) € ®. Aus (4) folgt ¢t € D.
,<" Es sei oL € @ fiir einen Term ¢. Wegen (3S) gilt |- p3z.
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1. go% 4,0% (Vor)
2. pLi3zp (39)
Es folgt ® |- Jzp, somit dxp € ¢ wegen (1).

2.5.2 Definition der Terminterpretation

e Sei jetzt ® € £°5 maximal konsistent, so dai ® Zeugen enthilt. Wir
wollen eine Interpretation Zg = (7o, fo), wobei 7¢ = (T, a), definieren,
so dafs Zg = .

Definiere eine Relation ~ auf 7 (Menge aller S-Terme) wie folgt:

to ~ tl gdW to = tl ed

(15) Lemma:

1. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

2. ~ ist mit den Symbolen aus S vertraglich, d.h. fiir alle Terme
to,thy -y tn_1,t,_1 mit t; ~ ¢, fiir alle i € {0,...,n — 1} gelten:

— Fiir Jedes n-stellige Funktionszeichen f € Sist fty...t,—1 ~
fto-

— Fiir Jedes n-stellige Relationszeichen R € Sist Rty ...t,—1 €
genau dann, wenn Rtj...t, | € ® ist.

Beweis:

1. — Reflexivitit: Es gilt |- ¢ = ¢ aufgrund von (=), folglich ® |-
t =t und somit t =t € ®. Also: t ~ t wegen Lemma (14a).
— Symmetrie: Es gelte s ~ t, also s = t € ®. Betrachte die
Ableitung®
1. s=s (=)
2. s=tt=s (Sub)auf 1.
Damit ist & |- t = s, damit ist nach Lemma (14a) t = s € .
— Transitivitat: Es gelte tg ~ t; und ¢; ~ t5. Betrachte die
Ableitung®
1. to=titg =1t (Vor)
2. to=titi =tatg =ty (Sub)
Damit ist ® |-ty = 5, damit nach Lemma (14a) auch ¢y ~ t,.

8bei der ersten Anwendung von (Sub) ist ' =0 und (s = s) = ((z = s)
bei der ersten Anwendung von (Sub) ist I' = {to = t1} und (to = t1) = ((to = z)%)

H\m
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2. — Sei f € S ein n-stelliges Funktionszeichen, ty ~ tf, ..., t,—1 ~
t' 1, also t; = t. € . Betrachte die Ableitung'”

n—1

L flo...th1 = fto (=)
2. to = tO ft() n 1= ft()tl tn—l (S ) auf 1.
3. ty=tht, = tl Ftoty .. ta_1 = fthtlty .. t,_ (Sub) auf 2.
n+1l. to=t,... 1, 1_tn1ft0 a1 = fH .. t;l (Sub) auf n.
Wir schheﬁen Q|- fto...tho1 = fty. ..ty somit ftg...th_q1 ~
fto ...t
— Fiir Relationssymbole als Ubung.

e Definition von Zy: Fiir t € 7 sei £ die Aquivalenzklasse von ¢ beziiglich
~, also t = {t cT® } t~ t’}. Setze Tp := {ﬂ te TS}. Definiere nun
a:

— Fiir ein n-stelliges Relationszeichen R € S und tg,...t,_1 € Ts
setzen wir R7%,...{,_1 genau dann, wenn Rt;...t,_1 € ®. Diese
Definition ist unabhangig von der Wahl der Reprisentanten t; € t;
aufgrund von Lemma (15).

— Fiir ein n-stelliges Funktionssymbol feSundty,...t,_1 € Ty

setzen wir f7®(ty...t,_1) = fto...t,_1 € Tp. Diese Definition ist
ebenfalls aufgrund von Lemma (15) unabhanglg von der Wahl der
Repréasentanten.

— Fiir eine Konstante ¢ € S setzen wir ¢7® = ¢.

Definiere noch die Belegung [e durch (¢(v,) = v,. Damit ist die
Interpretation Zg definiert, dann heifst Zg die zu ® gehorende Termin-
terpretation.

2.5.3 weitere Satze und Lemmata
(16) Lemma:

1. Fiir alle Terme t € T gilt Zg(t) =
2. Fiir alle atomaren Formeln ¢ gilt Zg = ¢ genau dann, wenn ¢ € ®.

Beweis:

1. Induktion iiber die Komplexitéit von ¢:

0hej der ersten Anwendung von (Sub) ist ' = @ und (fto...tn-1 = fto...tn-1) =
((fto = fxtl tr— 1) ), bei der zweiten Anwendung ist I' = {tg = t’} und

(ftO tp— l_fto ) ((ftO tn— 1—ft0-73 By - 1)11)
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— Falls ¢t = x (z eine Variable): Zs(t) = fo(z) = &
— Falls t = ¢ (c eine Konstante): Zg(t) = ¢* = ¢
— Falls t = fto Ce tn—l:

To(fto.. . tar) = fE(To(to), ..., To(tu_1))

v T
= fIq) (t07 atn—l)
ft07 utn—l
2. Zwei Félle:
- Y= to = tl'

Iq;. }: tO = tl
gdW Iq;(to) = I@(tl)
gdW t_o = 'El
gdW to ~ tl
g.d.w. to=t; €

- @ = RtO-th—l-

To = Rty . . tus
gdw.  Zy(ty) ... Is(t,_) € R*®
gdw. ty...t,_1 € R™®
g.d.w. Rty...t,_1€®

(17) Satz: Satz von Henkin: Sei ® C £ maximal konsistent und ®

enthalte Zeugen. Dann gilt fiir alle ¢ € LS:
(+) Zs | ¢ genau dann, wenn ¢ € .

Beweis: Induktion iiber den Rang von ¢. Fiir ¢ mit Rang(¢) = 0
wurde (+) in Lemma (16b) bewiesen. Sei nun Rang(¢) =n+1 und (+)
bewiesen fiir alle ¢ € £° mit Rang hochstens n.

—  sei —p. Dann ist Rang(¢)) = n. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt (+) fiir ¢». Nun gilt:

I = ¢
g.d.w. nicht Zg = 9

(IV) g.d.w. nicht ¢ € ¢
(14 b) g.d.w. - ed
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(18)

(19)

— @ sei (¥ V x). Somit Rang(v)), Rang(y) < n.

Io =
gdw. ZglEroderZs = x
(IV) g.d.w. 1 € ®oder y € P

(14 ¢) g.d.w. (YVvyx) ed

—  sei Jz1). Somit Rang(y)) = n und auch Rang (1/)%) = n fiir alle
T, t.

Iy = 3y
t
g.d.w. esex. t € TS, so dass I<1>5 =XV

7
(16 a) g.d.w. esex.t € TS, so dass Zg a(!) =

(Subst.) g.d.w esex.t € T%, so dass Tp = ¢£
x

t
(IV) g.d.w. es ex. t € T, so dass ‘DE €d
(14 e) g.d.w. e =3dxp € D

Korollar: Sei ® maximal konsistent, so dass ® Zeugen enthélt. Dann
ist ® erfiillbar und zwar Zg = P.

Nun wollen wir zeigen, dass beliebige konsistente Formelmengen ® C £
erfiilllbar sind (und damit den Gédel’schen Vollstandigkeitssatz bewei-
sen). In dieser Vorlesung tun wir das nur fiir abzéhlbare Symbolmengen

S.

Definition: Eine Menge A heifst endlich, falls n € N und eine Bijektion
m:A—{0,...,n—1} existiert. Eine Menge A heilt abzdhlbar unendlich,
falls eine Bijektion 7 : A — N existiert. Eine Menge heifst abzdhlbar,
falls sie endlich oder abzéhlbar unendlich ist.

Lemma: Falls A abzéhlbar ist, so ist auch A<N abzihlbar.

Beweis: Sei p, die n-te Primzahl. O.B.d.A. A # (). Falls A endlich
ist, sei A = {ay,...,a,} mit paarweise verschiedenen ay, ..., a,. Falls
A unendlich ist, sei A = {a, | n € N} mit paarweise verschiedenen a,,.
Definiere folgende Abbildung:

. A<N ~ io+1 iro1+1
B: A — Nmita;,...a;,_, —pd ... D
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(20)

Die leere Folge wird also aufs leere Produkt abgebildet, das definitions-
gemds 1 ist. Mithilfe des Satzes iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung
aus der Algebra erhalten wir wie folgt die Injektivitdt von (3. Seien
S1 =, ... ,, So=aj,...a; , verschiedene Folgen in A<N.

— Fallr # s, z.B. 7 < s. Dann ist p/~™! ein Faktor in 3(ss), somit teilt
pr die Zahl 3(s3), aber p, teilt nicht 3(s;). Es folgt: 5(s1) # B(s2).

— Fall » = s. Dann existiert 0 </ < r minimal mit a;, # a;, z.B.
11 < ji;. Dann teilt pfﬁl die Zahl ((sy), aber nicht 3(s;). Wieder
folgt ((s1) # B(s2)-

Wir haben also, dass 3 injektiv ist. Klarerweise ist A<Y unendlich. So-
mit ist 3 [A<N] (:= {B(s) | s € A<N}) eine unendliche Teilmenge von
N. Aber jede unendliche Teilmenge B C N ist abzdhlbar unendlich:
wir definieren induktiv eine Aufzdhlung von B. Sei by = min(B). Falls
bo,...,b, € B definiert sind, setze b,1; = min(B \ {bo,...,b,}). Of-
fensichtlich ist B = {b, | n € N} und die Abbildung v : B — N mit
by — n ist bijektiv und wohldefiniert. Sei jetzt v : 3 [A<N] — N bijektiv.
Es folgt, dass v o 3 : AN — N bijektiv ist.

Sei nun S eine abzéhlbare Symbolmenge. Dann ist As (das Alphabet
der Sprache £%) immer noch abzihlbar. Aus Lemma (19) folgt, dass
AN abzihlbar ist, folglich auch £5 C AN und 79 C ASM.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass eine konsistente Menge ® C £
gegeben ist, die die zusétzliche Eigenschaft besitzt, dass in ihren Formeln
nur endlich viele Variablen frei sind; d.h. wir nehmen an, die folgende
Menge sei endlich:

frei(®) := U frei(p)

Lemma: Sei S abzihlbar, sei ® C £ konsistent und frei(®) sei endlich.
Dann existiert eine konsistente Menge W C £S5 mit ® C ¥ so dass ¥
Zeugen enthalt.

Beweis: Nach Lemma (19) ist Ag" und somit £ abzihlbar unend-
lich. Folglich gibt es abzahlbar unendlich viele Formeln, die mit einem
Existenzquantor beginnen. Wir kénnen alle diese also aufzéhlen:

Jxopo, dx101, -, TR, - - -

Rekursiv definieren wir nun Formeln ), fiir alle n € N. 1), soll einen
Zeugen liefern fir 3x,¢, (d.h. ¢, hat die Gestalt 3x,¢, — gon;—’; flir
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einen Term t¢,).

Angenommen 1, seien fiir alle m < n schon konstruiert. Da frei(®)
endlich ist, kommen auch in den Formeln der Menge

SU{ Yy, | m<n}U{Iz,on} (%)

nur endlich viele Variablen frei vor. Sei also y,, die erste Variable under
den vy, ..., v, ..., welche in keiner Formel der Menge (%) frei vorkommt.
Setze 1y, = (3rppn — ©u2*). Sei ¥’ := d U {7, | n € N}. Klarerweise
® C U und U’ enthilt Zeugen.

Es bleibt die Konsistenz von ¥ zu zeigen. Setze ®,, := dU{ ), | m < n}.
Also gilt &9 € ®; € ... und ¥ = [,y Pn- Dazu miissen wir Cond,,

zeigen fiir alle n. Mit Induktion iiber n:

— Induktionsverankerung: n = 0: ®,, = ®, nach Voraussetzung gilt
Con®.

— Induktionsschritt: Angenommen, ®,,,; wére inkonsistent. Wir ha-
ben dann @, = ®,, U {4, }. Dabei ist 1, = (=Iz,0, V gpn;—z)

Sei nun ¢ € L§ ein beliebiger Satz mit ®,, |- —¢. Da ®,,,; inkonsi-
tent, existiert (mit (Wid')) eine Sequenz I' in ®,, mit |- I, . Wir
erhalten jetzt folgende Ableitung:

1. Tnep Pramisse

2. I'3dz,po, ~3xn0n (Vor)

3. T—3z,p, (Fznpn V gon;—’;) (vS) auf 2.

4. T—Fz,pn(-3zn0, V goni—z) ¢ (Ant) auf 1.

5. I'dz,on @ (KS) auf 3., 4.

6. F(pn;—z Y analog zu 1. bis 5.
7. DIz, 0 (3A) auf 6.

8. Ty (FU) aut 5., 7.

Wobei Nummer 7 korrekt ist, da ¢,, nicht frei auftritt in ['Jz,, .

Folglich gilt ®,, |- ¢. Es gilt jedoch auch ®,, |- -y, also ist &,
inkonsistent, Widerspruch!

Also gilt Con®,, ;. Die Voraussetzungen fiir Lemma (13) sind somit
erfiillt und wir erhalten ConW

(21) Lemma: Sei S abzithlbar und sei ¥ C £ konsistent. Dann existiert
ein maximal konsistentes © C £° mit ¥ C ©.

Beweis: Wie gesehen ist £° abzihlbar. Sei also ¢q, @1, ..., @, mit
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(22)

(23)

n € N eine Aufzihlung aller Formeln in £5. Wir konstruieren rekursiv
die Formelmengen ©,, fiir alle n € N: Sei O := ¥ und

o [ 6, U{p,} falls Con(©,U{p,})
el 0, sonst

Sei nun O := | J,,cy On. Klarerweise ist ¥ C © und jedes ©,, (n € N)
konsistent. Nach Lemma (13) (.S,, = S fiir alle n) folgt Con® und © ist
maximal konsistent!!

Korollar: Sei S abzihlbar. Sei ® C £ konsistent und frei(®) endlich.
Dann ist & erfiillbar.

Beweis: Wihle zuerst ¥ zu ® gemif Lemma (20), also ® C ¥ C L
und U konsistent mit Zeugen. Wende Lemma (21) an auf ¥ und erhalte
© maximal konsistent mit ¥ C © C £5. Klarerweise enthilt © Zeugen.
Nach dem Satz von Henkin ist © erfiillbar, somit auch & C 6.

Es bleibt, die Voraussetzung ,frei(®) endlich“ wegzuschaffen:

Satz: Sei S abzihlbar und sei ® C £° konsistent. Dann ist ® erfiillbar.

Beweis: Wir erweitern die Symbolmenge & nun um abzéhlbar viele neue
Konstanten. Seien cg, ..., ¢y,,... (mit n € N) paarweise verschiedene
Konstantensymbole, die noch nicht in & vorkommen. Sei dann &’ =
SuU{ec, | n € N}. Fiir p € LS sei n(p) die kleinste natiirliche Zahl n
mit frei(yp) € {vg,...,vn_1}. Setze

Co---Cplp)—1
90/ = (¥)
Vo... Un(cp)—l

Also ist ' € L5 (' ist ein Satz in £57). Sei weiter & := {¢' | ¢ € ®}.
Somit ist ® C L5 (Menge von S-Sitzen) und frei(®) = (.

Wir wollen Korollar (22) auf ¢ anwenden. Dazu miissen wir Cond’
zeigen. Wegen Lemmas (10) und (11) geniigt es zu zeigen, dafs jede end-
liche Teilmenge von @ erfiillbar ist. Sei also ®f = {¢p,...,¢,_} C ¥’
mit @, ..., n_1 € P beliebig vorgegeben. Wegen Cong® folgt Cong®y,
wobei @9 = {©o, ..., Yn_1} Da ®q selbst endlich ist, ist natiirlich auch
frei(®p) endlich. Wegen Korollar (22) ist @, erfiillbar.

Wiihle also eine S-Interpretation Z = (2, 5) mit Z = ®,. Sei 2 = (A4, a).
Wir expandieren zu einer &’-Struktur A’ = (A,a’), indem wir setzen:
a1 S=aunda(g) =Z(v;) = B(v) fiir alle i € N. Sei nun Z’ = (A, ).

1Sei ¢ € £S5 beliebig. Finde n, so dak ¢, = ¢. Falls nun © U {¢} konsistent ist, so
natiirlich auch ©, U {p,}. Es folgt ©,+1 = ©,, U{¢}. Somit ist p € 0,11 C 6.
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Behauptung: Dann gilt 7' = @, also Z' |= ¢, fiir alle i < n.
Beweis: Sei j = n(y;) —1

T'|= ¢
gdw. 7' E (nggizf
SubstLm. g.d.w. I’% =
Def. 7/ g.d.w. I’w =
gdw.Im%OJW Fw

Def. 7/ gdw. Z'E ¢;
KoinzLm. gdw. 7 ¢;

Da T | @y, folgt die Behauptung.

Folglich gilt Con®’. Da frei(®’) = 0, folgt mit Korollar (22) die Erfiill-
barkeit von ®’. Sei also Z' = (', 3’) eine Z’-Interpretation mit 7' = @'.
Nach Koinzidenzlemma gilt dies unabhéngig von 3’ (also A’ }: D).
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, es gelte 3 (v;) = Z'(c;) = ¢, also
T'(v;) = I'(¢;) fr alle 1.

Genau wie im Beweis der Behauptung erhalten wir Z' = ¢’ genau dann,
wenn Z' |= ¢ (fiir alle p € @), also folgt Z' = @, somit ist ® erfiillbar.

1 )

2.5.4 Godels Vollstandigkeitssatz

(24) Satz: Godels Vollstiandigkeitssatz: Sei S eine beliebige Symbol-
menge. Fiir jede Formelmenge ® C £5 und jede Formel ¢ € £ gilt:
Falls ® = ¢, dann ®g |-s ¢.

Beweis: Nur im Fall, daft S abzahlbar ist. Die Behauptung folgt aus
Satz 23 und dem Beweis von (%x) = (x) am Anfang dieses Kapitels.

Bemerkungen:

1. Der Beweis im Fall ,,S iiberabzéhlbar® verlauft analog zum abzahl-
baren Fall. Das neue Element ist hier die Verwendung des Lemmas
von Zorn (einer dquivalenten Version des Auswahlaxioms) bei der
Erweiterung einer konsistenten Formelmenge zu einer maximal
konsistenten.

2. Aus Satz (24) und dem Satz iiber die Korrektheit des Sequenzen-
kalkiils folgt ® |= ¢ genau dann, wenn ® |- ¢ ist (®, ¢ wie gehabt),
bzw. aus Satz (23) und Lemma (11) (,erfiillbare Formelmengen

sind konsistent*) folgt: Erf® genau dann, wenn Cong® fiir beliebige
® C LS.
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(25)

(26)

(27)

3. Seien S, S’ Symbolmengen mit S C &'; seien ® C £5 und ¢ €
LS. Eine Anwendung des Koinzidenzlemmas war, daf ® |=s ¢
Aquivalent ist zu ® =g . Damit folgt mit der Aquivalenz (+):
¢ |-s ¢ genau dann, wenn ¢ |- ¢. Folglich kénnen wir auch bei
s das S weglassen.

Satz: Kompaktheitssatz: Sei S eine Symbolmenge. Dann gelten fiir
beliebige ® C £ und ¢ € L:

1. ® & ¢ genau dann, wenn ein endliches &y C & existiert mit
(I)O ): @.

2. Erf® genau dann, wenn fiir jede endliche Teilmenge &y C & gilt:
EI‘f(I)().

Beweis: Falls in den Aussagen = ersetzt wird durch |~ bzw. Erf durch
Con, so erhalten wir trivialerweise wahre Aussagen. Aber diese Erset-
zungen fithren zu dquivalenten Aussagen.

Satz: Absteigender Satz von Lowenheim und Skolem - spe-
zielle Version: Sei S eine beliebige Symbolmenge und sei ® C £°
abzahlbar und erfiillbar. Dann ist ® erfiillbar iiber einem abzéhlbaren
Trager, d.h. es gibt eine Interpretation mit abzédhlbarem Trager, die
Modell fiir ® ist.

zum Beweis: Sei Sy die Menge der Symbole, die in ® vorkommen. Aus
der Abzahlbarkeit von ® folgt die Abzdhlbarkeit von Sy. Klarerweise
ist ® C £50. Analysiere nun die Konstruktion eines Modells fiir ® im
Beweis des Vollstandigkeitssatzes.

Satz: Aufsteigender Satz von Lowenheim und Skolem - spe-
zielle Version: Sei ® eine Formelmenge, die erfiillbar ist iiber einem
unendlichen Trager. Dann ist ® erfiillbar iiber Trager beliebig grofier
unendlicher Machtigkeit.

Beweis: Sei 7 = (2, 3) eine S-Interpretation mit unendlichem Trager
A, sodal Z |= ® C £5. Sei nun X eine beliebige Menge. Seien nun ¢, fiir
x € X neue, paarweise verschiedene Konstantensymbole (die ¢, treten
in der Symbolmenge von & nicht auf). Setze nun &’ := SU{¢, | © € X}.
Betrachte nun die folgende Formelmenge in £5:

U:=dU{—c, =¢, | z,y € X mit z # y}

Wir wollen zeigen, dafl U erfiillbar ist, dazu geniigt nach Kompakt-
heitssatz die Erfiillbarkeit jedes endlichen ®q C W zu zeigen: Sei also
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Py C VU endlich. Wir kénnen schreiben &5 = &3 U ®} mit & C & und
(I)(l] = {_'Cwi = Cyi | i < n}

Da A unendlich ist, konnen wir darin n paarweise verschiedene Elemente
ag, - - ., Ggp—1 auswahlen. Sei nun 7’ = (A, §) die (SU{cy;, ¢y, | 7 < n})-
Interpretation, so daf " eine Expansion von %I ist und c%(; = g, Cy, = 11
sowie ¢¥ = ay; (falls 2; ¢ {x;,y; | j <i}) und analog fiir ci’ = G241
(falls y; & {xj,y; | J <i}).

Nach Koinzidenzlemma gilt nachwievor Z' = ®, also auch 7' = ®).
Nach Wahl der ¢ gilt aukerdem 7' = ®}. Somit 7’ = ®,. Es folgt
Erfty). Sei nun I = (B, v) eine Interpretation mit IC = V. Klarerweise
ist die Abbildung X — B mit z — ¢® injektiv.

Bemerkung: Es folgt z.B., da keine Formel ¢ € £° existiert, so daf
alle Modelle abzahlbar unendlich sind.

Wir kennen die Symbolmenge S5, = {+,-,0, 1, <}. Das Standardmodell
dieser Signatur ist: N'< = (N, +N NN 1N <),

Definition: Gegeben sei eine S-Struktur 2, sosei Th() = {p € L5 | A= ¢}

Definition: Ein Nicht-Standardmodell von Th(N<) ist eine Sy -Struktur
2, so daR 2 = Th(N<) und 2 nicht zu A< isomorph ist.

Aufgrund des aufsteigenden Satzes von Lowenheim und Skolem wissen
wir, daf Nicht-Standardmodelle von Th(N'<) existieren, namlich {iber-
abzéhlbare. Der Satz von Skolem besagt, dafs es auch abzéhlbare solche
gibt.

Beweis Setze n := 1+ ... + 1 (n mal, also ein Term in 75x). Sei
U =Th(N<)U{-vg =n| n €N} Dann ist ¥ abzihlbar.

Zeige leicht, daR jede endliche Teilmenge von W erfiillt ist in N'< Folg-
lich ist W erfiillbar. Da ¥ abzdhlbar, auch iiber einem abzahlbaren
Trager (nach absteigendem Satz von Lowenheim und Skolem). Sei also

7T = (A, 5) Modell fiir ¥ mit A abzéhlbar.

Angenommen, 7 : N'< ~ . Es folgt iiber Induktion: 7(0Y) = 04,
7(1Y) = 14 und entsprechend m(n + 1V) = n + 14 fiir alle n € N.

Folglich ist das Bild von 7 die Menge aller { n | neN } C A. Betrach-
te B(vo) € A. Es gilt: 8(vg) # n? fiir alle n, somit ist 7 nicht surjektiv,
Widerspruch!

Wie sieht A aus? Es gilt:

1. N< =< ist lineare Ordnung
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2.6

. N= =0 ist das kleinste Element
N<EVz(z=0vez=1v2<u1)
NEVi(£2x=0— Fyly+1=2))
NSEVz(r<z+1)

NS EVeIyRy+1=2V2y =)

S O W N

All diese Sétze gelten auch in A, es folgt fiir a := [(vy). Es folgt
n? < a fiir alle n € N. Durch 4. und 5. existieren auch Vorginger und
Nachfolger von a, also eine Kopie von Z. Es existiert nach 6. auch b € A
mit 24 - b4 = a (oder 2b+ 1 = a). Es gilt n < b fiir alle n € N und
b < a—n? fiir alle n € N, also liegt zwischen N und der a-Kopie von Z
wieder eine b-Kopie von Z: Analog weiter. . .

Nachtrag

Auf Nachfrage eines Studenten: Ableitung der folgenden Regel (falls y
nicht frei ist in I'Vzyp):

Lo
['Vxp
1. Tyt Prémisse
2. T'z== (=)
3. T'=p? ol (Ant)
4. T=pl —pl (Vor)
5, I'mpf—z=2 (Wid')auf 3., 4. (v # 2z #y)
6. I'de—p -z=2 (3A) auf 5.
7. T'z=z-3z—p (KP) auf 6.
8. I'Jz—p (KS) auf 2., 6.
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3 Rekursionstheorie

e CHURCH, KLEENE, TURING, GODEL

e Frage als Motivation: Zu N = (N, +, .8 1N oN): Was ist
N Ep}?
Sei ®py C Th(N) die Menge der Peano-Axiome und sei

Th(N) = {¢ € L3

CI)';A = {‘P € EBSAr

Ppp |-} € Th(N)

Gédels Unvollstéindigkeitssatz impliziert: ®f, S Th(N).

3.1 Registermaschinen
3.1.1 Definitionen

e Sei A ={ay,...,a,} ein endliches Alphabet. Das leere Wort iiber A wird
nun héufig mit O bezeichnet. Eine Registermaschine (abgekiirzt RM)
besteht aus einer Reihe von Registern Ry, ..., R,,,.... Diese Register
konnen mit Wortern iiber A gefiillt werden.

e Wir wollen nun erkldren, was ein Programm P fiir eine Registermaschi-
ne ist. Ein solches Programm ist eine endliche Folge (ay, ..., ax) von
sogenannten Zeilen «; (0 < i < k) mit gewissen Eigenschaften: Eine
Zeile beginnt mit einer Zeilennummer (natiirliche Zahl) und enthélt
danach eine Anweisung fiir die Registermaschine. Wir unterscheiden die
folgenden fiinf Typen von Zeilen:

1. Verlingerungsanweisungen haben die Gestalt Z LET R; = R; + a;
(wobei Z,i,7 € Nund j <7).

Diese Anweisung wird ausgefiihrt, indem an das Wort im Register
R; der Buchstabe a; angehdngt wird.

2. Verkiirzungsanweisungen haben die Gestalt Z LET R, = R, — a;
(wobei Z,i,7 € Nund j < r). Diese Anweisung wird ausgefiihrt,
indem vom Wort im Register R; der letzte Buchstabe weggestrichen
wird, falls dieser a; ist, und ansonsten dieses Wort unverandert
gelassen wird.

3. Sprunganweisungen haben die Gestalt Z IF R, = [ THEN Z’
ELSE Z, OR ...OR Z; OR ...OR Z, (wobei Z,Z', Zy, ..., Zy,i €
N). Sie wird ausgefiihrt, indem zuerst das Wort im Register R;
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betrachtet wird. Falls dieses leer ist, springt die Registermaschine
zur Zeile mit Nummer Z’. Andernfalls endet dieses Wort mit einem
Buchstaben a; fiir ein 0 < j < r. In diesem Fall springt die RM
zur Zeile mit Nummer Z;.

4. Druckanweisungen haben die Gestalt Z PRINT (wobei Z € N).
Diese Anweisung wird ausgefiihrt, indem vom Wort im Register
Ry ausgegeben wird.

5. Stoppanweisungen haben die Gestalt Z STOP (wobei Z € N). Diese
Anweisung wird ausgefiihrt, indem die Maschine stoppt.

Ein Programm P fiir die Registermaschine ist nun wie gesagt eine end-
liche Folge (o, ..., ax) von Zeilen vom Typ 1 - 5, wobei wir zusétzlich
verlangen:

1. «; hat die Zeilennummer i (fir 0 < i < k).

2. Jede Zeile mit einer Sprunganweisung verweist auf Zeilennummer
< k. D.h. falls oy vom Typ 3 ist, so sind 7/, Zy, ..., Z, < k.

3. Die letzte Zeile a4, enthélt eine Stoppanweisung und keine andere
Zeile.

Ein Programm P wird nun folgendermafien auf der RM ausgefiihrt:

— Am Anfang der Ausfiihrung befindet sich im Register Ry die Ein-
gabe (ein beliebiges Wort tiber A); alle anderen Register enthalten
das leere Wort [.

— Schritt fiir Schritt werden nun die Zeilen von P abgearbeitet, d.h.
es werden die darin genannten Anweisungen ausgefiihrt, beginnen
mit ag, dann a4 etc., aufser die Zeile enthalte eine Sprunganweisung.
Dann wird zur entsprechenden Zeile gesprungen und die dortige
Anweisung ausgefiihrt.

— Im Verlauf dieses Verfahrens werden méoglicherweise Ausgabeworter
ausgedruckt (immer wenn eine Druckanweisung ausgefiihrt wird).

— Moglicherweise stoppt das Verfahren (wenn nédmlich irgendwann
die letzte Zeile erreicht wird), moglicherweise auch nicht.

— Falls am Anfang die Eingabe im Register Ry das Wort { war und
das Verfahren stoppt, schreiben wir kurz P : ( — STOP; andernfalls
P:{— oo.

Falls P : ( — STOP und aufserdem genau ein Ausgabewort 7
ausgedruckt wurde, schreiben wir P : ( — 7.
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e Abkiirzung: Eine Zeile der Gestalt Z IF R; =[] THEN Z’> OR ELSE Z’

OR ...0R Z’ wird abgekiirzt als Z GOTO Z°.

e Beispiele:

1. Sei A = {ay, ..

fiir alle ¢ € A<N.

w N = O

4
-r+1
r+2
‘r+3
-r+4

NN NN

2. Sei A = {ay, ..

IF Rp =0 THEN 2-r+3 ELSE 1 OR 3 OR

LET R() = RO — Qo

GOTO O

LET R() = RO — aq

GOTO O

LET RO = RO — Ay

GOTO O
PRINT
STOP

fiir alle ¢ € A<N.

0 GOTO O
1 STOP

., a,} beliebig. Ein Programm P, mit P, : { — O

...0R 2-r+1

., a, } beliebig. Ein Programm P, mit P, : { — 00

3. Sei A = {ap,a1}. Ein Programm P; mit P; : ( — (¢ fiir alle
¢ € AN, Sei ¢! das Wort ¢ in umgekehrter Reihenfolge. Das
Programm besteht aus drei Schleifen:

(a) Abbau von ¢ in Ry und Aufbau von (7! in R; und R,
(b) Abbau von ¢! in R; und Aufbau von ¢ in Ry
(c) Abbau von (! in Ry und Aufbau von ¢ in Ry
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0 IF Ryo=0 THEN 9 ELSE 1 OR 5
1 LET R1 = Rl + ay
2 LET R2 = R2 + ap
3 LET Ry = Ry — ao
4 GOTO O
5 LET Ri=R1+a
6 LET R2 = R2 + aq
7 LET RQ = Ro —
8 GOTO O
9 IF R; =0 THEN 16 ELSE 10 OR 13
10 LET Ry = Ry + ao
11 LET Rlle—(lo
12 GOTO 9
13 LET Ry = Ry +a;
14 LET Ri =R, —a;
15 GOTO 9
16 IF R, =[] THEN 23 ELSE 17 OR 20
17 LET RO = RO + ag
18 LET Ry = Ry — ag
19 GOTO 16
20 LET Ry = Ro+ o
21 LET R2 = RQ — a7
22 GOTO 16
23 PRINT
24 STOP

3.1.2 Entscheidbarkeit

e Definitionen: Sei A eine endliches Alphabet und sei W C A<N
1. Ein Programm P (iiber A) entscheidet die Menge W genau dann,
wenn fiir alle ¢ € A<N gilt:
P:(—0 fallsCeW
P:(—n falls( ¢ W mitn+#0O
Die Menge W heift entscheidbar (oder rekursiv bzw. berechenbar),
falls ein Programm existiert, das W entscheidet.

2. Ein Programm P zdhlt die Menge W auf, falls P, angesetzt auf die
Eingabe [, genau alle Worter aus W ausgibt; dies in irgendeiner
Reihenfolge, moglicherweise mit Wiederholungen.
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Die Menge W heiltt rekursiv aufzdihlbar, falls ein Programm exi-
stiert, welches W aufzahlt.

3. Seien A und B Alphabete und sei F : A<N — B<N eine Funktion.
Wir sagen, daft ein Programm P iiber A U B die Funktion F' be-
rechnet, falls fiir jedes Wort ¢ € A<N gilt: P: ( — F(C).

Die Funktion F' heifst berechenbar (oder rekursiv), falls ein Pro-
gramm iiber A U B existiert, welches F' berechnet.

e Vorausblick (zur Motivation oben): @P'TA ist rekursiv aufzéhlbar, aber

(1)

Th(N) ist nicht rekursiv aufzihlbar!

Lemma: Seien A C B nichtleere Alphabete. Sei W C A<N. Dann
existiert ein Programm iiber A, das W entscheidet, genau dann, wenn
ein Programm iiber B existiert, das W entscheidet.

Beweis: Nur fiir den Fall |A| = 2 (fiir | A| = 1 siche Bemerkung nach
dem Beweis). Sei A = {ag, a; }. Nichttrivial ist nur ,,<=“. Sei also P ein
Programm {iber B, das W entscheidet. Zur Vereinfachung der Notation
sei B = {ag, a1, as}. Zuerst ordnen wir s € BN ein Wort s/ € AN
zu, die Intervallform oder Intervallschreibweise von s, definiert durch
Induktion iiber die Lénge von s:

Of = O

(Z(I) = Qg Qg

(I{ = Qgai Qo

Clg = Qpaiai ap
(sag)! = s'ag
(sa))! = s'ayaqg
(saz)! = s'ayaiag

Falls U C B<YN, so sei Ul = {31 | s € U}. Also U € A<N. Wir kénnen
nun in kanonischer'? Weise aus dem Programm P ein Programm P!
iiber dem Alphabet A erhalten, so daf P! die Menge W' entscheidet.

Dazu wird jede Zeile von P ersetzt durch ein zugehoériges Macro, d.h.
eine endliche Folge von Zeilen tiber A, welches in entsprechender Weise
die Intervallformen bearbeitet:

— Einer Zeile in P der Form Z LET R; = R; + ag entspricht das
Macro [LET R; = R; + ag]! der Form

12

9

..in ziemlich kanonischer Weise, das heifst in auf-dem-Tisch-liegender Weise. . .
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Z IF R, =[] THEN Z+ 1 ELSE Z+2 OR Z+ 2
Z+1 LET R, = R;+ ag
Z+2 LET Ri:Ri+CLO

— Einer Zeile in P der Form Z LET R; = R; + a» entspricht das
Macro [LET R; = R; + ay]! der Form

Z IF R, =0 THEN Z+ 1 ELSE Z+2 OR Z+ 2
Z+1 LET R, = R+ ag
Z+2 LET R =R, +a;
Z+3 LET R,=R,+a;
Z+4 LET R, =R, + ag

Entsprechend hat das Macro [LET R; = R; + a;]’ vier Zeilen

— Einer Zeile in P der Form Z LET R; = R; — a; entspricht das
Macro [LET R; = R; — a;]! aus der Ubung.

— Einer Zeile in P der Gestalt IF R; = [ THEN Z’ ELSE Z, OR Z;
OR Z, wird ersetzt durch das Macro [IF R; = THEN Z"* ELSE
Z¢ OR Z7 OR Z3)' der Form!3:

Z IF R,=[0 THEN Z™ ELSE Z+1 OR Z+1
Z+1 LET R, =R;—ag
Z+2 IF R;,=1[0] THEN % ELSE Z+5 OR Z+3
Z+4 1IF R,=101] THEN % ELSE Z+7 OR Z+ 10
Z-+5 LET Ri:RH—ao
Z+6 GOTO Z:
Z+7 LET R,=R;+a
Z+8 LET R, =R;+ay
Z+9 GOTO Z;
Z+10 LET R;=R;,+a;
Z+11 LET R, =R;+ ag
Z+12 GOTO Z;

— Fiir PRINT- und STOP-Zeilen verindert das Macro nichts!?.

Wie schon gesagt ist P = (ag,...,ax). Sei nun n; fir 0 < i < k die
Lénge (Zeilenanzahl) des der Zeile «; entsprechenden Macros.

Beschreibung von P’: Vorangestellt wird zuniichst ein Programm

13Statt des % stand an der Tafel jeweils ein Bliimchen!
14 Tch habe schon drei oder vier mal versucht anzudeuten, daf das Programm nicht
stimmt, das hier an der Tafel steht!*

64



Q mit ng Zeilen, welches ein Wort s € B<N in ein Wort s/ € AN
umwandelt. Dann folgt das der Zeile o entsprechende Macro, danach
das der Zeile o entsprechende Macro usw. Das Programm wird neu
nummeriert: Die Zeile ¢ bekommt die Nummer ng + Z;;}) n;; die Zei-
lenverweise in den Sprunganweisungen werden entsprechend korrigiert
(Z™ =ng+ Z]Z;Bl n; ete.).

e Bemerkung zum Beweis von Lemma (1) im Fall A = {ag} und B =
{ao, a1 }. Wir betrachten die lezikographische Ordnung <;e, auf B. Seien
¢, € € BN mit ¢ # &, dann gelte ¢ <, &, falls ¢ kiirzer als € ist oder falls
im Fall gleicher Léange an der ersten Stelle, an der ¢ und £ verschiedene
Buchstaben haben, ( ag stehen hat und ¢ a;. Die lexikographische
Ordnung von B<N ist also:

U, ag, a1, apag, agar, aiag, a1ai, apaody - - .

Fiir jedes Wort ¢ € B<N setze #( = aq . ..ag wobei ¢ an der Stelle n
1

der lexikographischen Aufzihlung von B<N steht. Also z.B. #0 = [,

#agar = agagagag etc. In Zukunft schreiben wir oft n anstelle von

Qg . ..A4g.
1

1. Es existiert ein Programm @y iiber A, so dafs Qx : ¢ — #( fiir

alle ¢ € AN (d.h. es iibersetzt die Worter aus A in die kodierte
Darstellung, z.B. #apap = 3).

2. Zu jedem Programm P iiber B existiert ein Programm P iiber
A, so daf fiir alle ¢,9 € BN gilt:

P:(—v gdw. Py:#(—#0

Falls ein B-Programm P die Menge W C A<N entscheidet, so
entscheidet auch das A-Programm Py o ()4 die Menge W.

3.1.3 These von Church

e Seit Anfang der 1930er Jahre hat man verschiedene Konzepte von
Rekursivitat betrachtet, auch unter Verwendung anderer Maschinen als
Registermaschinen (z.B. Turing-Maschinen). Aber stets kamen am Ende
dieselben Klassen von rekursiven Mengen bzw. Funktionen heraus. Die
sogenannte These von Church, daf der intuitive/heuristische Begriff
der Rekursivitét/Berechenbarkeit in seiner Extension mit dem obigen
exakten zusammenféllt. Sie 14kt sich in zahllosen Beispielen verifizieren:
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Ein heuristisch beschriebenes rekursives Verfahren, um Mengen bzw.
Funktionen zu berechnen, lafst sich stets in ein Programm fiir unsere
Registermaschine iibersetzen. Als Beispiel:

(2) Lemma: Sei A ein Alphabet und W, W’ C A< entscheidbare Mengen.
Dann sind auch AN\ W, W U W’ und W N W’ entscheidbar.

Beweis: Ubung
(3) Lemma:

1. AN und 0 sind aufzihlbar.

2. Fiir jedes W C A<N gilt: W ist entscheidbar genau dann, wenn
sowohl W als auch AN\ W rekursiv aufzéihlbar sind.

Beweis:

1. Finde ein Programm, welches A< in lexikographischer Reihenfolge
aufzihlt (siehe Ubung).

2.,=* Lasse die rekursive Aufzihlung von A=Y (aus (a)) laufen. Bevor
ausgedruckt wird entscheide mit dem Entscheidungs- verfahren
fiir W, ob der Ausdruck in Ry zu W gehort. Falls ja, drucke.
Falls nein, drucke nicht.
< Sei ¢ € AN die Eingabe. Lasse die Aufzihlverfahren von
W und A<N \ W gleichzeitig laufen. Bevor gedruckt wird,
vergleiche man das auszudruckende Wort mit (. Falls diese
verschieden sind, wird nichts gedruckt; falls gleich, schaut man,
ob die Aufzihlung von W oder A<M\ W ¢ ausgeben méchte
und dndert die Ausgabe entsprechend ab.

(4) Lemma: Sei W C A<N. Aquivalent sind:

1. W ist entscheidbar
2. W ist in lexikographischer Reihenfolge aufzdhlbar

Beweis:

.= Wihle ein Programm, das A< lexikographisch aufzéhlt. Vor jedem
Ausdrucken priife mit dem Entscheidungsverfahren fiir W, ob der
Ausdruck zu W gehort (drucke aus) oder nicht (drucke nicht aus).

,<" Sei ¢ € AN, Lasse das lexikographische Aufzihlverfahren von W
laufen, bis zum ersten Mal eine Ausgabe erfolgt, die lexikographisch
grofer ist als ¢ (W sei unendlich). Falls ¢ bis dahin noch nicht
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ausgedruckt wurde, so gehdrt ¢ nicht zu W.

Ubung: Endliche Mengen sind entscheidbar.

e Gibt es iiberhaupt nicht rekursive Mengen W C A<N (A # 0)? Klar:
A< ist unendlich, also ist die Potenzmenge P(A<N) = { X | X C A<}
iiberabzahlbar. Es gibt nur abzahlbar viele Programm iiber A, somit
nur abzahlbar viele rekursive Mengen.

3.2 Das Halteproblem
3.2.1 Codierung von Programmen in Worter

e Sei A = {aq,...,a,} ein Alphabet. Wir wollen A-Programme als Worter
iiber einem groferen Alphabet B codieren. Sei

B:=AU{A,B,...,X,Y,Z} U{0,1,...,9} U{=,+ — 0O,

Sei B linear geordnet gemiif dieser Auflistung. Dann sei B<Y lexikogra-
phisch geordnet. Ein Programm iiber A ist nun in natiirlicher Weise
ein Wort {iber B, wobei wir Leerschlige weglassen; Indizes der Register
werden auf die Linie gesetzt und Zeilen werden durch | abgetrennt. Z.B.
entspricht dem Programm

0O LET Rl = R1 — Qg
1 PRINT
2 STOP

das B-Wort 0LETR1 = R1 — ap|IPRINT|2STOP. Die Godelnummer
¢p des Programms P ist nun das Wort ayg . .. ao (n-mal), wobei n € N
so gewdhlt ist, dak das P entsprechende B-Wort das n-te Wort in der
lexikographischen Aufzihlung von B<N ist.

(5) Lemma:

1. Die Menge { P | P ist A-Programm} ist eine entscheidbare Teil-
menge von B<N.

2. Die folgende Funktion B<N — B<N ist berechenbar:

¢ & falls  (ist A-Programm
] sonst

D.h. einem Programm ¢ wird die entsprechende Gédelnummer &,
zugeordnet.
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3. Die folgende Menge II ist entscheidbar:

IT:={{p | P ist A-Programm}

Beweis:

1. leicht

2. Entscheide zuerst, ob die Eingabe ( ein A-Programm ist. Fall nicht,
drucke [J. Sonst starte das lexikographische Aufzahlverfahren fiir
B<N und verwende ein unbenutztes Register als Zihler. Bevor
ausgedruckt wird, vergleiche die Ausgabe mit (. Solange diese
verschieden sind, drucke nichts aus. Bei Gleichheit drucke den
Zahlerstand aus.

3. Falls die Eingabe ( nicht eine Folge von aq ist (d.h. keine Godel-
nummer vorliegt), drucke ag aus (als Fehlermeldung). Andernfalls
bestimme das B-Wort 1, das in der lexikographischen Aufzih-
lung von B<N an der Stelle n steht, wobei ¥ = ag...ag (n mal).
Entscheide, ob 9 ein A-Programm ist.

3.2.2 Unentscheidbarkeit des Halteproblem

(6) Satz: Unentscheidbarkeit des Halteproblems Sei A ein nichtlee-
res, endliches Alphabet.

1. Die folgende Menge Ilg;qp ist nicht entscheidbar:
Hgpe := {Cp | P ist A-Programm mit P : {p — STOP}
2. Die folgende Menge Ilgrgp ist nicht entscheidbar:

Hsrop := {(p | P ist A-Programm mit P : [J — STOP}

Beweis: Wegen Lemma (1) gentigt es zu zeigen, daf Igrep und g
nicht entscheidbar sind durch ein A-Programm.

1. Angenommen, P, wire ein A-Programm, das Ilg, entscheidet.
D.h. also, daf fiir alle A-Programme P gilt:

Py:é&p — U falls P :&p — STOP
Polgp%n#lj falls Ppr—>OO

Wir wollen Py abdndern zu einem A4-Programm P; mit der folgen-
den Eigenschaft: Fiir alle A-Programme P gilt:
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(%) P, :&p — o0 falls P :&p — STOP
P, :&p — STOP falls P:&p —

Diese Abdnderung von P, besteht darin, dafs wir die letzte Zeile
von Py (k STOP) ersetzen durch:

k IF Ry=10 THEN k ELSE £k+1 0OR ...0R k+1
k+1 STOP

Auflerdem wird jede Zeile der Form Z PRINT in P, ersetzt durch
Z GOTO k.

Nun liefert (x) einen Widerspruch, wenn wir P = P; nehmen.

2. Zuerst bemerken wir, dafs wir auf berechenbare Weise jedem A-
Programm P ein A-Programm P* zuordnen kénnen mit der fol-
genden Eigenschaft:

P:¢(p —STOP gdw. P :0 — STOP (**)

Dann gilt natiirlich {p € Il genau dann, wenn {p+ € Ilgrop gilt.
Zur Definition von PT sei {p = ag...ap (n mal). Dann beginnt
P* mit den n Zeilen

0 LET R(] RO + ag

n—1 LET Ry = Ry+ ag

gefolgt von den Zeilen von P (mit verschobenen Zeilennummern).
Klarerweise gilt (**). Auferdem ist die Funktion £p +— £p+ bere-
chenbar. Wir konnen nun, ausgehend von einem Entscheidungsver-
fahren fiir [grgp ein solches fiir gy angeben, was (1) widerspricht.

Sei ¢ € A<N eine beliebige Eingabe. Wir entscheiden zuerst, ob
¢ € 1T (Lemma (5)). Falls ¢ ¢ 11, so auch ¢ ¢ Ilgqp. Andernfalls
gilt ¢ = &p fiir ein eindeutig bestimmtes A-Programm P. Wir
berechnen &p+. Mittels Py entscheide, ob £p+ € Ilgrgp oder nicht.
Aufgrund von (**) entscheiden damit auch, ob ¢ € Ilg, oder
nicht, ein Widerspruch zu (1).

(7) Lemma: Die Mengen ITgrgp und Il sind rekursiv aufzihlbar.

Beweis: Das Aufzidhlverfahren fiir Ilgrgp ist eine Abfolge von unendlich
vielen Schleifen S, (fiir jedes n € N). Die Schleife S,, erstellt der Reihe
nach die Worter ¢ = [, ag, agag, apagao, - - - , aoag - - . ag (bis zu n mal)
und priift jedes mal, ob ( € II oder nicht. Falls ja, somit { = £p fiir
ein eindeutig bestimmtes A-Programm P, wird P angesetzt auf die
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Eingabe [J und n Schritte laufengelassen. Falls es dabei stoppt, wird ¢
ausgedruckt; sonst gehen wir iiber zum néchsten ¢ bzw. zur néchsten
Schleife mit S;, 1.

(8) Korollar: AN\ Tlgrgp und AN\ [fpge sind nicht rekursiv aufzihlbar.

3.3

Beweis: Satz (6), Lemma (7) und (3b).

Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe

3.3.1 Satz iiber die Unentscheidbarkeit

e Sei S, die allgemeinste abzahlbare Signatur, d.h. S, enthélt co, ¢y, ..., ¢y, ...
(Konstanten), fiir jedes n > 1 n-stellige Relationszeichen R, R}, ..., R, ...
und fiir jedes n > 1 auch n-stellige Funktionszeichen f§', fi',..., f", .. ..

(9)

(10)

Problem, das zum Teil auftaucht: S;, 5, ist unendlich, Programme
funktionieren jedoch nur mit endlichen Alphabeten.

Trick: Ersetze {v, | n € N} im Alphabet durch {v,0,1,...,9} und
kodiere vsg durch v50. Kodiere entsprechend Konstanten, Relations-
und Funktionszeichen, z.B. f{2 als f1732. Verwende also das Alphabet

{/U7R7f7c7g7l7'"79767T7"'7§}

Lemma: Die folgende Menge M ist aufzahlbar.

M={pels~]| o}

Beweisskizze: Aufgrund des Vollstéandigkeitssatzes 1éft sich M schrei-
ben als {¢ € L5~ | |- ¢}. Ein Aufzéhlverfahren von M stellt nun
systematisch alle moglichen Ableitungen im Sequenzenkalkiil der Spra-
che £5= her. Falls die ableitbare Sequenz einelementig ist und aus einem
Satz besteht, wird diese ausgedruckt. Etwas genauer: Fiir n = 1,2, ...
stelle man die in der lexikographischen Reihenfolge n ersten Terme und
Formeln (von 7%= bzw. £5=); danach bildet man die endlich vielen
Ableitungen einer Liange < n, die nur diese Terme und deren séamtliche
Sequenzen Linge hochstens n haben. Die einelementigen dabei abgelei-
teten Sequenzen, die aus einem Satz bestehen, werden ausgedruckt.

Satz: Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe (Church): Die
Menge M aller allgemeingiiltigen S,-Séatze ist nicht entscheidbar.
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Beweis: Sei A = {ao}. Wir identifizieren AN mit N via n = qay. .. ag
(n mal). Nach Satz (6) ist die Menge Ilgrgp ist nicht entscheidbar:

srop := {(p | P ist A-Programm mit P : ] — STOP}

Wir werden im folgenden jedem A-Programm P einen S,-Satz ¢p
auf berechenbare Weise zuordnen (d.h. dass die Abbildung P +— ¢p
berechenbar ist), so dafs gilt:

= ¢p g.dw. P: 0 — STOP (%)

Wiire nun {¢ € L5 ’ = ¢} entscheidbar, kénnten wir auf folgende
Weise auch Igrep entscheiden: Sei ¢ € A<N. Priife zuerst, ob ( = &p
fiir ein A-Programm P (Lemma (5)). Falls doch, stelle P her und
dann ¢p. Entscheide, ob ¢p € {p € L5 | = ¢} oder nicht. Wegen (x)
entscheiden wir gleichzeitig, ob ¢ = £p zu Ilgrgp gehort oder nicht. Wir
wissen aber, daf ein Entscheidungsverfahren fiir Ilgrgp nicht existiert

(Satz (6)).

Im folgenden miissen wir noch die Abbildung P +— ¢p definieren.

3.3.2 Zuordnung einer Formel fiir ein Programm

e Wir verwenden folgende Notation: Sei P ein A-Programm mit den Zeilen
g, - .., . Wihle n € N minimal, so daf alle in P erwéhlten Register
unter den Ry, ..., R, vorkommen. Ein (n + 2)-Tupel (Z, mq,...,m,) €
N"*2 nennen wir eine Konfiguration von P. Eine Konfiguration von
P heifst die Konfiguration von P nach s Schritten (mit s € N), falls
das Programm P, angesetzt auf die Eingabe [], mindestens s Schritte
lauft und nach s Schritten die Zeilennummer Z aufgerufen wird und
in den Registern Ry, ..., R, die Zahlen my, ..., m, stehen (wie oben:
Identifizierung A<N mit N). Die Konfiguration von P nach 0 Schritten
ist somit (0, ...,0) € N"™2 die sogenannte Anfangskonfiguration .

e Klarerweise gilt nun'®:

(xx) P : 0 — STOP g.d.w. es existieren s,mq,...,m, € N, so dafs
(k,mo, ..., my) die Konfiguration von P nach s Schritten ist.

Natiirlich sind die Zahlen s, my, ..., m, aus (xx) eindeutig bestimmt,
falls sie existieren. Sei deshalb sp dieses s. Somit gilt: Falls P : [0 —
STOP, so lauft das Programm sp Schritte, bis die Stoppzeile aufgerufen
wird.

15— oilt, da nur ay, eine Stoppzeile ist; ,,<=* gilt, da ay Stoppzeile ist
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e Wihle nun in S, ein (n + 3)-stelliges Relationszeichen R, ein 2-stelliges
Relationszeichen < und ein 1-stelliges Funktionszeichen f und eine Kon-
stante ¢, setze also S = {R, <, f, ¢}. Nun ordnen wir dem 4-Programm
P eine S-Struktur Ap = (Ap,ap) zu, in welcher sich die Arbeitsweise
von P beschreiben lafst.

1. Fall: P: 0 — oco. Sei Ap =N, und f*r (i) =i + 1 fiir alle i € N.

2. Fall: P : [0 — STOP. Setze e := max{k,sp}. Sei Ap = {0,...,¢}
und

ap o~ Ji+1 falls i <e
! <Z)_{ e falls i=e

In beiden Fillen sei <®*P=<" (die natiirliche Ordnung), sei ¢*» = O
und*6

RAP = {<S,Z,m0,...mn>€N"+3‘

(Z,myg, ... my) Konfiguration von P nach s Schritten}

e Wir definieren nun eine Reihe von S-Formeln, deren Konjunktion dann
die Arbeitsweise von P beschreibt. Wir kiirzen ab: ¢ durch 0, fc durch
1, ffc durch 2 etc. Eine erste Formel 1), besagt, dak < eine lineare
Ordnung ist mit erstem Element ¢, dann stets © < fx und daf fiir jedes
x, daf nicht groktes Element ist, fx der unmittelbare Nachfolger von =
ist; also:

Wy = VaVyVz(mz <z A((z <y ANy < z) — x < 2)
Nx<yVy<zVz=y))
N Ye(x < fx Vo= fr)
AN Ve(Fyer<y— (z< feAVz(x < z— (fr<zV fr=2))))

e Fiir « eine Zeile aus ay, ..., a;_1 sei ¢, die Formel, die Anweisung in
a beschreibt. Fiir die folgenden Moglichkeiten von «:

oL = Z LET Ri:RZ‘—’—CLO

a_ = Z LET R,L = Rz — Qg
orp = 2 IF R, =0 THEN Z' ELSE Z,
QpRINT — Z PRINT

16Warum ist im zweiten Fall R4? C A%5"3 d.h. sind in den (n + 3)-Tupeln in RA7 nur
Elemente < e? Ja, denn: P beginnt nach leeren Registern, kann pro Schritt ein Register
nur um maximal eins erh6hen und stoppt nach maximal e Schritten.
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sind die entsprechenden Formeln:

Yo, = VaVyo.. Ny (R Zyo . .. yn —
(x < fr ARfxZ + 1yo .. . Yic1 fYilY%is1 - - - Yn))
Vo = YaVyo... Vy(RxZyo... Yo —
(z < frA((yi=0ARfxZ + 1yo...yn) V
(~y; = 0AJu(fu=yi ANRf2Z + 1yo ... Yi1u¥is1---Yn)))))
Vore = YV2Vyo...Vy(RxZyo ... Yn —
(< feA((yi=0ARfxZyy. .. Yyn) V
(=i =0ARfxZoyo ... yn))))
Yoppme = VZVYo ... Yy (RxZyo ... Yn —
(x < fe ARfxZ +1yo...yn))

e Sei nun
Yp =Yg ANRO...0 Aoy N\ ... %Y, _,
(n+3)mal

Nach Definition gelten 2Ap = ¢ und 2Ap = RO ...0. Weiter gilt Ap =
g, fir alle ¢ < k, Beispiel:

Sei ayz mit Z € {0,...,k — 1}, z.B. az die Verlangerungsanwei-
sung Ry = Ry + ap. Warum gilt Ap = ¢,,7 Sei [ eine belie-
bige Belegung in Ap. Es gelte (Ap, ) = RexZyo ... yn. Im Fall
P : 0 — oo ist klarerweise Z*7 = Z. Falls P : 0 — STOP, ist
Z < k < e. Es folgt wieder Z% = Z. In beiden Fillen also

{B(2),Z, B(yo), - -, Blyn) } € RA7, somit {Z, B(yo), .., Blya)} die
Konfiguration von P nach 3(x) Schritten.

Da Z < k gilt in beiden Fallen (Ap,0) E x < fz (im Stop-
Fall b(z) < sp, deshalb f#r(3(x)) = B(x) + 1). Ebenso gilt

(2Ap, B) F yi < fyi Nunist {Z+1, 8(yo) + 1, B(y1), - .-, B(yn) } die
Konfiguration von P nach (3(z)+1 Schritten. Aber 3(fz) = (z)+1

und Z+17 =2+ 1 und B(fyo) = Byo) + 1.
Damit haben wir nachgewiesen: 2p = 1p

e Sei nun B
op = (Yp — xTyo ... Iy, Rakyo ... yn)

Damit ist P — @p definiert.
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3.3.3 Beweis des Satzes

e Wir konnen schon mal die Hinrichtung von () beweisen:

»= Angenommen, es gelte = ¢p. Es folgt Ap = pp. Wegen Ap = 1p
folgt Ap = 2Ty . .. Iy, Rakyo . .. yp. Da k¥ = k ist!?, gilt fiir gewisse
s, mg,...,my, € N:

(s,k,mg,...,my) € R¥

also ist (k,my, ..., m,) die Konfiguration von P nach s Schritten. Aus
(xx) folgt P : 0 — STOP.

e Zum Beweis der Riickrichtung von (*) zeigen wir zuerst:

Behauptung: Falls 2 eine beliebige S-Struktur ist mit 2 = ¥p und
falls (Z, mog, ..., m,) die Konfiguration von P nach s Schritten ist (d.h.
insbesondere, dafs P angesetzt auf OJ mindestens s Schritte 1duft), so
sind die Elemente 0%,1%,...,5% paarweise verschieden, und es gilt:

A= RsZmg. ..My
Beweis: Induktion uber s:

x Fiir s = 0 ist die Konfiguration von P nach 0 Schritten gerade
(0,...,0). Aus 2 = ¢p folgt A = RO...0.

* Sel nun die Behauptung bewiesen fiir s. Sei (Z',my,...,m}) die
Konfiguration von P nach s Schritten.

* Es sei A = ¢p und (Z,mo, ..., my) die Konfiguration von P nach
s+ 1 Schritten. Nach Induktionsvoraussetzung und wegen 2 |= v
folgt

AEO0<1<...<5 und A RsZ'my...m!

n

Klarerweise ist Z' < k (wére Z' = k, wiirde P nur s Schritte laufen).
Sei azr z.B. die Verldnderungsanweisung LET Ry = Rg + a¢. Dann
ist ja Z = Z'+1, mop = my + 1, m; = m; fiir alle i > 0. Da
A = 1a, (folgt aus A = ¢p) und A = R5Z'my . .. my,, folgt (siehe

wazf):
A = S<fsARs+1Z +1fmgm)...m,
= 5<s+1ARs+1Zmgmi...my
Also sind 0%,..., s + T paarweise verschieden und es gilt:

A= Rs+1Zmg. ..My,

Tm Fall Ap = N gilt n®» = n stets, im Fall Ap = {0,...,e} gilt k*# = k wegen k < e.
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Nun kénnen wir die Riickrichtung (x) zeigen:

<" Es gelte P : O — STOP. Nach (xx) existieren s, mg,...,m, € N, so
(k,mo, ..., my) die Konfiguration von P nach s Schritten ist. Sei nun
2 eine beliebige S-Struktur mit A = 1p. Wegen der Behauptung gilt
2 = Rskmg . ..m,. Also folgt A = 3Ty, ... Iy, Rekyy . . . yn. Also gilt

Ql):(pp.

3.4 Godels Unvollstiandigkeitssatze
3.4.1 Definitionen
e Sei Spp = {+,-,0,1}. Als Abkiirzung fiir 1+1+...+1 (n mal) verwenden
wir 7.

e Seir > 1,r € N. Eine r-stellige Relation () iiber N heilst arithmetisch,
falls eine Sp,-Formel ¢ € EfAr existiert, so daf fir alle {ng,...,n,_1} €
N" gilt:

(ng,...,n,—1) €Q gdw. N Eong,...,n._1]

Eine Funktion F' : N” — N heilst arithmetisch, falls eine Sj,-Formel

NS Ef_ﬁi existiert, so daR fiir alle {nq,...,n,} € N1 gilt:

F(ng,...,n.—1) =n, gdw. N Egng,...,n]

e Sci & C Lo™
Eine r-stellige Relation @) iber N heifst reprdsentierbar in ®, falls eine
Sar-Formel o € L34 existiert, so dak fiir alle {ng,...,n, 1} € N" gilt:
(nog,...,np—1) €Q = P ¢[ng...ny_1]
(N, ...,ne_1) ¢ Q = @} —p[ng...n,_1]

Eine Funktion F' : N” — N heifst reprdsentierbar in ®, falls eine Sa,-

Formel ¢ € Effl existiert, so daR fiir alle {ny,...,n,} € N" gilt'®:

F(ng,...,n,—1) =n, = @ ¢ng...n,|
F(ng,...,n.—1) #n, = @} =png...n,
¢ |- Fvpng ... npv,]
Eine Menge ¢ C E‘g’“ erlaubt Reprisentierungen, falls jede entscheid-

bare Relation iiber N und jede berechenbare Funktion iiber N in ¢
reprasentierbar ist.

18Hier ist 3! ,,es existiert genau ein“.
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e Klarerweise ist arithmetisch dasselbe wie reprasentierbar in Th(N), da
fiir jedes ¢ € EgA’ gilt:
NE¢ & ThN) o
NE-¢ & ThN) | ¢

e Sei ®py die Menge der Peano-Aziome, d.h. der folgenden (unendlich
vielen) SA7-Sitze:

Ve—z+1=0 VaVy(z+1l=y+1—z=y)
Viz+0=2 VaVyaz+(y+1)=(x+y) +1
Vex-0=0 VaVyz(y+1)=z-y+x

Fiir alle paarweise verschiedenen Variablen x, ..., x,_1,y und alle p €
L5 mit frei(p) C {zo,...,Tn_1,y} gehdrt der folgende SA-Satz zu
CDPAI

e Fiir eine beliebige Menge & C ,chf bezeichne ®F die Menge aller
S47_Sitze, die Konsequenzen von @ sind, d.h.

el @ lpers| o)

e Die Peano-Axiome wurden gefunden im Bemiihen, Th(N') zu axioma-

tisieren, d.h. eine Menge ® C Th(N) zu finden mit ®~ = Th(A) und
so dafs ® moglichst einfach, klein, iiberschaubar etc. ist; genauer: ent-
scheidbar ist.
Klarerweise gilt ®pa € Th(N). Aber aus dem Godel’schen Unvollstéan-
digkeitssatz folgt <I>§A C Th(N); somit axiomatisiert ®py nicht Th(N).
Es ist aber schwierig, ¢ € Th(N) \ @EA zu finden. Fast alle bekannten
Sétze tiber N (insbesondere alle leicht beweisbaren) sind Konsequenzen
von CI)pA.

OF = {gp c /J‘OSAr

Ubrigens ist klar, dafl ®pp eine entscheidbare Teilmenge von A;ANr ist.
Daraus folgt leicht mit (17), daf @?A rekursiv aufzahlbar ist. Wir werden
aber sehen, daf Th(A) nicht rekursiv aufzihlbar ist.'

e Sei A = {ag}, also identifizieren wir A<N = N.

Eine r-stellige Relation (Q C N" heift entscheidbar, falls ein A-Programm
P existiert, so dak fir alle (ng,...,n,_1) € N" gilt:

19 Die Informatiker éindern ja gelegentlich iiber Nacht ihre Priifungsordnung. ..
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3.4.2

(11)

(12)

— (ng,...,n,—1) € @ genau dann, wenn P, angesetzt auf ng im
Register Ry, n; im Register Ry, ..., n,_; im Register R,_q, stoppt
und [J ausdruckt.

— (ng,...,n,—1) ¢ @ genau dann, wenn P, angesetzt auf ng im
Register Ry, n; im Register Ry, ..., n,_; im Register R,_;, stoppt
und genau ein nichtleeres Wort druckt.

Eine r-stellige Funktion F' : N — N heiftt berechenbar, falls ein A-
Programm P existiert, so daf fiir alle (ng,...,n,_1) € N” das Programm
P, angesetzt auf ng im Register Ry, n; im Register Ry, ..., n,_1 im
Register R,_1, stoppt und F'(ng,...,n,_1) ausdruckt.

reprasentierbare Funktionen und Relationen
Satz: Seir > 1,r € N. Dann gilt:

1. Jede r-stellige entscheidbare Relation iiber N ist repréasentierbar
in (I)pA.
2. Jede berechenbare Funktion F': N” — N ist reprasentierbar in
q)pA.
Somit erlaubt ®pa (und damit auch Th(91)) Reprisentierungen.

Bemerkung: Im folgenden zeigen wir nun, daf rekursive Relationen
bzw. Funktionen représentierbar sind in Th(N). Eine genaue Analyse
des Beweises ergibt die stiarkere Version des Satzes.

Lemma: (Godels Lemma tiber die 8-Funktion) Es gibt eine arithmeti-
sche Funktion 3 : N> — N mit der folgenden Eigenschaft:

(%) Zu jeder Folge aq, ..., a, iber N existieren ¢, p € N, so dak fiir alle
i <rgilt: B(t,p, i) = a;.

Beweis: Sei ay, .. .,a, eine Folge iiber N. Wahle eine Primzahl p mit
P> ag,...,a. und p > r + 1. Setze nun

t:=1-p"+ap' +2p° +aip’ +... 4+ (r + Dp” +a,p”"" (5x)

Nach Wahl von p sind alle Koeffizienten von Potenzen von p in (%)
kleiner als p, somit ist (%) die eindeutig bestimmte p-adische Darstellung
von t. Nun gilt fiir alle s mit 0 <7 <r und a € N:

a = a; genau dann, wenn by, by, b, € N existieren mit

(i) t =0bo+b1((i + 1)+ ap + bep?)
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(i) a<p
(111) b() < b
(iv) by = p*™ fiir ein geeignetes m € N

Beweis der Eigenschaft:

,=* Folgt aus (%*) mit by = 1p° + ... + a;_1p* 1, by = p* und by =
(i +2) + aap + ... + ap*r—o-1

,<* Erhalte mit (i) und (iv): t = by + (i + 1)p*™ + ap*™ ! + byp*™+2.
Da by < p*™ und (i + 1),a < p liefert ein Koeffizientenvergleich
mit (%*): m =i und a = a;. Bemerke, dafs (iv) dquivalent ist zu

(iv’) by ist Quadratzahl und fiir alle d # 1 mit d | by gilt p | d.

Wir definieren nun ((t,p,i) als das eindeutig bestimmte a, so dafs
bo, b1, by existieren mit den Eigenschaften (i) bis (iv’). Dann ist 3 wie
gewiinscht, nur daf es noch nicht total ist und wir noch zeigen miissen,
dak es arithmetisch ist. Dazu erweitern wir die Definition von 5 auf
beliebige Tripel (n,q,7) € N® wie folgt: 3(n,q, j) ist das kleinste a, so
dafs by, b1, by existieren mit

(i) w=0bo+bi((j +1) + aqg + bxq?)
(i) a < q
(iii) by < by
(iv) by ist Quadratzahl und fir alle d # 1 mit d | by gilt ¢ | d.

Falls kein solches a existiert, so setzen wir 3(n,q,j) = 0.

Diese Definition lafst sich leicht durch eine Sa,-Formel pg wiedergeben,
d.h. 8 wird durch ¢g(vg, v, v2, v3) reprisentiert.

Sei P ein Programm iiber A = {ao} mit den Zeilen «y, ..., qx. Sei
n € N minimal, so dafs alle in P genannten Register unter den Registern
Ry, ..., R, vorkommen. Wie friither sei eine Konfiguration von P ein
(n+2)-Tupel (Z,my, ..., m,) Sie gibt die Situation einer P-Berechnung
wieder, bei der die Zeile oz aufgerufen wird und bei der in den Regi-
stern Ry, ..., R, die Zahlen my, ..., m, stehen. Seien nun C,C" zwei
Konfigurationen von P. Eine P-Berechnung auf der Registermaschine
befinde sich in der Konfiguration C'. Falls nach Ausfithrung der in C
genannten Zeile die Konfiguration C’ ermittel wird, so schreiben wir

C —p C/.
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(13) Lemma: Zu jedem A-Programm P existiert eine Sy,-Formel {p €
E‘;T‘jig (wir schreiben explizit £p = Ep (20, - -+ Tny 2, Y0y - - -, Yn)), SO dak
fir alle ly, ..., l,, Z,mg,...,m, € N gilt:

N E &pllo, -1y Z,mg, ..., my,] genau dann, wenn P, beginnend
mit der Konfiguration (0, [y, ..., [,) nach endlich vielen Schritten
die Konfiguration (Z,my,...,m,) erreicht.

Beweis: Die gesuchte Formel &p(zg, ..., %, 2, Y0, - - -, Yn) soll folgendes
besagen:

(x) Es existieren s € N und eine Folge Cy, ..., C von Konfigurationen
von P, so dak Cy = (0, xg, ..., 2,) und Cs = (z,yo, - - ., Yn) ist und
fiir alle ¢ < s gilt: C; —p Ciyq.

Da wir eine (s+ 1)-Folge von (n+ 2)-Folgen in eine (s+1) - (n+ 2)-Folge
zusammenfassen konnen, erhalten wir aus (*):

(xx) Es existieren s € N und eine Folge

{ao, . .. y A(n+1) A(n+2)+05 - - - s A(n+2)+(n+1)s - -+ ) Cs-(n+2), - - - 7as~(n+2)+(n+1)}

~~ N~

Co C1 Cs

so dak ap = 0,a1 = Xo,...,Anp1 = Tp, As.(n2) = 2, 02.(ng2)41 =
Yoy - - - s (nt2)+(nt1) = Yo und fiir alle i < s gilt

<ai~(n+2)7 e 7ai~(n+2)+(n+1)> —p <a(i+1)~(n+2)7 e 7a(i+1)-(n+2)+(n+1)>

Sei pg die die B-Funktion aus Lemma (12) représentierende Formel, d.h.
fir alle t,p,i,a € Ngilt N |= pg[t, p, i, a] genau dann, wenn (¢, p, i) = a
ist. Sei &p(zo, ...\ Tn,y 2, Yo, - - - Yn) die Formel

dsIpat ( @plt,p,0,0] A pgslt,p, 1, x0) A ... Apglt,p,n+ 1, 2,] A

ng[t,p,S : (7’L+ 2)7Z] A

@ﬁ[t,p,S' (’I’L+2) + 17y0] /\/\Qﬁﬁ[t,p,S (n+2)+n+17yn]
AVi < sVuNug . .. Vn,Vu'Vuyg . ..V,

((pgltsp,i- (n+2),u]l Apglt,p,i-(n+2) 4+ 1ug] A... A

walt,p,i- (n+2)+n+ Lu) Apglt,p, (i +1) - (n+2),u] A

oplt,p, 1+ 1) - (n+2)+ Lyl A... A

slt,p, 1+ 1) - (n+2)+n+1,u])

— (U ug, o uy) —p (W g, . ul)
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Dann ist {p eine Sa,-Formel, wenn wir uns noch klarmachen kénnen,

wie

s, ug, oy un) —p (W ug, . u) (% % *)

rn

durch eine Sa,-Formel ausgedriickt werden kann. Sei dazu wieder P =
(a, . . ., ). Die gesuchte Formel hiangt davon ab, welche Zeilennummer
u benennt. Jedem j < k ordnen wir eine Sy,-Formel ¢; zu: Falls «; z.B.
die Gestalt j LET R; = R; + ap hat, ist

Vi i=u =7 —u = utlAu) = ugAu) = u+1Auy = usA. . A, = uy,)
Falls o; zum Beispiel die Gestalt j LET Ry = Ry — ao hat, ist

Yi=u=j— (WU=u+1A(~u=0—uy+1=up)A

(W =0—uy=ug) ANuy=ug A ... A\Nu, = uy,)
Falls a; die Gestalt j IF Ry =0 THEN Z ELSE Z, hat, ist

)

ANuy=0— (V=ZgANug=ugA... ANu, = ul))

3~

j— (w=0—=W=ZANuw=ujA...\u, =u

w]’ =u

Entsprechend fiir andere Zeilen. Wir konnen nun die Konjunktion 1y A
... ANYy_1 in €p an die Stelle von (x x x) setzen und erhalten so das
gewlinschte &p.

Beweis von Satz (11) (wir zeigen nur 1., der zweite Teil folgt analog):

Sei @ eine r-stellige, entscheidbare Relation iiber N. Sei P ein {ag}-
Programm, welches () entscheidet. Wahle n € N minimal, so dalt n > r

und alle in P genannten Register unter Ry, ..., R, sein. Seien weiter
gy, .. 0z, die Zeilen von P, die eine Druckanweisung enthalten. Sei
nun

SAr

fP = €P($0> oIy 25 Y0, - - 7yn) € £2n+3

wie in Lemma (13). Dann gilt fiir beliebige ly,...,l,—1 € N:

(lo,...,l—1) € @ genau dann, wenn P, ausgehend von der Kon-
figuration (0,...,l,...,l,_1,0,...,0) € N**2 nach endlich vielen
Schritten eine Konfiguration der Gestalt {Z;,0,my,...,m,} er-
reicht, wobei 0 < i < m und my,...,m, beliebig (d.h. P erreicht
eine Druckanweisung, bei der (J im Ausgaberegister steht).
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Da nach Voraussetzung P () entscheidet, wissen wir, dafs im weiteren
Verlauf von P keine Ausgabe mehr erfolgen wird und P stoppen wird.
Obiges ist dquivalent zu
N ’: E|Un+3 ce 3U2n+2
(fp(lo, ey lr—la 0, . 70, Zo, 0, Un+3y - - - ,U2n+2)
V...V fp(lo, ce ,lr_l,(), ce ,07 Zm,O,Un+3, ce ;U2n+2))

Als die Relation ) reprasentierende Sa,-Formel ¢ € Efjirl konnen wir
also folgende Formel nehmen:

m
E'Un+3 oo 37)2”4_2 \/ £p(l0, e 7lr—17 0, N ,0, Zi, 0, Un+3,--- ,1}2”+2)
1=0

3.4.3 Nichtdefinierbarkeit der Wahrheit

e Wir kennen die lexikographische Ordnung auf A;jj‘r. Da L5 C .A;i

(14)

kénnen wir fiir jedes ¢ € £+ setzen: #¢ = n, falls ¢ an der Stelle n
in der lexikographischen Aufzéhlung von AgANr steht. Wir wissen auch,
daf die Funktion £5% — N mit ¢ + #¢ berechenbar ist.

Satz: (Fixpunktsatz) Sei ® eine Menge von Sy,-Sétzen, die Représen-
tierung erlaubt. Dann existiert zu jedem v € EfAr ein Sx,-Satz ¢, so
daR gilt?":

@ |- o Y(#)
Die Formel ¢ besagt dann: ,Die Eigenschaft v trifft auf mich zu.” ¢ ist
sozusagen ein Fixpunkt von ).

Beweis: Definiere eine Funktion F': N x N — N durch

F(n,m) = { #(p(m)) falls n = # fiir ein i € L3

0 sonst

Da £54 und £5* entscheidbare Teilmengen von A;}i sind und die
Funktion ¢ +— #¢ berechenbar ist, ist ' berechenbar. Nach Voraus-
setzung ist somit F' reprasentierbar in ®, d.h. es existiert eine Formel
a(vg,v1,v3) € E}?Ar, die F' in ® représentiert. Nach Definition von F
gilt F(#&,m) = #(£(m)) fiir alle & € £54.

Sei nun ¢ € Cf‘“ beliebig vorgegeben. Wir wollen einen Fixpunkt
¢ € L5* von 1) finden. Setze

B := Y (a(vo, v, v2) — P (v2))

20Wir schreiben wieder v(#¢) anstelle von ¢%§0-
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Also 3 € L% Weiter sei ¢ = [B(#03), folglich ist F(#0,#3) =
#(B(#8)) = #¢. Nach Definition von « gilt

D |- a(#0, #0, #¢) (%)
Wir wollen nun @ |~ ¢ « (#¢) zeigen.

,—* Nach Definition von ¢ folgt ® U {p} |- a(#05, #5, #¢) — ©(#p).
Mit (%) folgt: ® U {p} |- ©(#p). Es folgt @ |- ¢ — (#¢p).

»<—* Daa Fin ® représentiert, gilt insbesondere ® |— vy (#6, #5, v2).
Mit (%) folgt @ |- Yuo(a(#0, #5,v2) — va = #¢). Es folgt

O |- Y(F#p) — Yoo (a(#8, #8,v2) — ¥ (v2))

Also @ |- Y(#p) — .

(15) Korollar: Sei ® eine konsistente Menge von Sa,-Sétzen, welche Re-
prasentierungen erlaubt. Dann ist die Menge

P = {a € E‘OSAr

@]—a}

nicht représentierbar in ®; was besagen soll, dafs die einstellige Relation
{#a| a € "} nicht repriisentierbar ist in ®.

Beweis (indirekt): Angenommen, es gibe x(vg) € L5, welche ®F in
® reprisentiert. Somit gilt fiir alle n € N:

q)|_{ x(n) falls ne{#a|aecd}
—x() falls n¢ {#a| ac o}

Da ® konsistent ist, erhalten wir fiir alle o € L5
¢ |- —x(#a) g.d.w. nicht ¢ |- « (1)

,= Aus Con® folgt, daf nicht & |- x(#«), also gilt nicht #a €
{#06| €@}, also a ¢ ®F, d.h. nicht ® |- a.

.= Esgilt #a ¢ {#8 | B € @}, also @ |- ~{(#a).
Nach Satz (14) hat —x einen ,Fixpunkt®, d.h. es existiert ¢ € E‘g‘“ mit
D |- ¢« x(#e) (2)

Da —x(#) besagt, daf ¢ nicht aus ® ableitbar ist, besagt ¢: ,Ich bin
nicht beweisbar.“ Aber nun folgt:
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® |- ¢ genau dann (2), wenn ¢ |- =y (#¢), genau dann (1), wenn
nicht & |- .

Ein Widerspruch!

e Wir erhalten den Satz Tarski iiber die ,Nichtdefinierbarkeit der Wahr-
heit”, genauer: Es existiert keine Wahrheitsdefinition fiir die Arithmetik
innerhalb der Arithmetik.

(16) Satz: (Tarski)

(a) Sei ® C E‘g‘“ konsistent und & erlaube Repréasentierung. Dann ist
®F nicht reprisentierbar in .

(b) Th(N) ist nicht représentierbar in Th(/\).
Beweis:
(a) Der Vollstandigkeitssatz impliziert ®~ = ®F. Somit folgt die

Behauptung aus Korollar (15).

(b) Klarerweise gilt Th(N)= = Th(N); weiter ist Th(N) konsistent
und erlaubt Représentierungen nach Satz (11). Somit ist (b) ein
Spezialfall von (a).

3.4.4 entscheidbare Theorien

e Definition: Sei S eine beliebige Symbolmenge und 7' C £§. Dann heifit
T Theorie, falls T konsistent ist und 7= T ; d.h. jeder Satz, der aus
T folgt, gehort schon zu T

Bemerkung: 7T ist also Theorie genau dann, wenn 7 = ®F fiir ein
konsistentes ® C S£.

Beispiele:
0 ={pvel| ¢}
— Thpy := <I>|1§A (die Peano-Arithmetik)
— Th(N) (={p € L3 | N E ¢}) die (Theorie der) Arithmetik

e Definition: Sei S eine endliche Symbolmenge. Eine Theorie T C L5
heifst rekursiv axiomatisierbar, falls eine rekursiv entscheidbare Satz-
menge ® C L5 existiert mit ®~ = 7' (die Sétze in ® konnen als Axiome
der Theorie T dienen).

e Beispiele:
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(1) Wir haben schon festgestellt, daf ®py C L5 entscheidbar ist. Die
Peano-Arithmetik <I>‘1§A ist somit rekursiv axiomatisierbar.

(2) Wir werden gleich sehen, daf Th(N') nicht rekursiv axiomatisierbar
ist.

(17) Satz: Jede rekursiv axiomatisierbare Theorie ist rekursiv aufzéhlbar.

Beweis: Sei T = ®dF C EOSAr fiir eine entscheidbare Menge ® C E‘g. Ein
Aufzahlverfahren von T' ist etwa das folgende: Stelle systematisch alle
im Sequenzenkalkiil der Sprache £° ableitbaren Sequenzen her. Mit dem
Entscheidungsverfahren fiir ® priife man, ob die Glieder des Antezedens
alle zu ® gehoren oder nicht (verwende dazu, dak ® entscheidbar ist).
Im ersten Fall drucken wir das Sukzedens aus, im zweiten wird nicht
gedruckt, sondern zur nichsten ableitbaren Sequenz iibergegangen.

e Definition: Eine Theorie T' C £§ heifit vollstindig, falls ¢ € T oder
—p € T gilt fiir jeden S-Satz .

(18) Satz:
(a) Jede rekursiv axiomatisierbare und vollstandige Theorie ist ent-
scheidbar.

(b) Jede rekursiv aufzidhlbare und vollsténdige Theorie ist entscheidbar.
Beweis:

(a) Wegen Satz (17) geniigt es, (b) zu beweisen.

(b) Sei T eine aufzdhlbare vollstdndige Theorie. Sei ¢ ein beliebiger
Satz, von dem wir entscheiden wollen, ob er zu T' gehort oder nicht.
Wir lassen das Aufzéhlverfahren von 7' solange laufen, bis ¢ oder
—p erscheint. Da T vollstandig ist geschieht dies. Da T" konsistent
ist, wissen wir im zweiten Fall, dall ¢ ¢ T ist.

3.4.5 Unvollstindigkeitssiatze von Godel

(19) Satz: (Erster Unvollstindigkeitssatz von Godel) Sei @ C L34 eine
konsistente, entscheidbare Menge, welche Reprasentierungen erlaubt.
Dann existiert ein Sa,-Satz ¢, so dafs weder ® |- ¢ noch ® |- —p Die
Theorie ®F ist also nicht vollstindig.

Beweis (indirekt): Angenommen, ® wire vollstindig. Nach Voraus-
setzung ist ®F rekursiv axiomatisierbar (durch ®). Dann ist ®" ent-
scheidbar nach Satz (18a). Somit auch {#a | o € ®}. Da nach Vor-
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(20)

aussetzung ® Reprisentierungen erlaubt, ist & reprisentierbar in ®.
Das ist ein Widerspruch zu Korollar (15).

Korollar: Th(N) ist nicht rekursiv aufzédhlbar und folglich (siehe
Satz (17)) nicht rekursiv axiomatisierbar. Insbesondere gilt also @';A C

Th(N).

Beweis: Angenommen, Th(N') wire rekursiv aufzéhlbar. Offensichtlich
ist Th(N') eine vollstidndige, konsistente Theorie. Wegen Satz (18b)
wire Th(N) sogar entscheidbar, nach Satz (11) erlaubt Th(N') Re-
prisentierungen. Nach Satz (19) wire Th(N)F unvollstindig. Aber
Th(N) = Th(N) ist vollstindig, Widerspruch!

Analog wie wir Programme fiir die Registermaschine lexikographisch ge-
ordnet haben, konnen wir auch alle Ableitungen im Sequenzenkalkiil der
Sprache £54r lexikographisch ordnen. Die Funktion, die jedem m € N
die m-te Ableitung (beziiglich dieser Ordnung) zuordnet ist dann bere-
chenbar. Sei nun ® C £5* entscheidbar und erlaube Reprisentierungen.
Nach dem Gesagten ist dann die folgende zweistellige Relation H iiber
N entscheidbar:

(n,m) € H :< die m-te Ableitung endet mit einer Sequenz der
Gestalt Vg - - - Yrp_1, wobei ¥y, ..., Yr_1 € ® und #p = n.

Aus der Definition von H folgt: ® |- ¢ genau dann, wenn ein m € N
existiert mit (#p, m) € H. Danach Voraussetzung ® Représentierungen
erlaubt, finden wir @ (vg,v1) € £§Ar, so dafs oy H in ® représentiert,
d.h. fiir alle n,m € N gilt:

— Falls (n,m) € H, so ® |- ¢y (n,m)

— Falls (n,m) ¢ H, so ® |- —py(n,m)

Definiere Ablg(vy) € £54 durch
Ablg(vg) := Fviy (vg, v1)

Man mache sich klar, dak Ablg(vg) nicht etwa ® représentiert (was
nach Korollar (15) nicht méglich ist)?* Nach Satz (14) besitzt —=Ablg(vg)
einen Fixpunkte ¢ € £5* | also gilt

D |- ¢ > —Ablg(#¢) (%)

2 Falls n € {#a| a € ®}, so existiert m € N mit (n,m) € H, also ® |- Ablg(n).
Falls aber n ¢ {#a | o € ®} miikte man ® |- —Jv;p(n,v1) haben. Aber wir wissen
nur, da® fiir alle m € N gilt ® - -y (n,m). Es konnen aber Nicht-Standard-Elemente
existieren, die nicht als m € N darstellbar sind.
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(21)

(22)

(23)

Der Satz ¢ besagt also etwa ,ich bin nicht ableitbar.” Deshalb ist
folgendes Lemma nicht erstaunlich:

Lemma: Falls ® konsistent ist (und entscheidbar und erlaube Repré-
sentierungen), so gilt nicht ® |- .

Beweis: Wire @ |- ¢, so kénnen wir m € N finden mit (#¢, m) € H,
also ® |- oy (#p, m) und somit

® |- Jvipn (e, 01)

-~

Ablg (#¢)

Aber mit () folgt aus ® |- —Ablg(#¢), somit ist & nicht konsistent,
Widerspruch.

Lemma (21) besagt also Con® =-nicht® |- ¢. Diese Aussage laft
sich nun in £54 formalisieren und in ® beweisen (falls ®py C ).
Offensichtlich ist ® konsistent genau dann, wenn nicht ® |- -0 = 0.
Deshalb definieren wir den Sa,-Satz cong durch

cong := —Ablg(#-0 = 0)
Die formale Version von Lemma (21) ist nun:

Lemma: @ |- cong — —Ablg(#¢), falls?® &py C P.

Beweis ist langwierig.

Satz: (Zweiter Unvollsténdigkeitssatz von Godel) Sei & C £oA konsi-
stent und entscheidbar, und es gelte ®py C ®. Dann gilt nicht ¢ |- cong.

Beweis: Andernfalls wiirde mit Lemma (22) ® |- —Ablg(#¢). Aus (%)
folgt @ |~ ¢, ein Widerspruch zu Lemma (21).%

... nicht wahr?

der KLARERWEISE®-Counter: 17

22unter der Voraussetzung, daf ¢ ,nicht zu kompliziert* ist
23 Ich habe kein feierliches Ende fiir die Vorlesung vorbereitet.*

86



Index

ableitbar
Formel, 40
Sequenz, 39

abzahlbar, 51
unendlich, 51
Aequivalenz, 8
semantische, 9
Alphabet
der Aussagenlogik, 2
der Préadikatenlogik, 17
logische Zeichen, 17
Symbole, 17
Antezedenz, 37
Assoziativitat, 10
Aussagenlogik, 1
Aussagen, 8

Belegung, 24
berechenbar
Funktion, 77
Menge, 62
beweisbar, 40
Boole’sche Funktion, 11
assoziierte, 11

DeMorgan, Regeln, 10
disjunktive Normalform, 12
kanonische, 14

endlich, 51
entscheidbar
Menge, 62
Relation, 76
erfiillbar, 9, 29
Expansion, 31

falsifizierbar, 9
Folgen
Anfangsstiick, 1

endlich, 1
Intervall, 1
Lange, 1
leer, 1
Teilfolge, 1
Formeln
der Aussagenlogik, 2
Eindeutigkeit, 5
Primformeln, 2
Rang, 2
Subformel, 6
der Pradikatenlogik, 18
atomar, 19
Eindeutigkeit, 21
Primformeln, 19
Rang, 19
Subformel, 19
freies Auftreten, 22
Funktion, 23
arithmetisch, 75
berechenbar, 63
Funktionszeichen, 17
rekursiv, 63
reprasentierbar, 75

Godelnummer, 67
gebundenes Auftreten, 22
Grundbereich, 24

Implikation, 8
semantisch, 9
inkonsistent, 43
Interpretation, 24
Terminterpretation, 49
Intervallform, 63
[somorphismus, 31

Junktoren, 2, 17

87



karthesisches Produkt, 1 Anfangskonfiguration, 71
klarerweise, 6, 46, 52-54, 56, 57, 69, Zeile, 59
71, 73, 74, 76, 83

Counter, 86 Quantor
Koinzidenzlomma Existenzquantor, 17
Pridikatenlogik, 20 Wirkungsbereich, 22
Kommutat.ivitét, 10 Redukt, 31
Konfiguration, 71 ' Registermaschine, 59
'Anfal‘igskonﬁguratlon, 71 berechenbar, 63
konJunktlYe Normalform, 12 Funktion, 77
kanomsche, 14 Menge, 62
konSIStel.lt, 43 entscheidbar
maximal, 46 Menge, 62
Konstan'ten', 17 Relation, 76
Kontradiktion, 10 Programm, 59
korrekt ‘ Zeile, 59
Ableitungsregeln, 37 rekursiv, 62, 63
Sequenz, 37 aufzahlbar, 63
lexikographische Ordnung, 65 rekurs%v .
Literal. 12 axiomatisierbar, 83
' Definition, 2
Modell, 25 Funktionen, 6, 21
Nicht-Standard, 57 Registermaschine, 62
aufzdhlbar, 63
Normalform Relation, 23
disjunktive, 12 arithmetisch, 75

kanonische, 14
konjunktive, 12
kanonische, 14

Relationszeichen, 17
Aquivalenzrelation, 19
repréasentierbar, 75
Reprasentierungen

Ordnung
lexikographisch, 65 erlauben, 75
Ordunung Siitze, 23
linear, 72 Saty

Eindeutigkeit
Formelaufbau, 5, 21
Fixpunktsatz, 81
Godels
Lemma iiber -Funktion, 77
Unvollstéandigkeitssatz, 84, 86
Vollstandigkeitssatz, 55

Pradikatenlogik, 17

Programm, 59
aufzahlen, 62
entscheidet, 62
Godelnummer, 67
Konfiguration, 71

88



Henkin, 50
Isomorphielemma, 32
Koinzidenzlemma
Aussagenlogik, 9
Pradikatenlogik, 29
Kompaktheitssatz, 56
Korrektheit
Sequenzenkalkiil, 42
Léwenheim und Skolem
absteigend, 56
aufsteigend, 56
Substitutionslemma, 35
Tarski, 83
Unentscheidbarkeit
Halteproblem, 68
Logik erster Stufe, 70
semantisch
aquivalent, 9, 29
folgen, 27
impliziert, 9
Sequenz, 37
Sequenzenkalkiil, 37
Primregeln
(Vor), 38
(=), 39
Regeln, 37
(Ant), 38

Signatur, 15
Sprache erster Stufe, 19

Struktur, 24

Substitution, 34
Substitutionslemma, 35

Sukzedenz, 37

Symbole, 17

Tautologie, 10, 29
Terme, 17
Terminterpretation, 49
Theorie, 83
rekursiv axiomatisierbar, 83
vollstandig, 84
Tréager, 24

Variable, 17
frei, 22
freies Auftreten, 22
gebunden, 22
gebundenes Auftreten, 22
verifizierbar, 9

Wahrheitstafeln, 8

Wahrheitswertbelegung, 9

Widerspruch, 10
widerspruchsfrei, 43

widerspruchsvoll, 43
Wort, 2

Zeilen
Druckanweisungen, 60
Sprunganweisungen, 59
Stoppanweisungen, 60
Verkiirzungsanweisungen, 59
Verlangerungsanweisungen, 59
Zeugen, 46

89



	Aussagenlogik
	Grundlagen
	Die Sprache der Aussagenlogik
	Alphabet, Formeln, Rang
	Eindeutigkeit des Formelaufbaus
	Definieren rekursiver Funktionen
	Vereinfachungen und Vereinbarungen

	Semantik der Aussagenlogik
	Wahrheitstafeln, Wahrheitswertbelegung
	Semantische Äquivlanenzen und Implikationen, verifizier- und falsifizierbar, Tautologie und Kontradiktion
	(assoziierte) Boole'sche Funktionen
	(kanonische) konjunktive bzw. disjunktive Normalform


	Prädikatenlogik - die Sprache erster Stufe
	Syntax
	Alphabet, Terme, Formeln, Rang
	Eindeutigkeit des Formelaufbaus
	Definieren rekursiver Funktionen
	Freie und gebundene Variablen

	Semantik der Sprachen erster Stufe
	Belegung, Interpretation, Modell
	Beispiel Gruppen
	Koinzidenzlemma
	Substitution

	Ein Sequenzenkalkül
	Definitionen
	Ableitungs-Grundregeln
	Ableitbare Ableitungsregeln

	Konsistenz und Inkonsistenz
	Der Gödel'sche Vollständigkeitssatz
	Vorüberlegungen
	Definition der Terminterpretation
	weitere Sätze und Lemmata
	Gödels Vollständigkeitssatz

	Nachtrag

	Rekursionstheorie
	Registermaschinen
	Definitionen
	Entscheidbarkeit
	These von Church

	Das Halteproblem
	Codierung von Programmen in Wörter
	Unentscheidbarkeit des Halteproblem

	Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe
	Satz über die Unentscheidbarkeit
	Zuordnung einer Formel für ein Programm
	Beweis des Satzes

	Gödels Unvollständigkeitssätze
	Definitionen
	repräsentierbare Funktionen und Relationen
	Nichtdefinierbarkeit der Wahrheit
	entscheidbare Theorien
	Unvollständigkeitssätze von Gödel



