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Organisatorisches

e Jan Modersitzki (jmo@numerik.uni-kiel.de), Homepages:

— http://www.math.uni-luebeck.de/modersitzki

— http://www.numerik.uni-kiel.de/ jmo

e Scheinkriterium: 40% eines jeden Ubungsblattes (eines muss nicht bear-
beitet werden)

e Inhalt der Vorlesung: Einfithrung, Rundungsfehler, Losung linearer
Gleichungssysteme, Interpolation, Quadratur, Nichtlineare Gleichungen,
Eigenwertprobleme, Lineare Optimierung, Optimierung, Gewohnliche
Differentialgleichungen

e Praktische Analysis (Numerik, Wissenschaftliches Rechnen) beschéf-
tigt sich mit:

— Rechnen mit Zahlen auf einem Rechner

— Entwicklung konstruktiver Methoden fiir Problemklassen

— Algorithmus: durch endlichen Text beschriebene Vorschrift zum
Vollzug einer endlichen Reihe von Elementaroperationen. Dazu:

*

*

*

*

*

abstrakt

allgemein: Aufgabenklasse

finit: endlich viel Speicher fiir Programm und Daten
terminierend: endliche Laufzeit

deterministisch: gleicher Input — gleicher Output.

Ablauf auf einem Rechner: Programm, Umsetzung des Algo-
rithmus in Programmiersprache

Komplexitét, Rechenzeit, Anzahl der Rechenoperationen

Stabilitét (bei gestortem Input, dazu spater mehr)

e Praktische Analysis am Beispiel Réi}_lber—Beute: Es gebe z kleine
und y grofse Fische. Als Modell fiir die Anderung der Anzahl der Fische
kénnte man nehmen

= ar—br-y

= cr-y—dy


mailto:jmo@numerik.uni-kiel.de
http://www.math.uni-luebeck.de/modersitzki
http://www.numerik.uni-kiel.de/~jmo

Um die Losunsfunktion zu bestimmen, machen wir folgendes:

z(t + At) — z(t)

! At
r(t+ At) ~ x(t)+At(a-x(t) —b-x(t) - y(t))
y(t + At) =~

Wie gut ist dieses Verfahren? Was passiert auf dem Rechner? Wie exakt
sind die Ergebnisse? Was hat die numerische Losung mit dem Modell
zu tun? Was hat das Modell mit der Wirklichkeit zu tun?

Ergebnisse sind i.a. Approximationen an die Losung. Fiir x - Input, y -
Output, y = f(x) real, g = Algo(z) (Ndherungen & und ) sei
absolute Fehler: Ay = y—g

A
relativer Fehler: ¢, := —y, y#0
Y



1 Rundungsfehler

1.1 Zahlendarstellungen

e Analogrechner, Rechenschieber. Genauigkeit ist physikalische Messgros-
se, verfolgen wir nicht.

e Digitalrechner. Darstellung im Dualsystem.
= i[an-2”+an_1~2”_1+...+am-2m}, n>méeZa; {01}
= 18,5
= 16+2+ =
B 2
= 1-2'40-224+0-22+1-2'4+0-2°41.27!
= (10010.1),

Wichtig auf Rechner: eindeutig und endlich. Problematisch: 7, e, v/2, %

e Fixpunktdarstellung (z.B. in der Bank): Eine Zahl wird dargestellt
z.B. in der Form
[ ]

J
-

16 Ziffern

1.2 Gleitpunktdarstellung

Definition: In der Gleitpunktdarstellung Eine Zahl x # 0 wird dargestellt
durch x = £a - B¢ mit der Basis B, der Mantisse a mit % < a < 1 und dem
Ezxponent c.

Beispiel: x = 18.5 = (10010.1); = (0.100101), - 2(1°V2 = 0.1001015101.
Im Speicher haben die Mantisse und der Exponent feste Langen, d.h.

T = [0.a1a2 - at] . BEler-..cg]
mit Mantissenlinge t, Exponentenlinge E; z.B fir t =8, F = 4 ist

x = 18.5 = +0.100101002 + 0101

Definition: Ein Rechner ist charakterisiert durch B, t, E/, daher beschrieben
durch R(B,t, E). Weiterhin sei A := {x | x ist darstellbar auf Rechner }.

Ganz wichtig: Die Menge A der darstellbaren Zahlen ist endlich!



Problem: Fiir z € R bestimme eine Zahl Rd[z] € A mit |z — Rd[z]| minimal,

d.h. |z — Rd[z]| < |z — y| fiir alle y € A. Lésung: Rundung, z.B. fiir t =4, ¢ =
1,B = 10 ist

Rd[0.142857] = 0.1429
Rd([3.141549] = 0.3142- 10"
Rd[148.842] = 0.1488-10°

Rundungsalgorithmus: y = RH[:I;, t,B]*. Sei z € R. Ist x = 0, setze y = 0.
Sonst x = aB®# 0 mit 1/B <a < 1.

la] = (0.a10n...000441...)B
. (0.0naz ... y)B, falls ;41 < B/2
“ = {(0.0zlon ...ay)p+ Bt falls gy > B/2
y = Rd[z] :=sign(z)-a- B°

Satz: Fiir x € R,z # 0 gilt:

’x—PCd[a;, B,t]) B ~

] lal

Beweis:
la|—a _05-B7* 05-B!
< <

=0.5- B
d =g S yB 0P

Definition: Die Grofe ¢ := 0.5 - B'™' eines Rechners R(t, B, E) heifit
Maschinengenauigkeit.

Bemerkung: Falls Rd[z] € A gilt ‘x - Rd[x]‘ < |z —y| fir alle y € A; aber:
auch der Exponent ist endlich auf dem Rechner.
Beispiele:
o auf R(t, B, E) = R(4,2,2) ist Rd[18.5] = 0.1001,101 ¢ A
e fiir R(t, B, F) = R(4,10,1) gilt:
— Rd[3.1415,620] = 0.3142,021 ¢ A
— Rd[0.013 — 9] = 0.1000y9 — 10 ¢ A

IRd ist nicht das gleiche wie Rd, bei Rd wird die Endlichkeit des Exponenten nicht
beriicksichtigt.



— Rd[0.99999109] = 0.10001710 ¢ A

Mogliche Idee: Falls Rd[|z|] < 0. 100010 — 9, so setze Rd[|z]] = 0, aber:
Rzl — 1 = 100%!

der relative Fehler betragt

Uber- bzw. Unterliufe sind selten, da in der Regel E sehr grof ist; daher hier
ein theoretisches Modell mit £ = oo.

Die Rundungsfunktion hat also die Gestalt Rd : R — A mit Rd[z] = z(1+44,),
wobei |d,| < ¢ fiir alle z € R. Fiir absolute und relative Fehler gelten:

absolute Fehler: Az = x — Rd[z]
—Rd
relativer Fehler: 6, := x—R[x]’ x#0
T

1.3 Die Operationen +, -, *x, /; Ausloschung

Das Resolutat einer arithmetischen Operation muf keine Maschinenzahl sein,
selbst wenn die Operanden Maschinenzahlen sind! Seien z,y € A, dann wére
optimal, wenn bei folgenden Operationen |g;| jeweils < e wére:

=]

vty = Rdlz+y]=(z+y)(l+e)
2y = Rdlr—y] = (- 9)(1+6)

y = Rdlzy] = (0 )(1+z5)
z+y = Rdlz+y]=(z+y)(1+ey)
Diese Operationen haben andere Eigenschaften als die entsprechenden ma-
thematischen Operationen, z.B. gilt z+z = z fiir alle z mit |z| < £ - z und
(z+y)+z # v+ (y+2).
Beispiel: Betrachte auf R(t, B, E) = R(6, 10, 0c0) die Zahl = := 1234.567, die
Rundung ist Rd[z] = 1234.57, der relative Fehler ist also %d[z] ~2.5-107F.
Fiir y := —1234.60 (mit Rd[y] = y). Dann ist:

(x +y) — (Rd[z] + Rd[y]) ‘ _|z— Rd|x]
Tty 0.033

0.003 1

T 0033 11

Das ist ein relativer Fehler von ca. 10% (bei einer Maschinengenauigkeit von
e =5-1079). Der relative Fehler beziiglich der Addition ist

(=)~ (RA] £ RA) S | Gy yore
rty rty xxy

Dieses Phédnomen heifst Ausloschung: vermeiden! Zum Beispiel berechnet
man fiir z ~ y statt log(z) — log(y) besser log(7).
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1.4 Kondition und Stabilitat

Gegeben sei zunéchst ein (reales) Problem, eine entsprechende mathematische
Formulierung und einen numerischer Algorithmus. Mogliche Fehlerquellen:

1. Modellierungsfehler, z.B. keine Reibung beachtet in m - & = F' = —dx
2. Datenfehler, Mefiwerte ungenau

3. Parameterfehler (im obigen Beispiel z.B. die Federkonstante)

4. Rechenfehler

5. Abbruchfehler, z.B. e* = ZZZO ‘”k—lf

6. Diskretisierungsfehler, bei f'(x) = w

7. m=3.14159265358979 . ..
Statt y = Algo(x) muf man also y + Ay = Algo(x + Ax) erwarten.

Frage: Wie reagiert das mathematische Problem auf die Stérung in 27 Und
wie reagiert der numerische Algorithmus?

Definition:

e Ein mathematisches Problem heifit schlecht konditioniert, falls kleine
Anderungen der Eingabewerte zu groken Anderungen der Ausgabe-
werte fithren (andernfalls gut konditioniert).

e Ein numerischer Algorithmus heifst numerisch instabil, falls kleine
Anderungen des Inputs zu grofen Anderungen des Outputs fithren
(andernfalls: numerisch stabil).

Sei f: R — R stetig differenzierbar. Mit y = f(z), y + Ay = f(z + Ax) ist

Ay = flz+Ax)— f(z)=f(&) Az mit £ €]z, x + Az
= f(z)- Az falls Az klein

Der relative Fehler:

_ By L [f(2) '
|6y|—\ y' F) ol
Ky ()

Dabei sei ks(x) die Konditionalzahl von f bei x.

Beispiele:



e Sei f(x) = (LL’ — 1)% = Sign($) |3; _ 1’% Dann ist f’(x) _ %(SL’ B 1)_%7
somit ist

f'(@) ‘ ‘ x ‘
Ke(x) = cx| = |—0——=| fallsx #1
=15 T e ’
Falls also x =~ 1 ist, so ist das Problem schlecht konditioniert:
f(1.0012) = 0.1006265
f(1.0015) = 0.114471

Somit ist r,(1.0012) = 278.1 = 10?, also ein Verlust von drei Dezimal-
stellen bei der Berechnung.

e Firy= f(x)= l_%s(x) ist f'(z) = M Nun ist

x-sin(x) — 1+ cos(z) z—o .
-

() = 1 — cos(x)

Dieses Problem ist gut konditioniert fiir |z| klein. Fiir z = 0.12345-10~*
ist = 0.607533-107° auf einem Taschenrechner. Das korrekte Ergebnis
ist jedoch y ~ 0.61725 - 1072, Fehlerquelle: Ausldschung (da cos(x) ~ 1).
Betrachte die Reihe

1 —cos(xz) 1 ( = - x%
i S 1_2(_1)J+
|
x x = (29)!
Dies ist eine Leibnitz-Reihe, hier kann man eine Abschétzung anwenden:

Da |z|y < 1074, ist der Genauigkeitsverlust bei der Addition nur der
ersten beiden (!) Reihenglieder kleiner als % < 107%

e Sei [, := éfol z*e® dx, somit ist I, = %fol e dr = % = 0.6321. Dann

gilt:
1
eIy = / 2" le® dx
0

1
= [xkﬂez](l) —(k+1)- / zFe® du
0
= e—(k+1)-e-I
Liw = 1—(k+1) I,
Betrachte nun Ak = fk — Ii:

Ak = (1—Fk-Ty)— (1 —Fk-T)
- —k'A[k,1
= (=D k- AL
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Wenn nun beispielsweise k& = 20 Schritte ausgefiihrt werden, so ist
k! =2.4-10" d.h. auf einem (Standard-)Rechner mit € ~ 0.5 - 1071¢
sind alle Stellen nutzlos/falsch/weg.

Allgemeines Modell: Es liegen Daten x € R™ vor mit einem absoluten
Fehler Ax = x — 2 € R" und einem komponentenweisen relativen Fehler von
0z, = mjx % Betrachte eine Funktion ¢ : R" — R™ mit y = (x). Mit einer
Taylorentvvlcklung von ¢ an der Stelle z + Az erhélt man:

agok aSOk

Oy, Oy,
<8x1 6xn) Ax

U — e = @r() —or(x)
= Zagpk & — ;)
&vj !

J=1 N——
PPF

Somit ist

Dabei ist PPF ein Proportionalititsfaktor, der besagt, wie y;, auf Anderungen
von z; reagiert. Damit ist der absolute Fehler:

Y1 — % Bz, ' Own 71— 21
Ay = : = : : : : =¢'(z) - A,
Der relative Fehler ist:
Uk — Y 7 gy
Oy, = = Oy
o Yk Zl wu(@) 3% a0, z ’

Kondztlonszahlen

Beispiele:

e Betrachte eine Funktion y = p(z1,x2,23) = x1 + o3 + x3. Dann ist
¢ : R — R. Betrachte die Jacobi-Matrix ¢/(z) = (1 1 1) e R™3.
Der relative Fehler betragt also

3

T,

b, =y 2 )+ 0,
‘= () 8:)6]

1
T Trm e et bt b




Der Fehler ist problemspezifisch, d.h. ist unabhéngig von der Wahl des
Algorithmus’.

e Quadratische Gleichungen: ? — 2pz + ¢ = 0, betrachte ¢ : R? — R?

T ()

Die Ableitungen in der Jacobi-Matrix:

1 _ 2p 1 —_—
o' (p.q) = SR [ ( 2\/p2 =T
) 14 o 2 _
1+ /i 2P —q \ 2v/P*—q+2p —1

Damit 148t sich der relative Fehler berechnen als?:

p d1(p, q) q dp1(p, q)
I : S5, + : 5
upa) ©1(p, q) op P 01(p, q) dq I
p—vVp:—q q 1

8, +

—p
p=VrP—-a VPP—q pP=Vr—aq 2P’ —q
P s PRV g s
ViP—qa T 2p—q

Schlufsfolgerungen:

2 _
— Falls nun also b PEVP 29| feide < 1 sind, so ist das
\VPi—q 24/p%—q

Problem gut konditioniert, da dann die Input-Fehler im Laufe der
Rechnung gemildert werden.

und

— Falls nun ¢ =~ p? ist, so ist das Problem schlecht konditioniert.

— Fiir ¢ = 0 ist der Algorithmus numerisch instabil, da es bei p +

\/P? — q zu Ausléschung kommt.

1.5 Fehlerfortpflanzung (nur exemplarisch)

Idee: Aus endlich vielen Eingabedaten z; werden endlich vielen Ausgabedaten
yr durch ¢ : R® — R™. Dabei ist ¢ eine Funktion, die den Algorithmus
beschreibt. Zerlege ¢ in elementare Schritte (und analysiere diese), d.h. ¢ =
<p(5) 0...0 go(l) o go(o).

Beispiele:

2Nebenrechnung: 4 S TCA RN/ T P+ Vp?—q

(2 =
p—/P?—q p*—(p*—q)

9
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o Fiir p(xy, x9, x3) = x1 + 2 + x3 sei die Zerlegung in Elementarschritte:

T+
go(o)(a:l,:cg,xg) = < 1.7:3 2 > und go(l)(xl,m) =z +z2 (Algl)

g

(0) —
2 (xlvaaxii) ( ZL'Q“}‘(L‘g

> und 90(1)(9517372) =x1 + 1, (Alg2)

o Fiir p(r1,29) = 23 — 23 sei die Zerlegung in Elementarschritte:

2
90(0)(51717562) = ( i% ) und 90(1)(9317552) =T — T2 (Alg3)
2

T1 — T2

go(o)(atl,xg) = < T1+ T ) und (,0(1)(1}1,1'2) =12 - Ty (Algd)

10



2 Lineare Gleichungssysteme

Motivation®: Finde ein Polynom p zweiten Grades mit p(z;) = b; fiir 29 =
—1, r = 0, T — 1, bo = bl = O, b2 = 2.25.

Ansatz: p(r) = ap + a1x + asz?; also

bo 1 Zo SL’(% (%))
b1 = 1 I l’% aq
bg 1 ) ZL’% (6]

Allgemein: Bestimme z in Az = b mit A € R™*" und x,b € R". Losungsan-
satze:

e Gaullsches Eliminationsverfahren

e Cramersche Regel (Problem: Anzahl der Rechenoperationen bei Deter-
minanten ist viel zu grofk!)

e direkte Verfahren® (spéter mehr)

e iterative Verfahren

Kriterien: benotigter Speicherplatz, Rechenzeiten, Stabilitdt, Kondition:
b—b+ Ay, = x+ A,, wie grof ist [|A,]|?

Satz: Sei A € R™", x,b € R". Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Az = b ist eindeutig losbar fiir alle b € R
2. A ist invertierbar, d.h. A~! existiert.
3. A ist nicht singular
4. det(A) #0

2.1 LR-Zerlegung, Gaufisches Eleminationsverfahren

Beispiel:
1 =11 0 1
-1 10 1 1
A= 1 23 —1 und b = 9
-2 =2 0 2 -2

3 Man stromt das an mit einem fluidalen Flow. ..
4 Wenn ich mich einmal verrechne, dann ist der Drops gelutscht!*
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Strategie ist nun Ax = b durch elementare Umformungen zu Rz = ¢ mit R
obere Dreiecksmatrix:

1 -1 1 0 1

2 0 -1 1

R = 1 1 und ¢ = 9
—2 —2

Das Vertauschen von Zeilen kann (theoretisch) durch Permutationsmatrix P
beschrieben werden: Ax = b und PAx = Pb mit

1 000
0010
P= 01 00
0 0 01
Nochmal fir PAx = Pb:
1 -1 1 0] 1
1 11 —-1] 2
-1 1 0 1 1
-2 -2 0 2|-2
10 OO0l 1 -1 1 0] 1
-1 1 00} 0 2 0 -1 1
10 10 0 01 1] 2
20 01 0 -4 2 2| O
10 OO0 1 -1 1 0] 1
0Oo1 00 0 20 -1 1
00 10 0 01 1] 2
02 01 0 02 0 2
10 00/ 1 -1 1 0] 1
0Oo1 00 0 20 -1 1
00 10 0 01 1] 2
00 —-21] 0 00 —2|-2
Dabei ist die Struktur obiger Tabelle folgende:
PA Pb
M, M PA M, Pb

M, MyM,PA MyM; Pb
Ms | M3sMoMPA | M3MyM; Pb

12



Somit ist R = M3M,M;PA. Betrachte noch einmal genauer M:

1 1 1
M, =
2 1 1 1

Dabei ist die Berechnung des Inversen fiir diese Matrizen nicht schwer, da
die Eintréage aufserhalb der Hauptdiagonalen direkt den Zeilenoperationen
entsprechen und diese riickgédngig gemacht werden konnen, also:

Sei nun L definiert mit PA =L - R:

L=M M7 Myt = 3 (1) ]

-2 21
Das Gaufssche Eleminationsverfahren iiberfithrt PAr = Pb in die Form
LRz = ¢, eine so genannte LR-Zerlegung von A (mit L und R nicht singulér
und det(L) = 1). Sei nun y = Rz, l6se zundchst Ly = ¢ und erhalte y
(,vorwérts 16sen”, d.h. mit y; anfangen usw.), 16se und erhalte danach in einer
SRickwértsrechnung” x aus Rr = y. Im Beispiel (erster Schritt vorwérts,
zweiter Schritt riickwérts):

1 000 Y1 1 % 1

1 100 v | 2 y | 1
1 010 v |7 1| T w7 2
—2 -2 21 U —2 U —2
1 -1 1 0 T 1 T 1
0 2 0 -1 ) . 1 — T i 1
0 01 1 xs3 - 2 T3 - 1
0 0 0 -2 T4 —2 Ty 1

Definition: Die Matrix A € R™*" besitzt eine L R-Zerlegung, falls es eine
linke untere Dreiecksmatrix L mit Einsen in der Diagonalen und eine rechte
obere Dreiecksmatrix R gibt mit A = LR (wobei L, R invertierbar sind).

13



Satz: A € R™*" besitzt eine LR-Zerlegung genau dann, wenn det(A;) #
0Vji=1,...,n (wobei A; = A(1:j,1:j)) ist.

Beweis: Mit A = L-Rist A; = L; - R; fir j = 1,...,n und obere linke
(] X j)—Matrizen Aj, Lj, Rj.

,= A besitze eine LR-Zerlegung, also sind A, L, R invertierbar und da-
mit auch L;, R; - und somit auch A; = L, - R; invertierbar, d.h. die
Determinante ist von null verschieden.

,<= Uber Induktion: Fiir n = 1 ist A = (a1;) = (1) - (a11) mit L = (1) und
R = (ay1), jeweils invertierbar.

Induktionsschritt: Sei A eine n x n-Matrix, nach Induktionsannahme
ist A,_1 = L,_1 - R,—1 mit invertierbaren L,_1, R,_1

A= An—l Q. n _ Ln—l 0 . Rn—l r _ Ln—an—l Ln—lr
o Qn:  Qpn ) I 1 0 o) IR,_1 l-r+op
Es bleibt:
Up =L, -7 & r=L" -a.,

am::l'Rn—l ~ an,:'RT:il
und a,, =1-r+0 <& 0=au, —L-7r

Somit ist A = L - R, mit invertierbarem A,, = A folgt L, R invertierbar. [J
Korollar:
1. A € R™" strikt diagonaldominant = L R-Zerlegung existiert
2. A € R"™"™ positiv definit = LR-Zerlegung existiert
Bemerkungen:

e falls Voraussetzungen von obigem Satz erfiillt sind, ist das Gaufssche
Eleminationsverfahren durchfiihrbar

e der Rechenaufwand ist $n® 4+ O(n?)

e cffiziente Speichernutzung bei der LR-Zerlegung moglich durch Spei-
cherung von R und L (ohne Hauptdiagonale) im Speicherplatz von

A
o cffizienteste Methode, A~ zu berechnen: 16se Ax; =¢; fir j=1,...,n
und setze A™' = [zy,...,z,] - schon ab n = 1 sehr dumm! °

5 Wenn Ihr als Numeriker kommt und schreibt A~! an die Tafel, seid Thr draufen aus
der Priifung!“
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2.2 Die LDL"-Zerlegung

Satz: Die Matrix A € R™" besitze eine LR-Zerlegung, dann gibt es untere
Dreiecksmatrizen mit Haupdiagonalen 1 L, M und eine Diagonal-Matrix D
mit A=L-D-MT.

Beweis: Sei A = LR die LR-Zerlegung von A, D Diagonalmatrix mit Dia-
gonalen 711,792, ..., Tny und M := RT D~ untere Dreiecksmatrix mit Haupt-
diagonalen 1. Also: L, M, D wie gefordert, A= L-D-M7T.

Satz: Sei A = AT und A = L-D - MT mit L, M,D wie eben mit D
invertierbar. Dann ist L = M.

Beweis: Es sei B := M'AM~T = BT, Zudem ist B=M"'-L-D-M".
M-T = M~'.L-D, also ist B untere Dreiecksmatrix, aber auch symmetrisch,
somit eine Diagonalmatrix.

Seinun F:= B-D ' = M='.L, also L = M - F. Da aber L, M Matrizen
mit 1 auf der Hauptdiagonalen sind, ist F' = E die Einheitsmatrix. Damit
folgt jedoch: L = M.

Methode zum Aufbau einer LDL"-Zerlegung: Die Existenz einer LDL”-
Zerlegung vorausgesetzt gilt A = LDLY. Dann ist

Aje = 2D L Dy (L")

=1 p=1

= > Lj-Dy- Ly
=1

k

= > Lj-Dy- Ly
=1
k—1

= Zle Dy - Ly + Lji, - Dy,
=1

Angenommen, L,,, D, sind bekannt fiir ¢ < k£ und alle p. Dann ist Dy, =
Akk — f;ll LZlDll und

0 fir j=1,...,k—1
Ly=4¢1 fir j=%
! A=k L. Dy L
Jk 1=1 MUk

D fir j=k+1,...,n

15
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2.2.1 Eigenschaften von Matrizen, Norm

Definitionen: Eine Matrix heift
e symmetrisch: A = A7
e positiv definit: 7 Az > 0 fiir alle 2 # 0

e diagonaldominant: |a;;| > Z%;:él ||
J

Bemerkung: Fine Matrix ist symmetrisch und positiv definit genau dann,
wenn die Matrix symmetrisch ist und alle Eigenwerte positiv sind.

Definition: Sei V' ein R-Vektorraum, ||-|| ist eine Norm, falls gilt:
e nicht negativ: ||z]| > 0 fir allex € V und ||z|| =0 2 =0
e homogen: ||az| = |A|||z] fir alle x € V und o € R
e Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + |ly|| fur alle z,y € V'

Eine wertrigliche oder zugeordnete Matriznorm ||-||,, hat die Eigenschaft
[Azlly, < (1Al llzlly-

2.3 Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung ist fiir einen wichtigen Spezialfall eines Linearen
Gleichungssystems eine schnellere Losung.

Satz: Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann gibt es genau eine untere
Dreiecksmatrix C' mit Cj; > 0 fiir j=1,...,n und A = CC7.

Beweis: A besitzt LDL"-Zerlegung mit d(j) > 0 (sieche Ubung). Setze
C:= LD mit d; = v/d;. Dann ist A = CC™ und ¢;; > 0.

Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es existiert eine untere Dreiecksmatrix G
mit A = GGT. Dann ist CCT = GG7, also G7'C = GTC~T. Dabei ist die
linke Seite eine untere, die rechte eine obere Dreiecksmatrix. Damit mufs
G~'C eine Diagonalmatrix sein und G7'C' = C7'G = (G7'C)™! =: F (mit
F Diagonalmatrix). Somit ist F;; = 1, da aber C}; und Gj; jeweils positiv
sind, folgt Fj; = 1, also I’ = F und somit auch G = C.

16



2.4 Fehlerabschiatzung

Sei z.B.
([ 1+¢ 1 ([ 2+¢
A_( 1 1—5) b_(2—5>

Dann ist det(A) = —&? # 0, falls ¢ # 0. Die Losung ist damit eindeutig
bestimmt als x = A~1b = (}) Angenommen, ¢ = 1072 und die rechte Seite
ist leicht gestort, d.h. b = (3) Dann ist # = A~'b = (_2580)! Dies ist relativ
weit weg von der Losung des ungestorten Problems!

Falle: Kleine Anderungen der Eingabedaten kénnen grofie Anderungen der
Ausgabedaten bewirken.

2.4.1 Normen und Matrixnomen

Wir betrachten ein realistischeres Modell fiir Az = b mit gestorten Daten: (A+
A)(z+ Az) = (b+ Ap). Betrachte in einem R-Vektorraum V' die Norm ||-|| :
V' — R. Dabei ist die induzierte Norm: ||Al|,, := sup {|Az|,, | ||z|,, = 1}.

Definition: Im Vektorraum R™ seien folgende Normen definiert:

n

Izl = )l

=1

lzll, = max{|z;|| j=1,...,n}

Entsprechend fiir Matrizen A € R™*":

Spaltensummennorm  ||All; = sup{||Az|, | ||z], =1}
Spektralnorm ||All, = sup {[[Az]l, [ [lz]l, = 1}
Zeilensummennorm  ||Al|, = max { Z lak| | 7=1,... ,n}

k=1
- s . 1 1. .
Beispiel: Fiir die Matrix A = 01 ist ||All, =2, da [|Az||; <2 fiir alle

x mit [[z|], <1

17



A

{Axlixi <1}

{xluxn, <1}

v

Betrachte die einzelnen Normen genauer:

Fiir die Spaltensummennorm gilt:

n
141, = mas { 3
j=1

kzl,...,n}

Beweis: Sei S := max{zyzl || ‘ k=1,... ,n}.

.< Wiikle y € R” mit [ly]|, = 1 und [[A]}, = [[ Ay, es ist

1Al = ||Ay||1
= Z’(A y) |—Z Zaﬂv Yik
Jj=1 | k=1
< ZZ|ajk|'|yjk|:ZZ|ajk|"yjk|
=1 k=1 k=1 j=1

= ) <\ajk\ : Z.\yjky) <" (lagl - 5) =

»>" Sei ko ein Index, so dak S = >°7_, |a;x,|. Sei ey, entsprechend der ko-te
Einheitsvektor. Es gilt: |ex, ||, = 1 und

n
[Aexylly =D lawo| = S < [|All,
j=1

Damit ist | A]l, < S < ||A],, also || A}, = S.

18



Fiir die Spektralnorm gilt:

|All; = Vo(ATA) mit o(A) := max {|\| | A Eigenwert von A}

Zunéchst als Hilfsmittel die Hauptachsentransformation:
Sei A € R™"™ mit A = AT, dann gibt es A,V € R®™™ mit A-V =V - A und

2 1
VTV = E sowie A Diagonalmatrix. Beispielsweise sei A = ( 1 9 ), dann

1 1 1 1
v (1)==(1) 2 (4)=(4)
1 1 1 1 3 0
A'<1 —1)2(1 —1)'(0 1>
Zeige wieder || A3 < o(ATA) und ||A||5 > o(ATA)

»,<“ Wihle y € R™ mit |yl|;, = 1 und [|A], = [Ay|,. Nun kann ATA
reell diagonalisiert werden: ATAV = V - A, wobei \; > 0°. Sei nun
z:=V7Ty & y=Vz Dann ist

st

JAIZ = [Ay|2 = y"AT Ay = y"(ATAV)z = y"VAz = 2"Az
= Z)\jz? < <Zz]2> -max{A, | p=1,...,n}
j=1 j=1
T

= max{)\, | p=1,...,n} = o(ATA)

»>“ Ist vy ein Eigenvektor zum Eigenwert g(ATA) von AT A mit |lvo|, =1,
dann gilt:

| Avo )z = vl AT Avy = (AT A) - vlvg = (AT A)

2.4.2 Fehlerabschitzung zur Losung linearer Gleichungssysteme

Lemma: (Storsatz) Sei A nicht singuldr, Az =b, b # 0 und A(z + A,) =
b+ Ay. Dann gilt:
1A ||

]l

[ A
2]

<)Af-[[A~-

Aj falls k=g

0 sonst . Es ist

6Es ist AT Av; = A\jv;, daraus folgt vl AT Av; = N\jvlv; = {

also \; = vT AT Av; = || Av;|f5 > 0
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Beweis: Falls A, = 0, so ist die Behauptung wegen A, = 0 richtig. Andern-
falls: Aus Ax = b folgt

Ar+A- A, =b+ Ay
= AA, =/,
= A, =A1-A,
= A =]AT" A < || AT - 1A

Zudem ist b = Az = ||b]] < ||A]| - ||=]|, es folgt:

1Al ol AT - 1A [[AT 1]

< = [|A] - [|A™

1l 1A ] 1A 471

Beispiel: Verwende die co-Norm, d.h. ||z|| = max {|z;| | j =1,...,n} und
Al = max{> 7, lajx| | 7 =1,...,n}. Sei nun wieder

am () e (37E) e (1) e T) (L)

Dann ist [|A|| =2+ [e], A" ist ﬁm)' < tme -l ), also |A™Y| = e,

-1 1+e¢ e?
2.B. fiir £ = 102 ist A~ = 2.01-107% und 122l = 200 <) 4. 41| 15 =
0.01
40401 - 31

Definition: Fiir A € R"" nicht singulér sei cond(A) := || 4] - ||[A™]| die
Konditionszahl von A (beziiglich einer Matrixnorm).

Lemma: Sei B € R™*" mit ||B| < 1, dann gilt:

1. (F — B) nicht singulér

Beweis:

1. Angenommen, F — B sei singuldr. Dann existiert 0 # = € R" mit
(E— B)x =0, also x = Ex = Bx. Daraus folgt:

[zl = 1Bzl < [|Bl - ||l < =]

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.

20



3. Betrachte fur alle N:

o (oo () () ()

Dann gilt: || Fy|| = ||BY*!|| < | BI"*, damit ist aber limy_.o || Fy|| =
0, da ||B|| < 1. Damit folgt limy_.., Fy = 0 € R™*" damit gilt die
Behauptung.

2. Es gilt:

=B =|>_ B

> 1
< BllY =

Korollar: Sei A € R™ " nicht singular, Ay € R™" mit ||[A7Y - |Aall < 1,
dann gilt:
1. (A+ A4) nicht singulér
[[4~]] lA]

2. (A + A7 < paemaay = 1—cond(4)-IE2]

[FAl

Beweis: Sei A+ AA = A(E — B), also B:= —A"'- AA. Dann ist ||B| =
|A71 - AA| < [JATY] - JAA| < 1, d.h. obiges Lemma liefert: ||(E — B)™!|| <

1fﬁB|I und (A + AA)~! existiert und es gilt

(A+AA)™ = (A-(E-B)'=(E-B)* A"
l(A+A)TH| = |[(B=B)"- A7 < [|(B=B)7"[] - [|A7]]
.ot BN
- 1B A - [[AA]

-1
47 < =

Satz: Seien A, AA € R™™ mit A nicht singuldr. Sei ||A7Y| - ||A4l < 1.
Seien b, Ab € R™ mit b # 0. Sei weiter x € R™ mit Az = b, sei Az € R" mit
(A+ AA)(x + Az) = b+ Ab. Dann gilt:

|Az|| _  cond(A) ,(HAAH I\Abll)

=l — 1 —cond(A)H”ATA”' || Al 6]

Faustregel: Eine Kondition cond(A) = 10* fiihrt zum Verlust von k Dezi-
malstellen im Ergebnis.
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Beweis: Nach Korollar ist (A 4+ AA) nicht singulér: (A+ AA) (c+ Ac) =
(b+ Ab) und (A+AA)-Ax =b+Ab— (A+ AA) -z =Ab— AA-z, dh.
Az = (A+ AA) ™" (Ab— AAz) Damit ist

180l < [|(A+A4)7] - (18b] + | AAa])
A*l
< — AN ab) + A4 - [Aa])
1—COIld(A)-W
aa] AL (bl A4]
< [AA] +
Bl S 1 cond(a). B \TAT]] 4]

Die Behauptung folgt dann mit ||b]| = [|Ax| < || Al ||z|.

2.4.3 Stabilitat der LR-Zerlegung
Sei M := {Maschinenzahlen}.

Satz: Fiir A € M™*" existiere eine LR-Zerlegung. Die berechneten Faktoren
L und R geniigen einer Gleichung LR = A + H, wobei

H| <3 2 (n—1)- (14 + || | &]) mit 1X] = (25)f0ms

Beweis: Per Induktion tiber n:

e Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist A = (a11) € M, dann ist L=(1)
under R = (ay;), damit ist L - R = A, also H =0 € R*L.

e Induktionsschritt: Schreibe A € M™ " zerlegt in o, w? € Mn"~1x1
v e M>X 1 yund B ¢ Mntxn-tL;

= a wl Gaug a w!
_'UB OAl

Beschreibe den Schritt im Gaufsschen Eliminationsverfahren mittels
z:= 1y, Ay = B — zw”. Numerisch ist dies:

1 1
—v+ [ mit [f]<e— vl
o ||

Ai=B—t-w'+F mit |F]<2e(|B|+ 2]|w"])

z

Die Induktionsannahme lautet dann, daf eine LR-Zerlegung von A
existiert mit L1 Ry = Ay + H,, fiir die gilt:

\H|gs-g-(n—2)-<)A1 R

+ ’2)1
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Setzte nun

ST

pe (e )= (55 )

Mit L1 R1+zw A + H, + 2w” = B+ F + H, ist:

a wt

a-%2 Ly R+ zwT
B a wt
N v+a-f B+F+ H,

0 0T

Betrachtet man nun die einzelnen Eintrége, so ist |af] < 3-e-(n—1)-|v]
und

ool
I

L.

[F'+Hy| < [Hi+[F]

< 3-6-(n—2)'<’1‘11’+‘£1’-’ﬁh‘)‘f“F’
%) < 3.e-(n—2) ((1—1—25) (’B|+|§HMT‘+‘I~11)"RlD>+2g(|B‘+’2‘ [w”)
< 3.5.(n_1)(|B|+|2|\wT|+‘E1"fh‘)

Dabei folgt (%) mit

i

< |B| +|Z| |wT| +|F| < (\B[ + |2 ‘wT‘) (14 2e¢)

jaf - [w”
1y 1

Zusammen ergibt sich

|H|§3-6-(n—1)-<[ o ||@j‘§”+

[l

1 0
Ly

|

)

2.5 Lineare Ausgleichsprobleme

Modell: y = f(t) (hier: f(t) = a1 + ast), Mefswerte liegen vor in der Form
(t;,b;) mit j =1,...,m; aber es gibt keine Wahl von ay, ap mit b; = f(t;) fiir
alle j=1,...,m

Idee: Fiir oy, as € R berechne Fehler

m
011,042 = E
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also F': R? — R und bestimme o}, o} so, daf F(af, a}) minimal wird. Mit

aq + Oégtl 1 tl
. _ . aq
. - . . Qs
a1 + O{th 1 tm
A

ergibt sich mit = := (0‘1):

as

2
2

= || Az — bll3

2

f(th) by -~
o=l L)) @)

analytischer Ansatz: Notwendige Bedingung fiir ein Minimum von F’ (stetig

differenzierbar)
. . Ou, F'(F, a3
0=VEF(af, o) = (8 FEO; O;;)
Qg 1) %2

Dies ist dquivalent zu AT (Az* —b) = 0 & AT Az* = ATbh, die so genannte
Normalengleichung.

Hinreichende Bedingung ist die notwendige Bedingung erster Ordnung und
dal V2F(z*) positiv definit ist, d.h.

2 *\ am,mF(x*) 811’1217(]}*) *\ _ AT
V@) = ( O Fla) Dy Fas) ) @) =AA

Behauptung: V*F(z*) ist symmetrisch und positiv definit genau dann, wenn
rg(A) = n, also maximal ist (d.h. hier gleich 2). Beweis: Es gilt immer:
2T AT Az = || Az||5 > 0; es gilt ||Az|l, = 0 genau dann, wenn Az = 0 ist, dies
ist dquivalent zu = = 0, falls A vollen Rang hat.

Das Verfahren ist OK, aber AT A ist aufwiindig, falls A zu grof ist und wegen
cond(AT A) ~ cond(A)? ist der Genauigkeitsverlust recht hoch.

Ansatz mit ()QR-Zerlegung:

Satz: Sei A € R™*", b € R™. Das lineare Ausgleichsproblem |[Az —b|| =
min mit x € R" besitzt mindestens eine Losung x. Ist y eine weitere Losung,
dann gilt Az = Ay, d.h. das Residuum r := b — Ax ist eindeutig bestimmt,
es gilt ATr =0 € R™. Jede Losung des Ausgleichsproblems ist auch Losung
der Normalengleichung AT Az = ATbh und umgekehrt.
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Beweis: Betrachte U := { Az | € R"} C R™. Dann ist der Senkrechtraum
mUU={teR"|u"t=0VueU}. Esgilt R" =U @& U*, d.h. fiir alle
b findet man b = u + u* mit v € U und vt € U eindeutig bestimmt. Weiter

gibt es ein (nicht notwendigerweise eindeutig bestimmtes) x € R"™ mit u = Ax.
Also gilt ATb = ATy + ATut. Dabei ist ATut =0, also ATb = AT Az, d.h. =
ist Losung der Normalengleichung.

Es gilt: ATAy = ATb < AT(b— Ay) =0 und Ay € U und b — Ay € U*. Da
die Zerlegung b = u + u' eindeutig ist, gilt Ay = u = Az und b — Ay = vt =
b— Ax.

Sei nun z € R™ beliebig. Es gilt
Ib— Azll3 = Ib — Az + Az — Az|[ 2 ||b— As|} +[| Az — Az|3 > ||b— As|

Dabei gilt (%) wegen b — Ar € U+ und Az — Az € U.

Zur Berechnung der QR-Zerlegung: Sei A = QR mit QTQ = E (d.h. Q
Orthogonalmatrix) und R obere Dreiecksmatrix.

Az —b]l, = |QRz — b]l, = | QR — Q*D)]|, = | Rz — Q")

Also F minimal, falls Rz* = d; und F(z*) = ||da|”

2.5.1 Householder-Transformation
Aufgabe: Gegeben sei ¢ =m + 1 — j und

4)

.3

Z = : € R

a%

Gesucht sind H € R?”? und o € R mit H'H = E,, und

a
0
Hz = . = ey
0
Da H orthogonal ist, gilt ||z|| = ||[Hz|| = ||, also @ = % ||z||. Graphisch

bedeutet dies:
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€

Dann ist £, = {x eERY| wlx = 0} mit w = z — - ey, gesucht ist die Matrix-

Darstellung der Spiegelung an E,! Fiir v € RY ist u := ;’;’fvw der Anteil von

v langs w (Projektion von v auf Rw):

A

Die Spiegelung erhélt man durch v — v — 2u, damit ist

vTw 2 T ww’
Hv)=v— QwTww =Ev — wTww(w v) = (E - 2wTw) v
—_—
H

Lemma: Sei 0 # w € R? ein beliebiger Vektor. Sei H := E — ﬁwa €
R4, Dann gilt:

1. H=HT

2. H'H = E,

3. H'=H
Beweis:
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1. Es gilt:

wlw
2 T
= E-—F—ww =H
wTw
2. Es gilt:
2 2
HTH = (E— 7 wa) . (E— 7 wa)
wTw wTw
2 T 2 T 4 T
= E- ww' — ww' — ww’ ww
wTw wTw (wTw)?
2 2 4
= E-— ww? — ww! — ww! = E
wlw wTw wlw
3. Da H orthogonal ist, ist H~' = HT = H.
Fiir w =z — a - e; mit o £ || 2| ist Hz:z—2;f;i Sw = z — w wegen
w'z = Z2z—a-e’z
= T2 - na
wiw = 22— 2azTe; + a2e{e1

= 22— 20z + o?

= 2(z'2—azn)

2wl 2

Bemerkung: Es ist w; = z; fiir j > 1 und w; = 2 — o. Hier kann Auslo-
schung auftreten! Wéahle daher das Vorzeichen von « entsprechend so, dafs
keine Ausloschung auftritt!

Zum Algorithmus:
z = A(j:m,j)

a = —sign(z) ||z
w o= z—oe;
. 0
HY = E, TMJT mit vz()eRm
v w
0 0 -
2 :
= EBn vTw 0 ww”
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Beispiel: Mit a = — ||z]| = —3 im folgenden Beispiel ist

2 2 2 2 1
A=116 | =z=|1|=w=|1]—-af| 0 | =
27 2 2 0
In diesem Fall ist v = w. Damit ist
2 T
HY = E;— %U’UT — HWz =, — QZTZw
2 5) -3
15
= 1 — 2% 1 0 = x€q
2 2 0
2 2 5 -8
HY [ 6 | = [ 6 |- 2% 1 4
7 7 2 3
-3 =8
HL AL — 0 4 — A®
0 3
Schritt 2: z = (3), dann ist o = — ||z|| = —5, somit w = z — ae; = (3), dann
ist
0
v o= 9
3
0 0 O
T 2
H® = By—2°— =Ey—— | 0 81 27
vTy vTo \ g 97 g
-3 =8
H? A — 0 —5
0 0

Der Algorithmus in MATLAB:

function [alpha, res] = qr_zerl(A, b);

[m,n] =
A =T[4,
alpha =
for k =

W

size(A);

bl;
zeros(m,1);
1:n,

= A(k:end,k);

norm_w = norm(w) ;
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alpha(k) = (2x(A(k,k)<0)-1)*norm_w;
w(1) = A(k, k) - alpha(k);
x2_ww = 1/(norm_w~2-alpha(k)*A(k,k));
%h A -—> A - (2/wxw)*xwx(w’A)
A(k:end,k+1:end) = A(k:end,k+1:end)
- wx(w?*A(k:end,k+1:end))*x2_ww;
A(k:end,k) = w;
end;

2.6 Singularwertzerlegung

Satz: Sei A € R™*". Dann gibt es Matrizen U, >,V mit U € R™*™ ¥ €
R™ " und V € R™", UTU = E,,, VIV = E,, und ¥ ist Diagonalmatrix
mit den Eintrégen oy, ..., 0, mit 7 = min{m, n}; dabei ist o; > 0 und

A=UxVT = Z JTU,]-UJT
=1

Beweis: Sei 0.B.d.A. m > n und A # 0, Induktion tiber n:

e Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist bei AT = a” = (ay,...,a,), dann ist

o1 = ||all,, uy = U—lra und vy := (1). Dann ist
. . 0-1
T BN 0 T
A:01u1v1 = U1 U . . (].)
. . : ~——
: : 0 vT
—_———
v >

e Induktionsschlufs: Gelte die Aussage fiir n—1-spaltige Matrizen. Betrach-
te 0 = ||A|l, = max{|Az], | ||z|, =1}, wéhle v mit |[v||, = 1 und
o = ||Av||,. Es gilt Av =ou, d.h. u=1-Av (falls 0 # 0, setze u = e,
sonst). Setzenun V = (v V ),s0daf VIV =E,;und U = (u U ),
so daR UTU = E,,. Nun sei A’ := UT AV, dann ist

T . T T AT/
A - (U )(Av AV)Z(UAU uAV)

Ur UTAv UTAV
o Cwt -
I A
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Mit w € R*, A € Rm=Dx(=1) Behauptung: w = 0. Angenommen,
w # 0. Dann ist z := ( ) # 0. Nun ist

el
w

Ay o wt o\ [ o*+ww
““lo 4 w ) Aw

2
dabei gilt [|A'z||, = (6% + wTw) + HAwH . Damit gilt:
2

A 2 T
o=|A| =4, > I 2”22 o tww =2 +wlw > o
2 21|, Vo2 +wTw

Also:
_ nyT _ o 0 T
A = UAV —U(O A)V

_ o 0 T
_ U(O U222VQT>V

T
1 Us 0 > 0V

[\ S/ AN

Ua YA \;f{
Es gilt insgesamt:
A = Uxvt
= Z Z u(:, U)ETV’UT(/L, )
v=1 p=1
= Y ul:,j)os(v(:, )"
j=1

= Z O'jUjU]T
j=1
Beispiel: Seien folgende Matrizen definiert:

A: Z:

S O N
S Ww O
_ o O

01
U=110
0 0

o O W
o N O
<<
I
VR
)
O =
~_
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Dann ist

2
A = UsVT = Zajujv;fp
=1

0 1
=3 (1]-(01)+2-[0]-(10)
0 0
0 0 10
=301 |+2-{00
0 0 00

Definition: Sei A €¢ R™" A = UXVT mit U,%,V wie im Satz iiber
Singulérwertzerlegung und sei ¥ = diag(oy,...,0,) € R™*" diagonal mit
01 > 09 > ...0.. Die Zerlegung heift Singuldrwertzerlegung (SVD) und die
Zahlen o; Singuldrwerte.

Satz: Sei A € R™" mit A = UXV7T eine Singuldrwertzerlegung. Es gilt:
1. rg(A) = rg(X) =: p, ¥ ist eindeutig bestimmt
2. A=37_ ojuu]
3. [|A[l, = o1

Beweis:

1. Multiplizieren mit reguléren Matrizen verdndert den Rang nicht. Wegen
ATA=VvSTUTUuxvT = vETYVT und

Xara(\) = det(AE — ATA)
= detA\VVT —vyIyvT)
= det(V(AE — XT2)v7)
(

= det(AE — X7%) = ysrs(N)

= P =)

Jj=1

Da die Eigenwerte von A" A eindeutig bestimmt sind, sind die o; ein-
deutig bestimmt.
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Satz: Sei A = UXVT eine Singuldrwertzerlegung. Die Matrix A®) =
Zle crjujva fir £ <rg(A) ist die beste Rang-k-Approximation an A, d.h.

|A = AW, = min {[|A - X]|, | rg(X) = &}

Beweis: Es ist UTA(k)V = diag(oy,...,0%,0,...,0) € R™*" d.h. rg A® =
k. Es gilt weiter

|4 —A®, = [t (a— ARV,
= |diag(0,...,0,0k+1,...,0p,0,...,0)
= Ok+1

Sei nun X mit rg(X) = k. Die Dimension des Nullraumes dim N (X) = n — k.
Betrachte
W= N(X) N Span{vla s 7Uk+1} # {0}

Fir z € W mit [|z]|, = 1 gilt X2 =0 und es gilt

-
1A= X)zll, = [Azll, = ||>_ ojuo)
j=1 9
k+1 E+1
= Y (o5(v]2)* = 07y Y (0] 2)’
j=1 j=1

2
= O-l%+1 ||Z||2 = Uiﬂ

Dabei ist Zf:ll(vfzf = ||2]| wegen vl'z = ; fiir z = ?:11 Bvj.

Definition: Sei A € R™*" b € R™, eine Losung des linearen Ausgleichspro-
blems, bei der ||Az — b||, minimal ist, heift Minimum-Norm-Lisung, falls
llz]l, <y, fir alle Losungen y des linearen Ausgleichsproblems.

Beispiel: Sei gegeben:

0 1 0
0 0 )
Dann ist
01 N 0\ |? Lo
Az —bl5=1|[ 0 0 -(5)- 1 =l -1 |||=23+5
0 0 2 2 -2
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Somit ist y € R? Losung des linearen Ausgleichsproblems genau dann, wenn
yo = 0 ist. Somit ist y = (%1) Losung des Problems und xz = 0 ist die
Minimum-Norm-Losung.

Satz: Das Lineare Ausgleichsproblem hat genau eine Minimum-Norm-

Losung z. Ist A = UX VT eine Singulirwertzerlegung, so gilt x = 25:1 Ui (ufb
J

mit r = rg(A).

Beweis: Sei A = UXV7 eine Singulirwertzerlegung. Dann ist

|Az —b||, = |[USV g -UU"b
~~ =~

z Cc

= |13z =<l

2

Somit ist x eine Minimum-Norm-Losung des linearen Ausgleichsproblems
||Az — b|| = min genau dann, wenn z Minimum-Norm-Lésung von ||z — ¢|| =
min ist. Es gilt ||z]| = ||Vz|| = ||z]|-

01 C1

21

2 f— . N —_—

||EZ - C||2 - o, : .

Zn
Cm

7 m
= Y (o -+ >, &
Jj=1 j=r+1

Also ist
falls j=1,...,r
Z; =

21
j_{ OJ falls j=r+1,....,n
dann ist x = Vz =" Zu; =" | L(ulb)v;.

=1 o, j=1a;

Definition: Sei A € R™*" eine Matrix. Die Matrixdarstellung AT der
Abbildung A" : R™ — R” mit b — z, wobei # Minimum-Norm-Losung des
linearen Ausgleichsproblems ||Az — b||, = min heift Pseudoinverse von A.
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a

Beispiel: Aus A = e R™*" folgt:
an
+
ay
A+ — mit ot — % falls a; # 0
N J 0 falls a; =0
a

n

Satz: Ist A = UXV7T eine Singulidrwertzerlegung von A, dann gilt: AT =
VEtUT.

Bei einer schlechten Kondition der Matrix betrachte ein Ersatzproblem:

falls b, > 8

1
+ _ 1 8\ it B ) b
¥ = diag(o; ") mit o7 = { 0 falls b < 3
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3 Interpolation

Finde zu gegebenen Einzelwerten (¢;,y;) eine Funktion f : R — R mit
f(t;) = y;. Zur Wahl von f: verwende Polynome, Triogonometrische Polynome
oder stickweise Polynome (Spline Interpolation). Wozu ist Interpolation
sinnvoll?

e zur Tabellierung (z.B. Sinus, Exponentialfunktion etc. auf dem Taschen-
rechner)
e zur Visualisierung und zum Design

e Ansatz fiir Quadratur und Differentiation (spéter mehr dazu)

e Ersatzf einer komplizierten Funktion durch etwas elementares mit ,dhn-
lichen* Eigenschaften

3.1 Polynomiale Interpolation

Gegeben seien Daten (¢;,y;) mit j = 0,...,n. Gesucht ist ein Polynom p € II
mit p(t;) = y; fiir alle j =0, ..., n. Dabei bezeichnet man die Punkte ¢; als
Knoten, die Menge aller Knoten als Gitter. Die Gitterweite ist der maximale
Abstand benachbarter Knoten, d.h. Knoten, zwischen denen kein weiterer
Knoten liegt.

Satz: Sei n € Ny, (¢j,y;) € R*> mit j = 0,...,n und die ¢; paarweise
verschieden. Dann gibt es genau ein Polynom p,, € II,, mit

pu(z) = Zaja:j und p(t;) =y; Vj=0,...,n
=0

Beweis: Sei p; mit j = 0,...,n die monumiale Basis von II,,, d.h. ¢;(z) = 7.
Dann ist

(yk = pultr) = Zozjgoj(tk) = Zajt?;) Vk=0,....n

=0 =0
ein lineares Gleichungssystem mit (n + 1) Unbekannten o; und (n + 1)
Gleichungen:

Yo 1 t(l) tg Qp

Un I A 1 ay,




Es ist damit:

1 0 0
1 t—t ty — o)t ?
aet(v) = || b (fr — to)i
1 ty—to ... (tp—to)t" !
t —to (t; —to)th
tn — to (tn, — to)t" 1
n 1 4 -t
v=1 1 tn tz—l
0 on 1ty o2
= JITIt —to)t —t) || 1
v=1 =2 1t th?
= ] -t #0
k<j

Da die t; paarweise verschieden sind, ist die Determinante ungleich null und
damit die Matrix nicht singulédr, d.h. das lineare Gleichungssystem besitzt
genau eine Losung!

Beispiel: Fiir n = 2 seien gegeben

t; | 100 | 101 | 103
yi| 1] 1] 2

Somit ergibt sich fiir das gesuchte Polynom py(z) = ¢ + a2 + apa? das
Gleichungssystem:

Yo = o+ aity+ astg
Yo = QO —+ Oéltl + Oégt%
Yo = Qo + Oéltz + Oéztg
d.h.
Yo 1 100 1002 (67))
yi | = 1 101 1012 a1
Yo 1 103 1032 Qo
Damit ergibt sich ay = %, a; = —33.5 und oy = 1684.3 und somit beispielsweis
p2(102) = 3.

Zur Anzahl der FLOPs ergibt sich:
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1. die Losung des linearen Gleichungssystems kostet O(n?)

2. Auswertung von p, () kostet naiv O(n?), laft sich verbessern mit dem
Horner-Schema zu O(n)

Trotzdem schlecht, da cond((t]);) — oo und insgesamt O(n?).

3.1.1 Lagrange-Darstellung

Betrachte die Lagrange-Darstellung: Fiir festes n und paarweise verschie-
dene Knoten t,...,t, sind die Lagrange-Polynome
. o 0 falls ij%tk - - x—tk
Lj € II,, mit L](tk) - { 1 falls tj =t - H tj — 1
k=0
k£

Betrachte das Polynom p,(z) in der Basisdarstellung zu den L;, also p,(z) =
> -0 jLj(x). Dann ist yy, = > 7o a;L;(ty) = ax. Damit ergibt sich

Die Matrix besitzt die Kondition eins, super einfache Berechnung der Koeffi-
zienten. Auch hier die FLOPs:

1. die Losung des linearen Gleichungssystems: geschenkt!

2. Auswertung von p,(z): n + 1 Summanden «;L;(z), also O(n?)

Satz: Sein € N, ty,...,t, paarweise verschieden. Jedes Polynom p,, € II,
mit p,(¢t;) =0 und j = 1,...,n besitzt die Darstellung

n

pn(x) = cH(a: — tx)

k=1

Beweis: Mit (to,yo) € R? mit tg € {t1,...,t,} und yo := p,(to). Dann ist p,
das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom zu den Daten (¢;, p,(t;)) fiir
7=0,...,n. Esist



3.1.2 Berechnung mit dividierten Differenzen

Definition: Sei k € Ny, to, ..., t, € R paarweise verschieden, ¥g, ...,y € R
und py, das Interpolationspolynom zu den Daten (¢;,y;), 7 =0,...,k,

p(z) =apz®+ ...+ a0 pr(t;) =y; VO,... kK

Die Zahl ylto, ..., tg] := oy heifit die k-te dividierte Differenz.

Bemerkung: Das Interpolationspolynom ist eindeutig bestimmt, also auch
dessen Hochstkoeffizient und damit auch die dividierte Differenz; diese ist
auch unabhéngig von der Reihenfolge der Knoten.

Beispiele:
1. Fir £ = 0 und (o, o) ist po(z) = yo, also y[te] = vo.
2. Fir k=1 und (to,v0), (t1,41) ist

Y1 — Yo
)_

i (x —to) + yo = ylto, t1](x — to) + ylto]

P («%’

Satz: Sei k € Ny, tg,...,tx € R paarweise verschieden, yg,...,yx € R
und pj das Interpolationspolynom zu den Daten (¢;,y;), j = 0,...,k fur
k=n—1,n. Es gilt:

pale) = (%) (Hu —m) + o)

=0 =0

v~

>

Y[to,--stn]

Beweis: Es ist p; € IL,,. Es gilt p,(¢;) = pp—1(t;) fiir j =0,...,n — 1, zudem

KOROLLAR: Sei n € Ny, tg,...,t, € R paarweise verschieden, v, ..., ¥y, €
R. Das Interpolationspolynom zu (t;,y;) fir j = 0,...,n besitzt die Darstel-
lung
n 7j—1
pue) =3 ylto, . t5]- [ (@ — o)
§=0 N k=0
Q; N——
vj(x)

Beweis: Per Induktion iiber n:
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e Fiir n = 0 ist po(x) = yox° = ylto).
e Schritt n — 1 — n: Betrachte

n j—1 n—1 n—1 j—1
> yltos .-, t;]- ] @—tr) = ylto, . .-, ta] - [ @—=te)+ > wlto,- -, tj]- [ (= —tx)
=0 k=0 k=0 =0 k=0

IPP zu (tj,y;) mit j=0,...,n—1
Dies ist nach Satz das Interpolationspolynom p,.
Beispiel: Es seien wieder folgende Zahlen fiir n = 2 gegeben:

t; [ 100 | 101 | 103
yil 1)1 ]2

Dann ist

p2(z) = ylto] + ylto, tu](x — to) + ylto, t1, to](x — to)(x — t1)

Es ist pa(100) = y[to] = 1, dann ist po(101) = y[to] + y[to, t1](101 — 100) = 1,
weiter gilt p2(103) = ylto] + ylto, t1](103 — 100) + ylto, t1, t2] (103 — 100)(103 —
101) = 2. Als Gleichungssystem dargestellt ergibt sich

1 0 0 ylto] Yo

1 (t1—to) 0 0 y[to, t1] Y1

L (ta—to) (ta—to)(tz—t1) 0O .- 0 | ylto,ta, t2] | v

1 (tn — tO) T T T H;L;()l (tn - tj) y[tO 77777 tn] Yn
=A

Die untere Dreiecksmatrix A ist leidlich konditioniert! Zur Berechnung;:

Satz: Sei n € Ny, tg,...,t,11 € R paarweise verschieden, yo,...,y,11 € R
und p,, € II,, das Interpolationspolynom zu den ersten n+1 Daten (0, ...,n);
betrachte ¢, € 1L, Interpolationspolynom zu den hinteren n + 1 Daten
(1,...,n+1). Dann gilt fir das IPP p,,_; zu allen n Daten:

(@)@ = tni1) — au(®) (T — tO)
to — tht1

Pn+1 ('I> -

Beweis: Es ist p,41 € 41, zudem ist fiir j =1,...,n: pu(t;) = qu(t;) = y;
und somit

Pu(ts)(t; — tai1) — qult;)(t; — o)

Pnia t; =
+1(t5) F——
ti —tniy —t; +to
0 n+1
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Weiter gilt fiir to und ¢,,1:

Pn(to)(to — tnt1) — gn(to)(to — to)

Pn+1(to) = pn(to) = ¥o
to —tnt1
Pntn+1)(En+1 — tnt1) — gn(tnt1)(Ent1 — o
pn+l(tn+l) _ n( n+ )( n+ n+ ) n( n+ )( n+ ) ZQn(tn+1) = Yni1
to — tn+1

Dabei ist die Reihenfolge der Knoten unwichtig.

KOROLLAR: Sein € Ny, tg, ..., t,r1 € R paarweise verschieden, v, ..., ypt1 [E
R. Fir v, pu € {0,...,n} mit v # u gilt:

y[t07 ©0o0 7t1/—171%7t1/+17 coo 7tn] - y[th ° 00 7tu—17%7tu+1a o0 ¢ 7tn]
=

y[to, P ,tn] =

Beweis: Folgt aus dem Satz, da ylto, ..., tx] den Hochstkoeflizienten entspre-
chender Polynome bezeichnet. Beispiel: Es seien nochmals folgende Zahlen
fiir n = 2 gegeben:

t; [ 100 | 101 | 103

yi| 1] 1 ]2
Wiederum ist folgende Darstellung gesucht:

p2(z) = ylto] + ylto, t1](z — to) + ylto, t1, t2] (v — to)(x — t1)

. . . t — t
Es ergibt sich (mit y[t;,t;41] = %)
il ot |ylty] oyt tia) y[tjlatj+17tj+2]
1-1 =0 1
0] 100 1 10%:%00 - (1) 10:2;—100 — 6
Lp1or} 1 103101 2
21103 2

Damit ist py(x) = 1+ 0(z —100) + #(z — 100)(2 — 101). Beispiel: Die Werte
y; geben die Anzahl von FLOPs zum Losen eines LGS der Gréfe ¢; an. Es
ergibt sich:

It | yltl ylty tial ity tigel ylt, o tigsl Yl oo tiial
0| 5| 145 149 22 2 0
1110] 830 369 32 %

2|15 2735 689 42

3120 6180 1109

412511725

Damit benotigt das Gaufische Eliminationsverfahren Rechenoperationen in
@ (§n3) Wir betrachten die zum Fiillen der Tabelle bendtigte Anzahl an
Rechenoperationen:
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e Vorliegend: alle dividierten Differenzen bis zur Nummer &, nun Datum
(trs Yr)

e k-mal muft man d ’“ ! berechnen also 3k FLOPs ingesamt.
e Fiillen der Tabelle insgesamt: »_,_, 3k = 3n(n + 1) € O(n?) FLOPs.

e Anwendung des Horner-Schemas zum Ausrechnen von p,(z) liefert noch

einmal O(n):

pn(z) = ((-.. (ylto, - - -, tn](z — tn—1) + ylto, . -, tn—1])(x —tn—2))) ... + ylto, t1](z — to) + yl[to]

3.1.3 Fehleranalyse

Eine gegebene Menge von Punkten kann ,,gut oder ,schlecht” interpoliert
werden:

7 !

Fir Daten y; = f(¢;) und eine Funktion f: R — R ist ein Ma# fiir den Fehler
die Fehlerfunktion ¢,(z) = f(z) — pn(z) wobei p,, € II,, das Interpolationspo-
lynom zu den Daten (t;, f(¢;)) ist.

Satz: Sei f: R — R eine Funktion, p, € II,, das Interpolationspolynom
zu den Daten (t;, f(¢;)) fir j = 0,...,n paarweise verschieden. Fiir z ¢

{to, ..., t,} gilt:

ea(2) = £(2) = pal2) = fltor- o tmr A [ [ = 1)

Jj=0

Beweis: Sei p,41 das Interpolationspolynom zu den Daten (t;, f(¢;)) fiir
j=0,...,n+1und t,4; := 2. Dann ist p,1(2) = flto, ..., tn, 2] [[[_o(z —
t;) + pn(x) und f(z) = pp41(z). Somit folgt die Behauptung.
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Satz: Sei [a,b] ein Intervall, f € C"([a,b]), to,...,tn € [a,b] paarweise
verschiedene Daten. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

F(e)

n!

f[to, e 7tn] S

Beweis: Sei p, das Interpolationspolynom zu den Daten (t;, f(¢;)) fir j =
0,...,n. Damit hat die Funktion €, (x) = f(x) — p1(x) genau n+ 1 Nullstellen.
Damit hat die Ableitung €/,(x) = f'(z) — pl,(z) noch n Nullstellen usw., somit
ist e (z) = f™(z) — p{”) (z) genau eine Nullstelle &. Somit ist

0=c(&) = f™E) —nl- flto, - 1]

Damit ergibt sich die Behauptung.

Satz: Sei [a,b] ein Intervall, f € C"™([a,b]), to,...,t, € [a,b] paarweise
verschiedene Daten. Dann ist fiir x € [a, b]:

FEE) £
H(a: — t;) wobei & € (a,b)

[
(n+1)! polr

en(r) = f(2) = pul@) =

Damit erfolgt eine Zerlegung des Fehlers in zwei Komponenten:

FtD©)

cEsya gehen nur die Eigenschaften von f ein,

e In den Term

e in den Term []7_ (= —t;) gehen nur die Eigenschaften der Knoten ein!

Definition: Seien to,...,t,_1 € [a,b] paarweise verschiedene Daten. Das
folgende Polynom heifst Knotenpolynom:

n—1

wp(x) = H(x —t;) e1l,

J=0

Beispiele:
1. Sei f(z) = "> durch py auf [a,b]. Dann ist

afa) = 5 — pofa) = L1

(SL’ — to)(l’ — tl)(I — t2)
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Es gilt f’ (z) = 3 f(x) >0, d.h. f ist streng monoton steigend, somit ist
I flloo (b), da f zudem noch positiv ist. Weiter ist f”(z) = 1 f(z)

und f”’(x) = %f( ). d.h. maximal moglich ist (b)

ZB.tg=a, t; =2, t, = b gilt szo(x —t;)| < (b — a)® und somit

\
ool
S
~

le2(2)] < == (b—a)’

2. Sei f:[a,b] — R mit f € C*([a,b]) und || f"||, < M. Sei p; das
Interpolationspolynom zu (¢;, f(¢;)) fiir j = 0,1. Dann ist
)

\f”( |

le1(2)] = [f(2) = pa(@)] =

|(z —to)(x = t)] <

M
5 (@)

Falls nun z ¢ [to, t1]7 ist |wa(z)| grok, also auch |e;(x)|, d.h. p; % f.

Falls nun z € [ty, ;] ist, so ist

t0+t1 1 2
» =t —t
o (B50)] =g

Hier gilt also: |e1(z)] < & (¢ — to)*.

||w2||[t0,t1} =

3. Erstelle fir f(x) = sin(z) eine Tabelle durch stiickweise lineare Interpo-
lation zu (t;,sin(¢;)) und (¢;41,sin(t;41)), so dak fir n € [t;,t;41] gilt:
pn(n) &= f(n). Wir suchen fiir eine vorgegebene Toleranz toll

ler(n)| = [sin(n) — p1(n)| < toll

Es gilt: |ei(n)] < @(tﬁl — t;)?, weiter ist |f"(£)| =
Definiere h; := t;+; — t;, nun verlangen wir |e1(n)| < %

h; < V/3toll.

Allgemeiner gilt:

Jsin(©)] < L.
< toll, d.h.

£ ) L n

|€n(77>| < (n_|_1)! |wn+1(n)| < (n+1)!

Somit ist lim,_q |€,,(n)| = 0, denn >~ | Y::)

eine Nullfolge.

=™, d.h. die Folge ist

"Bei x ¢ [to,t1] spricht man von Extrapolation, andernfalls von Interpolation
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3.1.4 Optimale Knoten

. . « A n—1 N
Bestimme ein ,ausgewogenes” Knotenpolynom w, = || =0 (x — t;).

Satz: Das ausgewogene Knotenpolynom w,, ist optimal, d.h. es gibt kein
Knotenpolynom w,, € II,, mit [jwy, || < ||@nll-

Beweis: Angenommen, es gibt ein w, mit ||w, ||, < ||&s] - Die Polynome las-
sen sich darstellen als w,, = 2" +... € II,, und ebenso w,, = 2" +... € II,,, d.h.
q(z) = Op(x) —wn () € I,_1. Sei m; € [—1,1] mit @, (m;) = (=1)"7 ||| .-
Nun gilt ¢(m;) - ¢(m;1) < 0, denn |w,(m;)| < |@n(my)| = [|@nll,,. Also
wechselt ¢ das Vorzeichen n mal, damit ist ¢ aber 0 und somit w,, = w,.

ml m3 ”Wn”w
mg my _”Wn”w
-1 1
Wie finden wir jetzt dieses ausgewogene Polynom? Fir z € {mq,...,m,}

betrachte eine Funktion ¢,, die folgende Gleichung erfiillt:

(1 —2%)(c(x))* = n*(cn(z) — 1)

n

Da an den Stellen my, . .., m,, ¢,(m;) = %1 ist, ist an diesen Stellen (¢2 —1) =
0, gleichzeitig ist die Ableitung gleich 0 (da an diesen Punkten die Steigung
null ist), bringe fiir die Grade der Polynome noch Korrekturfaktoren (1 — z?)
und n? in die Formel. Diese Formel gilt nun fiir alle , und es gilt:®

(1—2%)(c(x))* = n*(1—cy(2))

8 Ich mach mal so 'ne Art Substitution klar. ..
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Setze x = cos§ und dr = —sin{ d¢, sei zudem u = ¢, (z) und du = ¢, (z) dz,

es folgt:
= / 1d¢ / ! du+C
-n = ————du
V1—u?
Mit v = arccos(u) und du = —sinv
=>nf = v+c
Spezielle Losung fiir ¢ = 0:
né = v
= n-arccos(x) = cos(n)
= cos(n - arccos(x)) = u = c,(x)

Also: ¢, () = cos(n - arccos(z)).

3.1.5 UYeOnmmeB-Polynome

Satz: Sei n € Ny und ¢,,: [—1,1] — R mit ¢,(z) := cos(n - arccos(x)). Dann
gilt:

1. ¢,(t;) =0 fiir £; := cos (227) fiir j = 0,...,n — 1

2. co(x) =1, c1(z) = x und 2z - ¢, (x) = cpy1(x) + 1 (@)

3. ¢, €11,

4. ¢, =21 H;:Ol(ac — ;) fiir n > 1, t; wie oben

5. |lenll = len(my)| =1 fiir m; = cos%7r (genauer: c,(m;) = (—1)7)
Beweis:

1. Es gilt cos(z) = 0 < 2z = 2L also cos(nz) = 0 < z = 7222 Daher

ist ¢,(t) =0 <t = cos (%ﬂ') Aufgrund der Periodizitét von cos gibt

es genau n verschiedene Nullstellen im Intervall [—1, 1].
Per Induktion iiber n:
e Induktionsanfang:
co(x) = cos(0-arccos(z)) = cos(0) =1 € Il

ci(x) = cos(l-arccos(z)) =z €Il
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e Sei die Behauptung richtig fiir alle & < n. Setze y := arccos(x).
Dann ist (mit Additionstheorem im dritten Schritt)

Cn1() + en1(z) = cos((n+1)-y)+cos((n—1)y)
= cos(ny +y) + cos(ny — y)
= 2cos(ny) - cos(y)
= 2x-c,(z) €

3. siehe eben

4. Fir den Hochstkoeffizienten k,, von ¢, gilt: kg =1, k1 = 1, k1 = 2k,
(siehe oben)

5. Offensichtlich gilt |c,(z)| = |cos(Z)| < 1. Zudem ist

en(m) = o (meos (27} ) = costim) = (-1

Damit ergeben sich fiir ein Intervall die optimalen Punkte durch einen Kreis-
bogen und den Cosinus:

Bemerkung: Man kann auch weitere Parameter mit angeben, suche bei-
spielsweise eine Parabel durch die Punkte (0,0) und (1,1) sowie f'(0) = 0.
Es ergibt sich:

ti lylty] ylt;,
11 A
0] 0  p0)=0
0| 0

1

Damit ist po(x) =1+ 1(z — 1) + 1(z — 1)(z — 0) = 2°.
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3.2 Spline-Interpolation

Polynome héheren Grades sind nicht unbedingt geeignet fiir Interpolation, da
das Polynom nicht notwendigerweise gegen die Funktion konvergieren und
Polynome vor allem oszillieren, je hoher der Grad desto schlimmer. Idee:
Intervall zerlegen! Die Datenpunkte linear zu verbinden ist nicht so gut?, da
die Interpolante nicht differenzierbar ist. Besser:

s € C!([a,b]) und sy, 4., € Iy
Seien Daten (t;,y;) gegeben fiir j = 0,...,n mit ¢; € [a, b] paarweise verschie-

den. Sei
S|[a7t1[(l’) falls j =0

si(x) = Sl en(r) falls j=1,...,n—2
Sl (@) falls j=mn—1

3.2.1 Lineare Splines
Suche eine Funktion s fiir ein Intervall [a, b] mit
1. s € C%[a,b]) global stetig
2. 8|(t,,t;411 € II1 lokal linear
3. s(t;) =y, fiir j =0,...,n interpolierend
Fiir die Funktion gilt dann:
2. lokal linear: s;(z) = o + Bj(x — t;)
3. interpolierend: y; = s(t;) = s;(t;) = o + B;(t; — t;) = o

1. global stetig: limy_.g s(t;41 +h) = limy o s(t;41 —h fiir j =0,...,n—2

Zudem ist
Yir1 = Sjri(tjn) = s(tjp1) = }lliﬂ%s(tjﬂ —h)
sj(tjr1) = aj + Bi(tjs1 — t;) = y; + Bt — 1))
Yn = Sn—l(tn) = Qp—1+ ﬂn—l(tn - tn—l)
Somit ist

/Bjy[tj7tj+l] = I Vi=0,....n=2n-1
i1 —

9 Lada hat mal Autos so gebaut. ..
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Angenommen, |f”(z)| < M, dann gilt fiir = € [¢;,¢,41[:

1) = 5@ = |£@) — O] < 2150~ 177

Zum Beispiel gilt fiir ein dquidistantes Gitter ¢, — ¢ = @:

n . M b—CL 2
1 =l < max {17 = 5@l 5, | 3 =0 om =1} < 5 (20

Damit geht der Fehler gegen 0 fiir n gegen unendlich.

Satz: Sei f € C*([a,b]), |/l < M,z € [a,b],a=t<...<t,=bund
Pax == max{tj11 —t;| 7=0,...,n—1}. Es gilt:

M

— <h: .=
Hf SHOO — max 8

Damit ist limy,_, .05 = f.

Zu den Kosten: Zum Auswerten des Splines ist notwendig: Wo ist 27 Danach:

s;(z) = yj+yltj, tj+1](x —t;) mit vorberechneten dividierten Differenzen, also
nur drei FLOPs!

3.2.2 Quadratische Splines

Forderungen fiir bessere Ergebnisse: Der Spline soll folgende Eigenschaften

haben:
1. s € C!([a,b]) global stetig differenzierbar

2. 8|1t,4;.11 € 112 lokal quadratisch

i1l

3. s(tj) =y, fiir j =0,...,n interpolierend
Mehr dazu in der Ubung

3.2.3 Kubische Splines

Oft wichtig: zweite Ableitung stetig, insgesamt gefordert:
1. s € C*([a,b]) global zwei mal stetig differenzierbar

2. 8|1t,.4;411 € II3 lokal kubisch
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3. s(t;) =y, fiir j =0,...,n interpolierend
Ansatz: sj(z) € II3 hat die Gestalt s;(z) = a; + Bj(x — t;) + vj(x — t;)* +
d;j(x —t;)* Auf jedem der Abschnitte [t;,t;11] sind also vier Unbekannte, d.h.
insgesamt 4n Unbekannte gesucht. Zur Verfiigung stehende Gleichungen:

e wegen der Interpolationseigenschaft: s(t;) = y; fiir j =0,...,n ergibt
n + 1 Gleichungen

e wegen der Stetigkeit: s;(t;j11) = sj41(£j41) fiir j = 0,...,n — 2 ergibt
n — 1 Gleichungen

e wegen der Stetigkeit der ersten Ableitung: s)(t;y1) = s, (tj51) fiir
j=0,...,n— 2 ergibt n — 1 Gleichungen

e wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitung: s7(t;11) = s7,,(t;41) fiir
j=0,...,n— 2 ergibt n — 1 Gleichungen

Damit ergeben sich 4n — 2 Gleichungen, d.h. es sind spéter noch zwei zuséitz-
liche Gleichungen erforderlich. Wir arbeiten hier mit Momenten M; := s"(t;)
(Wert der zweiten Ableitung an der Stelle t;) und h; = t;1; —t;. Es ist

s7(x) eine Gerade mit s7(t;) = M; und limy ¢ s} (t;41 — h) = M;y;. Unter

Beriticksichtigung der Stetigkeit von s” an den Knoten ¢y, ..., ¢, 1 ist
M; M;
si(z) = #(%‘H —x) + #ﬂ(ﬂf — 1)
j j
M; M; 4
J 2h; " 2h; ! !
M; M;
= si(@) = Gt - )’ + ﬁ(x —1;)° + Bi(z — ;) + oy
j J
Nutze nun die geforderten Eigenschaften der Funktion aus:
1. Interpolationsbedingungen ergeben fiir j =0,...,n — 1:
M.
yj = s(ty) = s;(t;) = 05 + a
32
Somit ist a; = y; — Mjﬁhj.
2. Stetigkeit liefert:
Lo
Yirr = 8(ten) = s5(tie0) = lim st — h)

M‘
= sj(tjy) = é“h? + Bih; + a;

h2
Yir1 — Y5 = Ej(Mj — Mj1) + Bjh;

49



Somit ist ﬁj = y[tj7tj+1} + %(MjJrl — MJ)

3. Stetigkeit der ersten Ableitung:

M - h
s'(t+) = s5(ty) =— j2 Syt tial + gj Mji1)
M;-h; 4
S(ti=) = sj(ty) = % +yltjor,t] + L= (Mg — M)
Beide Zeilen miissen gleich sein, d.h.
Mj_1 - hy1 + M; <hj; - h]gl + %] - %) + Mjt1 - % = ylty ti] —yltj—1,t5]
S Mj_y-hj_1+2-Mj-(hj_1+hj)+Mjy1-h; = 6(y[tj, tj+1] —ylti—1,t5])
Seien nun
i ':Lundy- = undhj+ hj =t —ti
I hj_1+ h; 7 hj + hy J I + I

damit ergibt sich

g - Mja+2- My +v;- My =6-y[tj1,t5,t41]

Als Gleichungssystem ergibt sich:

251 2 14 MO
. . . M1 y[tOJ tla t2]
B y[tlu t27 t3]
y[tn—Qa tn—la tn]
Hn—1 2 Vp Mn

Dies Gleichungs ist unterbestimmt. Zusétzliche zwei Bedingungen fiir eine
eindeutige Losung:

e vollstédndiger Spline durch Angabe von s'(t,) = f'(t,) oder s"(t,) =
f(t,) fir g =0,n

e natiirlicher Spline: M, = s"(t,) = 0 fiir ¢ = 0, n.
e periodischer Spline: §'(tg) = §'(t,) und s”(to) = s"(t,)

e Not-a-Knot-Spline: s{/(t1) = s{'(t;) und s ,(t,—1) = s ,(t,_1) (C3-
Bedingung fiir 5| s und s|, _,.¢.1)-
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Satz: Sei f € C*([a,b]) Hf H < M. Dann gilt:

||f_8|| —= 385 maxM
2. If" = 8'lloo < 5ghina
3. Hf// o S//H 3h2 M

max

wobei Amax = max{|t;41 —t;|} ist.

Beispiel: Seien folgenden Daten gegeben: f(—1) =1, f(0) =0 und f(1) =
Damit ergeben sich die Teile sy auf [to, t1[ und s; auf [t1, 5] Die natiirliche
Randbedingung ist My = My = 0, Momentensystem: py My + 2M; + vi My =
6y(to, t1,t2]. Es ist y[to, t1,ts] = 1. Damit ist M; = 3. Somit:

ag = Y =1
R N
1 = U 6 2
1 3
= —_1+2(0=-3)=-=2
Bo +6(0 3) 5
3
= 1 e
B +6(3 0) = 5

Damit ergibt sich s; aus

M; Mj

sj(x) = W(tj_‘—l — .7})3 + 67(.1‘ — tj)s + ﬁ](l‘ — tj) + ozj
J J

Insofern ist

- { 1

Satz: Die Momentenmatrix A des natiirlichen Splines ist nicht singulér

r+1)P3=3x+1)+2) falls <0
(1—2%)3 43z —1) falls = >0

N —

2 1%}

M2
A=

Hn—1 2

mit py :=vp—1 =0, p; +v5 < 15,05 2 0.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst: Fiir Az = y ist ||z < |yl Sei z € R”
beliebig, y = Az und r so gegeben, daf |z,| = ||z|| . Dann ist

’yr‘ ‘MTfol'+'2$r'+'err+l‘

19llo =
2|z, = pr wra| = ve e = (2= pe — 1) |2

VIV IV

Angenommen, A wére singulédr, dann existiert ein x # 0 mit Az = 0 =: y.
Nun gilt aber 0 = |ly||, > ||z]|,, > 0, ein Widerspruch!

3.3 Trigonometrische Interpolation

Hier iiber C, zur Erinnerung: komplexe Einheit i? = —1.

Definition: Seien cg, ..., ¢, € C. Ist ¢, # 0, so heifst

n n

p: [0,27] — C mit p(z) := ij(em)j = ijeijx

j=0 7=0

ein komplexes trigonometrisches Polynom vom Grad n. Mit T,, bezeichnen
wir die Menge aller Polynome vom Grad n.

Satz: Gegeben seien Interpolationsdaten (xy, yx) mit x; € [0, 27] und y; € C
auf einem Gitter

G:0=xg <21 <...<Tp_1 <xp:=2m

Dann existiert genau ein trigonometrisches Polynom T,,_; mit p(zx) = y
fir k=0,...,n—1.

Beweis: Mit 2 = € gilt p(z) = ¢(2) = Z?:_ol ¢;77. Existenz und Eindeutigkeit
wie bei Polynom-Interpolation.

Sei jetzt speziell z; = %’Tj mit j = 0,...,n. Definiere dann w,, := e
Verwende zudem als Bezeichnung z = € und Polyonme p, ¢ mit p(z) = q(z).
Dann gilt:

n—1 n—1
plar) = qlwf) =D - Wh) = ¢-wp?
7=0 7=0

Sei nun £, := (wi*)" L . Bemerkung: Es ist

k=0
n—1
e = plar) = q(wh) = cwlf
=0

592



Damit ist

" A0 W0

: : Co
Uk | = who R :
: : . Cn—1
" S0 L e

Naiv kénnte man versuchen, ¢ = F 'y zu 1sen. Dies wiirde aber O(n?)
benotigen!

Lemma:

1. Fiir alle a € Z gilt': Z;:& (W) = nday.

2. Es ist“Fan =nkE,, d.h. F, ist bis auf den Faktor n unitér.

Beweis:

1. Falls a = 0, so ist die Behauptung klar. Falls a # 0, so ist'?

n—

1 a\n
O

=0 n

2. Es ist
n—1 n—1
(Fy Fo)a = Z(Ff)aj (Fa)jp = Z@flaw#

j=0 Jj=0
n—1 n—1 )

B S ST ey
Jj=0 Jj=0

Satz: Die Losung ¢ = (cg, ..., c,1)T € C* des obigen Problems mit dquidi-

stanter Knotenwahl lautet

n—1
1 1 .
c=—Fiy bzw. ¢, = = E oIk
n " ) k - ~ YWy

Omit §; ), = 1 fiir j = k und = 0 fiir j # k
Hmit Q7 =(Q)"

12, ¢ n=1_j _1—¢q
mit Zj:o q = 1—q

n

und wegen (w?)" = (W) = €™ =1
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Naiv: O(n?) ist die optimale Anzahl an Operationen, aber es geht noch viel

schneller! Betrachte n = 2P, p € N, insbesondere n = 23 = 8.

3.3.1 Fast-Fourier-Transformation FFT

S e I '~ I )
ogg—HeNENgM ST e

33333333

N0 F O © N
QEOEI S~ 8N MM & &

33333333

o 0 O 10 O 0
o+ eaNgNgm M

33333333

N © O F ©
ORHF LN 8+ 2N SN 2N &

33333333

[a\] 0 00 —
ogmgogoeH e~ 8+ 2N g

33333333

o N
OCENEHF RO g0 & &~ &~ &

33333333

OH 2N MY 20 20 - g

33333333

ocogcogogogogogogoeR

33333333

I
o

Wegen der Eigenschaft w® = 1 ergibt sich:

ogr~-cognmedemeNg— g

33333333

O LOLRHENLO 20 8 8N &

33333333

oL ENE~-SF 2+ o Em

33333333

O EH O 8H O Y fO & &

33333333

ogmgog-HaEd e~ SN gn g

33333333

QRN EWH TV o 8N g0 &

33333333

ogH N MY & g0 - &

33333333

ocogogogogogogogo R

33333333

I
=

T
,€p_2,€1,€3,... 7en—1]

= [807 €, ..

Sei nun P, € C™*" die Permutationsmatrix mit
P,

Dann gilt:

[=RCERSRSRS

2o gm e &

3333 3333
oS Lo SH e weENgo N
3333 3333
O2NEYF RO e~ M
3333 3333
O RO RO RO R HEWHEH R
3333 3333
OLORH SN MmeH e~ 20
3333 3333
OSFLO SR N eNg©o
3333 3333
OENLEH RO —H&m e r~
3333 3333
o g0 OO ogocgo o
3333 3333

I

0

X
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0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 2 3 0 1 2 3

1 e O N (R

1 e e O N

gl'g =
0. .0 1,0 2 .0 3 .0 4,0 5 .0 6 .0 7.0
wgwuan Wy Wy, wg~w§n wg~wgn w?wgl wn~w71n wg~w72n w771~wgn
1 1 5
Wy Wy, Wy Wy Wh e Wo W W wz-wm Wo Wy Wy Wi w?-wm
0 .0 1 .2 2 .0 3 .2 0 5 2 6 .0 2
Wy - Wy Wy Wy Wy, Wy, Wy "Wy, Wy Wy, W, W, W, W, W, W,
) 1. .3 2 2 3 .1 4,0 5 .3 6 2 7 01
wn : wm wn : wm wn : wm wn : wm wn ' wm wn : wm wn : wm wn : wm
Wobei n = 2m. Es gilt also:
0
w2m
1
F,, F,, . Wom
P.F, = 7o o mit €, =
meén T Lmebém
m
w?m

Dabei ist wg = —1. Es gilt:

Fn By _ [ Fa (E. E,
F.Q, —F,.Qn - E,, Q. —Qn

Beachte: Fiir y = F),c ist

Yo + ym Yo 0
( En En ) : ( En : Fm
E,., -E. . Qm : Fm
Y . ym;01 j’yy":—l . _ N — = P,c
Ym—1 — Yn—1 w:.ly; ct

Satz: Sei n = 2m, m € N. Es gilt:
F,, E,, E, E,
p= (") (%0 ) (6 =)

Bemerkung:

1. Die Fourier-Transformation von y € C" wird auf zwei Fourier-Transformationen
von 7°, y?> € C™ zuriickgespielt. Statt einmal mit F,, zu multiplizie-
ren wird zweimal mit F},, multipliziert. Das benotigt nur halb so viele
Rechenoperationen!
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2. Multiplikation mit < B B

E _E ) erfordert n Rechenoperationen.

3. Multiplikation mit ( ) erfordert m Funktionsauswertungen

Q,
w! und m (komplexe) Multiplikationen.
4. Die Permutationsmatrix sortiert gerade/ungerade Indizes.

Implementierung:

function ¢ = myFFT(y);
n = length(y);
y = reshape(y, n, 1);
if n > 1 then
omega = exp(sqrt(—1)*2xpi/2)
y0 = reshape(y(1l:n/2)+y(n/2+1:end),n/2,1);
yl = reshape ((y(1:n/2)—y(n/2+1:end)).*(omega.”[0:n/2—-1])‘,n/2,1);
c(1:2:n,1) = myFFT(y0);
c(2:2:n,1) = myFFT(yl);

else

c=1y;
end ;
Bemerkungen:

1. Dieser Algorithmus ist nicht effizient und auch nicht unbedingt stabil,
da die Potenzen von Omega jeweils neu berechnet werden.

2. im Zweier-System gilt:

000 000

001 100

P, 010 010
P, . < P, ) A»r 011 | 110

P, P, 81 110 — | oo1

P, 101 101

110 011

111 111

D.h. die Permutationsmatrizen bewirken eine Bitumkehr!
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4 Quadratur

Seien gegeben a,b € R mit a < b, eine integrierbare Funktion f: [a,b] — R,
gesucht ist

I:=1I[f] :=I[f,a,b] ::/f(a:)dx

4.1 Allgemeines, Newton-Cotes-Formeln
Beispiel:
l.a=0,b=1,f:[0,1 » R mit f(z) =22, d.h.
Y

1(f] Z/Olf(x)dx: Exﬂo: !

2.a=0,b=1,f:10,1] = Rmit f(zx) = e~*"?. Hier ist
! —2
I[f]:/ e ¥ Tdx =7
0

Kriterien fiir ein numerisches Verfahren zur Berechnung von I:
1. Glattheit von f
2. Verfiigharkeit von f
3. Genauigkeit
4. Anzahl der zu behandelnden Fille (finite Elemente)
Kriterien an eine Approximation J von [
1. Fiir vorgegebenes ¢ > 0: |I — J| < ¢
2. I ist ein lineares Funktional, also sollte J auch eines sein
3. J besitzt eine endliche Rechenvorschrift

4. da f nur an endlich vielen Stellen auswertbar ist (maximal auf allen
Maschinenzahlen), besitzt J folgende Gestalt:
J[f,a,b] = ijf(xj) mit z; € [a,b] und w; € R

J=0
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Definition: Die folgende Formel bezeichnet man als n-Punkt-Formel:

Jf,a,b] = ij (x;) mit z; € [a,b] und w; € R

Die Stellen z; heifsen Knoten und die w; Gewichte.

Idee: Ist f an gewissen Stellen x; bekannt, ersetze f durch p,, das Interpola-
tionspolynom zu den Daten (x;, f(x;)):

= jz;f(frj) &(’Q

Lagrange—Polynom

Dann ist
1~ =1l = [ m@d
_ /abiof(xj)LJ(x)dx
_ En:f(xj)/ab[/j(x)dx
Beispiel:

0. n =0, zop = 2. Dann ist Lo(z) = 1 und wy = fLo dx—f dx =
b — a. Somit ist

0

RIf) = Dlf] =3 fe)) -y = f (““’) (b a)

, 2
7=0

Bezeichne R[f] als die Rechtecks- oder Mittelpunkts- oder Tangenten-
formel

1. Firn =1, 290 = a und x; = b ist Lo(x) = ===~ und Ly(z) = 2=

ro—x1 xr1—x0’
b—a

damit ergeben sich wy = w; = *5*.

T(f] = Ll = 32 7w) -y = 2 () + F0)

=0

Dabei heifst T'[f] die Trapezformel.
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a+b b—a

2. Bein =2 mit g = a, r1 = 37 und xy = b ergibt sich wy = % = wo
und wy; = %—T2a Also:
2 b—a
U1 = Blfl =3 Flastes = 5= @) + 41 (“57) + 10))
j=0
Hier ist S[f] die Simpsonformel oder Kepplersche Fafiregel.
Definition:
1. Seien o, ...,x, € [a,b] mit o < ... < x,, dann heifst (z;); Knoten-
folge (KF)

2. Ist x; — x;_1 = c fiir alle j, dann heifst die Knotenfolge dquidistant

3. Ist (x;)§ eine Knotenfolge und p,, das Interpolationspolynom zu (z;, f(z
dann heifst folgendes Newton-Cotes-Formel:

b n b
C[f,a,b] = / pn(z) de = Zf(a:j)wj mit w; = / Lj(x)dx
a =0 a

4. Eine Newton-Cotes-Formel heift offen (bzw. abgeschlossen), falls a <
xo und z,, < b (bzw. o = a und z; = b), beispielsweise ist R offen
und 7" und S sind abgeschlossen.

4.1.1 Qualitat der Formeln

Definition: Seien (z;)i eine Knotenfolge und J,, = J,.[f, a,b] = >7_, f(z;)w,
mit w; € R beliebig. Dann besitzt J,, die Ordnung k € N, falls 1 [ | = Ju[p]
fiir alle p € Ily_,. Besitzt J, eine Ordnung k£ > n + 1, dann heifst J,
interpolatorisch.

Bemerkung: Sei (¢;,j =0,...,k—1) eine Basis von II;_;. Dann ist I[p,] =
Jnlp;] fiir 5 =0,...,k — 1 genau dann, wenn J, die Ordnung k besitzt, da
J,, linear ist.

Beispiel: Betrachte die Trapezformel T'[f] = %52(f(a) + f(b)). O.B.d.A. sei
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a=0und b= 1. Sei p;(z) = 2/, dann ist I[p;] = 7. Es ist

Thool = 5(p0(0) + po(1)) = 1= Ilgo]
Tlo] = 5(01(0)+ (1) = 5 = Il
Tl = 5(0a(0) +p2(1) = 5 # Il

Damit hat die Trapezformel die Ordnung 2, die Trapezformel ist interpolato-
risch.

Satz: Sei (z;); eine Knotenfolge und J,[f,a,b] = > 7 f(2;)w; mit w; =
f L;(z)dz, dann ist J, interpolatorisch.

Beweis: Fiir p € 11, gilt I[p] = J,,[p].

Beispiel: Rechtecksformel: R[f] = (b— a) (%), sei wieder @ = 0 und b = 1.
Dann ist

1

Rlpo] = @0(5) = 1= Iy
Rig = oi(3) =5 =1l
Rlpi] = 901(%) = % = I[ip1]

Damit hat die Rechecksformel die Ordnung k = 2.

Satz: Sei J, eine interpolatorische Quadraturformel und f € C"**([a, b]).
Dann gilt:

1I[f] = Julf]] < ”[“”]/ H| — 25| do

Dabei ist [lg] 1 == max {lg(@)] | @ € [a,b]}

Beweis: Sei p eine Interpolante zu f in (x;){ und e = f — p. Dann ist

If] = Inlf] = 11f] = Julpl = I[f] = Ilp] = I[f = p] = I[e]

Dabei ist .
[ Rl

0T
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Bemerkung: Interpolation mit Polynomen hohen Grades ist schlecht, dies
gilt auch fiir die Quadratur.

Beispiel: (Simpson-Formel) Sei n = 2, drei Knoten, f € C?([a,b]), es ist
Sif] = %2 (f(a) +4f (%) + f(b)). Damit ist

f/// .
117] - 51/l < ”JF”/]Iw—xﬂm

Fiir x € [a,b] gilt mit x =: a + (b — a)y mit y € [0, 1]:

Q - Lﬂx—@
- Aﬁwww@—@
- [o-at vy

/ m%—wu—wdyﬁéﬁw—éxrwn@)

= (b—a)! <6i4+/02(1—z)(%—z)zdz>

(b—a)
32

a+b

|z — b| dx

xr —

v g 0= a)dy

N|=

= (b—a)!

Damit ergibt sich oben:

f/// a "
- sifll <! m“/11|—%wx O

Die Simpsonformel geniigt sogar der folgenden Formel, falls f € C*([a, b]) ist:

(b—

101 - sl < S

N

Dies folgt aus der Symmetrie der Knoten beziiglich der Intervallmitte und
n = 2.
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4.2 Zusammengesetzte Formeln

Besser als ein Polynom hohen Grades sind viele Polynome kleinen Grades
(Idee der Splines).

Beispiele:

1. Betrachte die zusammengesetzte Rechtecksformel: Es ist R[f,a,b] =
fF(2)(b — a), benutze dies fiir n Intervalle, y, := a + k- h, h = =2,
Dann ist

Rn[f7 a, b] = Z R[fa Yk-1, yk]

n

= Z(yk — Y1) - f(yk%—i_yk)

= ijf(xj) mit w; = h
j=1

Dies kann man interpretieren als Riemann-Summe (siche Analysis),
insbesondere ist R,[f] — I[f], falls f Riemann-integrierbar.

2. Die zusammengesetzte Trapezformel: Es ist T'[f, b, a] = %5%(f(a
zerteile dies in n Intervalle und sei (mit yx :=a+k-h und h =

)+ f (b)),
— boa).

T,lf,a,b] = ZTfyk 1, Y]
Es gilt: % =a+ h(2k — 1), yx — yx—1 = h. Damit ergibt sich:

> ESE (F o) + fln)

k=1 k=1

= g (f(yo) +2if<yk) +f(yn>>

k=1

\E

Tn[fa a? b] =

n

= wj f ()

Jj=0

mitxj::ykundwj:%f r j =0,n und w; = h sonst.
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4.2.1 Konvergenzuntersuchungen

VORAUSSETZUNG:

n

1. Knotenfolge (z)j
2. Gewichtsfolge (w})g
3. Integrationsformel J,[f] = > 7, wj f(2})

4. Fiir alle Polynome ¢ soll gelten: J,,[p] — I[¢]

Satz: Sind obige Voraussetzungen erfiillt und gibt es eine Konstante ¢ € R
mit

n
Z|wﬂ <cVn=0,1,...,
§=0

dann gilt:
Talf] — IIf1V f € C([a, b))

Beweis: Nach dem Satz von Weierstrals gibt es zu jedem ¢ > 0 und f €
C°([a, b]) ein Polynom p mit || f — p||, < . Weiter gibt es nach Voraussetzung
ein ng € N mit |I[p] — J,[P]| < ¢ fiir alle n > ng. Sei n > ny, dann gilt:

ILf] = Tulfll = HLf = ol + Ilp] = Julf = p] = Julpl|
< I [f; pl|+ {[p] . ‘]n[p]lﬂ‘]”[{r —pl|
<e(b—a) <e €E|w;|

IN

¢ - ¢ fiur eine Konstante ¢

Also ist J,[f] — I[f]

KOROLLAR: Gilt w} > 0 fir alle j = 0,...,n und n € N, dann gilt
Jnlf] — I[f] fiir alle f € C°([a,d])

Beweis: Es ist
Ju[l] = Zw}’ :Z’wﬂ — I[l]=b—-a
j=0 =0

Bemerkung: Die Newton-Cotes-Formeln haben nicht notwendigerweise posi-
tive Gewichte, d.h. im allgemeinen kann keine Konvergenz gezeigt werden. Die
zusammengesetzten Rechteck-, Trapez- und Simpon-Formeln konvergieren,
da alle Gewichte positiv sind.
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4.3 FEwnschub: Euler-MacLaurinsche Summenformel

Definition: Die Bernoulli-Polynome sind definiert durch
BQ (.QT) = 1

Bi(z) = kBj_1(x) mit/0 Bi(xz)dx =0

Bemerkung: Fiir k > 1 ist: By(x) = c+ k- [ By_1(t) dt mit ¢ € R so, daf
fol By(z) dz = 0.
Beispiel:
€T x . 1
By(z) = c—l—/ Bo(t)dt:c—l—/ dt:c+xm1tc:—§
0 0
1
= xr — —
2
T T 1 ) . 1
By(x) = c¢+2 | Bi(t)dt=c+ t—§ dt =x —x—l—cmltc:g
0 0

2
= r—x+
6

Satz: Eigenschaften der Bernoulli-Polynome
1. By(0) = Bi(1) fiir k > 2
2. Py(x) := By (z + %) ist (un)gerade falls k (un)gerade ist
3. Bajos1(0) = Bajsr (1) = 0 fiir k > 1

Beweis:

1. Es gilt fiir & > 2:

By(1) — Bu(0) = [Bu(x)lh= / By(x) dz

1
= k/ Bi_1(z)dez=k-0=0
0

2. Py ist gerade. Zeige: Falls Py, gerade ist, so ist Pyy1 ungerade (an-
dere Richtung analog). Sei also Py eine gerade Funktion. Dann gilt:

1
Py 1 (x) = (2k + 1) Py () und [2, Pyy1(x) dz = 0. Betrachte ¢(z) :=
2
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1
(2k+1) [ Poy(t) dt, dieses Polynom ist ungerade. Weiter ist [2, ¢(z) dx
2
0 (da g ungerade), damit ist Pari1 = q.

3. Es gilt (da Bgg,1 ungerade):
1) 1 1
Bok11(0) = Boy1(0) = Pojir —5) = —Poppq 5) = —Bo+41(0)

Also ist ng+1 (0) = sz+1(1) =0.

Wir definieren s, : R — R durch
sp(x) = By(x —j) fallsz € [j,j+1[Vj € Z

Eigenschaften von s;: Es gilt (mit 1; := [j,j + 1]):
r+1€elj <= x¢€l

Fiir z € I;_; gilt also:
se(z +1) = Br((z + 1) —j) = Br(z — (j = 1)) = si(x)

Damit ist die Funktion 1-periodisch. Fiir £ > 2 ist s; stetig auf R, denn:
lim sy () = lim By (w — ) = By(0) 22 Bi(1) = lim By (2= (j = 1)) = lim sy ()
zlj zlj g 1]

Die Funktion s; ist stiickweise linear, By (z) = 2 — 5. Weiter ist

Bony1(0) =0

52k4+1(0)
Boy(0) := (=1)F*1 3, mit Bernoulli-Zahl 3

Sgk(O) =

Satz: Euler-MacLaurinsche Summenformel: Sei f € C*""%([a,b]), h =
b=a ' € N. Dann gilt:

b m ﬁ
/ f@)de = T[f,a,01=) |, (-1 G (P 0) = &0 (@) WP B

@ pil (. ) S/
wobei - ,

2°m T —a
= (2m+2)
R (2m+2)!/a 32m+2< . )f (z) dz
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Beweis: Zur Vereinfachung: ¢g: [0,n] — R mit g(¢t) = f(a+t-h) mit g €
C?™*2([0,n)). Betrachte

n n—1 i1
| stwgwma = 3 [ siwga
n—1 1
- / s1(t) g/ (¢ + j) dt
j=0"70 T M
n—1 1
= X (10 s+ a0 - [ o+ par)
j=0 0
n—1 1 n
- ( 3 (60t +3) —g(j») ([ ot irar)
0
7=0
= Tn[gaovn] - ][g]
Betrachte weiter (mit s;.,,(z) = (k + 1)s;(x)):
ﬁ .fbnfi(i)/g(k)(t) at = m[sk—&-l(t)g(m(t”g - ﬁ Jo sk41(t) gD (1) dt
mit k = 2p
@fonszp(t)g(%)(t)dt = *m%nswﬂ(t)'9(2p+1)(t)dt

mit k=2p—1

i J s @9 (D de = Gk (< 1P, (9P () — gCPD(0)) — by [ sap(®) - 9P (1) dt

Nach 2m-maliger partieller Integration ist

n m 6 B B
/ sig dt = Z(_l)pHZ_p'(g(zp 1)(n>_g(2p 1)(0))
1 n
— it (D) g™ (1) dt
Gy 09
R

Letztmalige partielle Integration liefert

1 m n " m
Ronit = Gy g1 Lams2(09" D @)l - / sams2(t)g "2 (1)

=0
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Weiter ist

| o - /fa+t h)d /f

g0 = Llflatn ) =hfG

gVt = h*- fO()

Schlieflich ist

n—1 n—1

(90 + 1)~ 9i)) = 5 S (Flat G+ D) + fla+jh) = Tilf, a8

J=0

DN | —
<.

Il

[e)

4.4 Extrapolation der Maschenweite
(ROMBERG) Angenommen, J(h) = J,[f,a,b] = I[f] + cih* + coh® mit
h = % und k; < kg < .... Dann gilt:

J(

h
5) =111+ 12 Rk ey 2R pke

Also ergibt sich:

J(h) =1I[f] = ah®™ 4 eh™ +
P(I@) ~I[) = el + et
2 (0 Iy~ @2 - )I) = ek

Damit besitzt die folgende Formel eine hohere Fehlerordnung:

5 (h) _2nJ(5) - J()

2 2k — 1

5 = I[f]+ dsh™ +

Beispiel: Extrapolierte Trapezregel: Mit der Euler-MacLaurinschen Sum-
menformel gilt: Ist f € C*"™2([a,b]), h = =2, n € N, so gilt:

T(h) = Tn[fa a, b] = ][f] + zm: Tph2p + Oém+1(h) . p2mA2

p=1
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wobei 7; unabhingig von i und die Funktion « ist beschrankt durch

2c
(2m+2)
(2m+2)! Hf * H[a,b]

Bei Vernachléssigung des Restgliedes:

e (h)] <

T(h) &= I[f]+ ) mh™ = T(0) = I[f]
p=1
Idee: Fir Werte hy, ..., hy, > 0 bestimme T'(hy), ..., T (hy,) und das Inter-
polationspolynom ¢ zu den Daten (h?7 T'(h;)) fur j =0,...,m, dann ist ¢(0)
eine gute Approximation an /.

Beispiel: Fiir n; := 27, hj := 22 T;,:= T,,,[f, a,b] berechne:

n;
fork=1tom
forj=ktom
_ -1
Tk = Tip1 + (Tik1 = Tjorp1) - (ilﬁ_;k B 1)
end

end
T = Tmm

4.5 Adaptive Formeln am Beispiel der Simpsonformel

Sei f auf [a,b] mit Genauigkeit ¢ > 0 zu integrieren. Betrachte die Simpson-
formel:

h . .
;= Sl = ¢ (£ + 4755 4 oy )
Besser ist:
Q; = Salf,xj wia] = Slf, x5 20+ S0, 0504]
h. h h
= 2 (fa) +4f @+ D)+ fla+ D)
h; 3h,
+f(a;+ L)+ 4flay+ D) + fwi)
Damit ist

Ij—Sj == Ch?—f—

hi\°
Ij_Qj = 20(?]) + ...



Damit ist [; — Q; = %(Qj —5;) +.... Also:

L L L

1
D= <D - Q< TBZ’QJ_S]" <e
j=1 j=1 j=1

Waihlen wir die Knoten so, daf |Q; — .5;| < lffff gilt, dann ist

ZQf i

1
<
— 150

4.6 Gault-Quadratur

Wie bisher: J, = Ju[f] = Ju[f,a,0] = 377, f(z;)w; besitzt die Ordnung k
genau dann, wenn J,[¢] = I[p] fir alle ¢ € II;_.

Frage: Wann besitzt J,, eine maximale Ordnung?

Bemerkung: Falls (z;); Knotenfolge ist mit Gewichten w; := f: L(x)dz,
dann ist die Ordnung von J,, kleinergleich n 4 1. Jetzt soll auch eine optimale
Verteilung der Knoten bestimmt werden.

Satz: Die Ordnung von J, ist kleinergleich 2n + 2.

Beweis: Sei q(v) := [[]_(z — ;) € Il,11, es ist ¢ # 0, also I[¢g°] > 0. Es ist
q? € Iy, 49, nun ist

= ZQQ(%‘) ‘wj =0#I[¢°]

Satz: Die Ordnung von J, ist gleich 2n + 2 genau dann, wenn

q(z) = H(x — ;) L1I, und w; = / L;(z)dx

Beweis:

»,=" Sei die Ordnung von J,, also 2n+2, d.h. I[p] = J,,[¢] fiir alle ¢ € Ty, ;.
Also ist p € I1,, und pq € Ily, 1, also

I[pq] = Julpq| = prj q(zj)w; =0
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bzw. ,
0 = I[pq] —/ p(x)q(z) dz = (p,q)
d.h. g Lp fir alle p € 11,

»<=" Sei also (p,q) = 0 fiir alle p € II,,. Sei ¥ € Iy, 41, dann gibt es Polynome
p,r € II,, mit ¥ = gp + r. Es gilt:

I[y] = I[gp] + I[r] = I[r] denn I[gp] = {(g,p) =0

Nach Konstruktion der w; ist J,, interpolatorisch, Jy [gp] = > 7 q(x;)p(7;)w; =
0, d.h.
) = Ilr] = Julr] = Julgp + 1] = Jul¢)]

4.6.1 Orthogonale Polynome
Wir betrachten das Skalarprodukt (-,-) : II* — R:

(o, ) = / () (x)olx) da

wobei ¢: [a,b] — R eine Gewichtsfunktion sei.

Definition: Eine Funktion o: [a,b] — R mit
1. o(x) > 0 fiir alle z € [a, b]
2. fab ¢(z)o(x) dz existiert fiir alle Polynome 1)

3. Wenn ¢ € II ohne Vorzeichenwechsel ist, so ist fab W(x)o(z)dx #0

heilst Gewichtsfunktion.

Beispiel:
1. o(z) =1

2. fiira=—1,b=1: o(z) = ——

1—x

Definition: Sei (-, -) ein Skalarprodukt, p, ¢ zwei Polynome. Gilt (p,q) = 0,
so heifsen p, g orthogonal, in Zeichen p1q. Gilt ¢ Lp fiir alle p € I1,,, dann heifst
q orthogonal zu II,,, in Zeichen ¢_LII,,. Die Polynome (¢;);eny mit ¢; € 11,
und ¢; LII;_; heifien die orthogonalen Polynome, gilt zudem (v;, ;) = 1;
dann heifsen die Polynome auch orthonormal.
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Satz: Sei 1, ein Orthogonalpolynom. Dann gilt: ¢, = 0 oder ¢, (z) =
[1;_,(z — x;), wobei die z; paarweise verschieden sind mit z; €la, b[.
Beweis: Sei ¢, # 0 und seien z1, ...z €|a, b Nullstellen von 1,, mit Vorzei-
chenwechsel. Wir zeigen: k = n. Sei dazu s(z) = Hle(m — ;) bzw. s =1
falls £ = 0. Es ist s € II,, und ¥ - s besitzt auf |a, b] keinen Vorzeichenwechsel.
Es ist

cr#t/idm (2) dz = (0, 5)

Damit ist s ¢ I1,,_1, es gilt aber s € I1,,, also hat s den Grad n.

Bemerkung: Mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren
(GSOGV) koénnen die Orthogonalpolynome prinzipiell berechnet werden. Es
geht aber viel einfacher:

Satz: (Drei-Term-Rekursion) Orthogonalpolynome geniigen einer Drei-Term-
Rekursion, d.h.
337% = ﬁnwnfl + Oénwn =+ ’annJrl

Wobei 1 = 0 und ¢y = ¢ # 0 sowie 7, € R\ {0}. Weiter ist

<an7 wn> <wn7 7vbn>
n = 7\ d n = In—-17; . \
“ me wn> o 5 Tt <wn—17 wn—l>

Beweis: Die Orthogonalpolynome )y, ..., 1, bilden eine Basis von 1I,,. Wir
orthogonalisieren z,(x) gegen I1,,:

. (351%, w]>
= LW¥n hjn; hjp = "~
q(z) = iy, ( Z ¥;(x) mit s, 03)

Nun gilt fiir j <n — 1

(v = [ l)n(w)olo) do = (o) = 0

Es ist zv(x) € II,,_4 und ¢, L1, _;, d.h. hj,, = 0. Fiir j =n — 1 setze

<wn—17 an>
n = hnf n=— 75, 5\
P = Bt = )
Fiir j = n setze ( >
w'fLJ an
n = hnn =
e e )
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Da ¢, € II,, und ¥, ¢ I1,,_q, gilt ¢ € 11,41 und ¢ ¢ I1,,. Also gilt: v,1,11 = ¢
mit ¢, # 0. Damit ist

Yn¥nt1(2) = q(2) = 290 (2) — @nn(x) — Buthn-1(7)

<77Dn—17 an> = <x¢n—17 ¢n>
= <’Yn71wn + anflqpnfl + ﬁnflwnf% 7%)
= YTn—-1 <¢na ¢n>
4.6.2 Stieltjes Algorithmus

Seien 7, . .., gegeben.

B 1= kil

¢71 = 07
n:=0;
1
Op 1= )
forn=0,1,..
Cfn = <90n7$90n>
§0n+1<x) = (x - O‘n)wn(x) - ﬁngpnfl(x)
Byt = 1<90?+1, 90n+1>
Pn+1 = ﬁn—HSﬁnH
end;

Beispiele:

e Legendre-Polynome: Es sei o =1, d.h. (p,q) := f_ll p(z)q(x) dx. Wahle
7; = 1, dann berechnet Stieltjes Algorithmus: Startwerte v; := 0,
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Bo =0, to(z) := 1. Es gilt (da ¢? symmetrisch):

1
ap = (xhy, ) = /_1 2 (x)dr =0

Es gilt:

1
(o, o) = / 1-1de =2

bi(5) = 29o(z) — fotba(z) =
=0

1
W) = [ atdo=2

1

8 = <@;1>¢1> 1
(o, v0) 3
Un(z) = ati(z) — Bubo(o) sz—%
1
(o, o) = /1(902 — é)Q dr = %
5 _ <¢2>¢2> o E% i
7 (L) 45 2 15
Da(z) = wa(e) — Batn(z) = 2° — gx‘

e Uebnmmés-Polynome: Es sei o(z) = \/1;_7, d.h. (p,q) = _11 % dzx.

Die Polynome ¢, (x) := cos(n - arccos(x)) fiir n € Ny bilden ein Ortho-
gonalsystem (mit z = cos y)*3:

(i cn) = /1 cos(j - arccos(z)) - cos(k - arccos(z)) .
jy bk . o
= / cos(jy) - cos(ky) dy
0
x» 1 [7 . 1 [ ,
= 5| cos((U—k)y)dy+5 [ cos((j+k)y)dy
0 0
Damit gilt:
0 falls j#k
<Cj,Ck> = m falls j=k=0

T falls j=k#0

13(x) mit Additionstheorem 2 cosu cosc = cos(u + v) + cos(u — v)
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Weiter gilt: (zc,,c,) = 0, da der Integrand punktsymmetrisch beziiglich
x ist. Die UeOniméB-Polynome gentigen der Dreiterm-Rekursion

1 1
2en(2) = 5Cn+1(2) + 5Cn

Definiere Ty(x) := 1 und Ti(z) := = und weiter T,,1(z) = 22T, () —
T,—1(x), dann ist T,, = d,¢, mit 6, € R\ {0}. Also ist vy = 1, weiter ist
Ti(z) = 2To(z) und 3, =, = 3 fiir n > 0; zudem: o, = 0 fiir alle n.

Die Drei-Term-Rekursion ergibt Gleichungen:

zpo(x) = Bov_1(z) + atho(x) + Yotr ()
vpi(x) = Bibo(x) + arhi(x) + na(w)

xdjn—l(x) = ﬁn—1¢n—2(x) + an—lwn—l(w) + %—Wn(f)

Damit ergibt sich ein Gleichungssystem:

ag Yo o(x)
Wo(z) B a1 m () 0

':C .
¢n71(95) . B Tn—2
Bn—l Qp—1 7vbn—l(x) %—11%(95)

Mit folgenden Definitionen

Qo Yo
wo (CU) 51 . M
‘I’(n)(x) = : e R" und J™ = IR
¢n—1<x) Yn—2
ﬁnfl Qp—1
wird aus der Dreiterm-Rekursion
JOUO) () = 20 (2) — 3190 (2) - €y (%)

Definition: Die aus den Koeffizienten der Drei-Term-Rekursion gebildete
Matrix J™ € R™™ heift Jacobi-Matriz.
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Satz: Seien (¢;,j =0, ...,n) Orthogonalpolynome, J, € R™" die zugehs-
rige Jacobi-Matrix. Dann gilt

Yn(A) = 0 < X Eigenwert von J™

der Vektor ¥ ()) ist Eigenvektor von J™ zum Eigenwert \.

Beweis: Folgt aus der Darstellung (x): Mit t,(\) = 0 folgt JMTM()\) =
AT ()),

4.6.3 Zur Konstruktion von Gauf-Quadraturen

Zur Erinnerung: J, hat die Ordnung 2n + 2 genau dann, wenn ¢(z) =
[[_o(z — x;) LI, gilt, genau dann, wenn {x, ...,z,} die Eigenwerte der
Matrix J™) sind.

0.B.d.A betrachten wir Orthonormalpolynome statt Orthogonalpolynome,
da hier 81, = 7; und damit J (") symmetrisch ist.

Satz: Sei J"tY) ¢ RO+Dx(+D) die symmetrische Jacobi-Matrix zu den
Orthonormalpolynomen (q, ..., @ny1), seien V, A € ROFDX0HD) it

JrU .V =V . Aund VIV = F und A diagonal

Dann bilden die Eigenwerte A; (bzw. z;) als Knoten und die Gewichte
wj = (1,1) V(0,4)? eine Gauh-Quadratur mit Ordnung 2n + 2.

Beweis: Fiir die Orthonormalpolynome (¢;,7 =0,...,n) gilt fir k <n

Y 1 falls k=0
Jalpo - or] = X;QOO(:UJ-) () - w; = { -
j:

Also gilt:

SDO(:EO) R SOO(IL“n) 1

©1 (-770) e P (an) 900(1:0)(/&)0 B 0

| ' : wo(Tn) - wn

@n(l’[}) e gpn(g;n) \ " . 0

g o w

Falls ¢, 1(z;) = 0 ist die j-te Spalte von ® ein Eigenvektor von J™*+1 d.h.

V - diag (V(sgok),kzo,...,n> =0
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Damit ist:

2 2

© ©
V(0.0) 20 V(0.0) 0 V(0,0)
V. = e < = VTe1 = :
2 2
Vom«n Vo vio,n

Es gilt also: pgw; = V(0,7)? und wegen (o, o) = 1 folgt ¢o = <11 5

4.6.4 Legendre-Polynome

Beispiel: Sei die Gewichtsfunktion o(z) = 1. Betrachte Intervall [—1, 1], d.h.
fiir p,q € 11 ist

(prq) = / p(2)q(x) dz (+)

1

Definition: Die folgenden Funktionen heifsen Legendre-Polynome fiir n €

Noi 1 2
P,(z) = : %[(:f —1)"

~ onp)!

Satz: Die Legendre-Polynome sind Orthogonalpolynome (beziiglich (-, -),
siehe (x)) vom exakten Grad n,

. 0 falls m#n
(P, Prm) = { 2 falls m=n

2n+1

und gentigen der Dreitermrekursion fiir n € N

(m+1)P,(z)=2n+ 1)z P,(x) —n- P,_1(z) fir x € [-1,1]

wobei Py(x) =1 und P (z) = z.

Beweis:
1. Da (2?2 — 1)" = 2°" £+ ... € Iy, ist, gilt

A

dx™

(2n)!
n!

(2> =1)") = "+ e, \ I,

Damit haben die Polynome den ,echten” Grad n.
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2. O.B.d.A sei m < n. Dann ist (mit partieller Integration):

P, = 2"ml-2"nl(P,, P,)
1
dm 9 d" 9
| (@ =) (@ = 1) da
am ) n—1 ) 1
S GG

1 qm+1 ) dr1 )
— | (@ =1)") (2" = 1)") dx
-1 dx dz

Dabei besitzt das Polynom (22 — 1)" fiir £1 eine n-fache Nullstelle, d.h.

dv 2 n
%((:c ) xzﬂzOVp:O,...,n—l
Also ist (mit (n — 1)-facher partieller Integration)
! dm—H 2 m dn—l 2 n
Pon = —/1 dajmﬂ(@ -1 W((fﬂ —1)") dx

_ (_m/_ a2 - 1Y (R — 1) da

1 dmern

Falls nun m < n ist, so ist j;n—ﬁl((ﬁ —1)™) =0, dh. P,, =0 fir
m # n. Ist jedoch m = n, so ist j{:—;((xz — 1)™) = (2n)!, also ist
(Zwischenschritt mit (n — 1)-facher partieller Integration)

Pun = (—1)”(2n)!/_ (x—1)"(x+1)"dx

1
($_{_ 1)n+1 1
n+1 1

= cvren(|e-o
- /_ LT dz)

n+1
n " n n—1 1 ! n
= (—=D)*"(—1)"(2n)! (n+1n+2-...~%)/l(a¢+1)2 dz
— (n))? (x4 1)
' 2n + 1 )
22n+1
= 12
(n) 2n+1
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Nach obigem Py, = 2™m! - 2"n! (P,,, P,) ergibt sich P,, = 52.

. Es gilt fiir n =0 und 1:

Poa) = ol = 1)) =1
Pia) = s =Y =52 1) ==

Bezeichne a,, den Hochstkoeflizienten von P,

_ 1 d" on Y\ on-2
P,(x) = Sl g (:v (1>x :I:)

_ (2n)! o n(2n — 2)! o
27(n!)? 2nnl(n — 2)! o
——

Qn

Auf Grund der Orthogonalistét bildet (F,. .., P,) eine Basis von II,,,
d.h.

An+1 = n

Pra(e) = 2w Pafer) + Z;aij(x)
]:

Aus der Orthogonalitét (P, 1, Py = 0 fir k=0, ..., n folgt:

(a) Bei k <n—1ist xPy(x) € II,,_1, dann ist (xP,, Py) = (Pn, 2 Fy) =
0, damit gilt:

ay, - n
Po(z) = “-x-Pn(x)+§ all Py(x)
j=0

G,
an n
= (Pua(@), P) = “ (- Pu(a), ) +af (P, P2)
=0 = 0+ay

2k +1
Damit ergibt sich o =0 fiir k <n — 1
(b) Fir k=n—1ist zP,_(z) = “Z—:Pn + ¢ mit g € II,,_;. Damit gilt:

ap—1 (p—1 2
Pn,Pn, = an Pnf = PmPn =
(@ 0= o v Qp, < ) a, 2n+1

Also gilt:
Ap41 Gp—1 2 n 2

a, ap 2n+1 +04”712n— 1
Aufgelost ergibt sich o) | =

O:

__n_
n+1°
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(c) Fir k =n ist

0= (p, 2P +a" (P, P,)

an

und dabei .

(P, xP,) = /_ rP*(z)dz =0

1

Damit ist

an

ap SN
Poyi(z) = H'ZU'Pn(f’?)ﬂLZaij(I)
=0

(2n+1)-x- Py(z) — HLHPn_l(:v)
n+1

Aus der Drei-Term-Reduktion folgt fiir n > 0:

n+1
zP,(x) = 2n+1Pn+1—|—O~Pn+ 2n—|—1P”_

1
Damit ergeben sich oy, = 0 (n € Ny), B, = 525 (ninN) und v, = 27;:1
(n € Np), Um zu den Orthonormalpolynomen ¢, zu gelangen, berechne
Oy =/ (Pn, P,) # 0. Dann ist P; = ¢, - ¢;, damit ergibt sich

- 0. B+ O
l’(pn<l') = % Pn+1 + Ay * Pn + n5—711 Pn—1

~n ~n

Tn Bn

Es gilt ¥, = (pni1, T0n) = (TPnt1, Pn) = BnJrl? damit ist ’Ynég_:l = ﬁnﬁ’l&fﬁ?
d.h.

BnJrl

n

Opi1 =+ dp und dg = 1/ (1, 1)

Mit D™ = diag(dy, . ..,6,_1) gilt P™ = DMW®) - damit ist

@ Vb
V705 ‘
(](TH—I) — D—lj(n+1)D —

e \V Vn—lﬁn
\V/ Vn—lﬁn Ay,
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Speziell fiir die Legendre-Polynome ergibt sich

n n B 1
(2n—1)(2n+1) 4 — L

/Yn—lﬁn =

Implementierung:

[z, w] = GQ — Legendre(n)

d = sqrt([1./(4 — 1./[1 : n].hoch2)));
J = diag(d, —1) + diag(d, 1);

v=2; % v= (P, F)
[V, D] = eig(J); %J-V=V-D
[z, I] = sort(diag(D));

w=v-V(1,I).hoch2;
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5 Nichtlineare Gleichungen

5.1 Motivation

Komet: y = 1—e”, gesucht ist ein Punkt der Menge G' = { (z,y) € R? | y =1 — €*},
vom Ursprung den Abstand 2 besitzt. Also: Gesuch ist (z,y) mit e* +y =1
und 22 + 3% = 2.

Umformulierung: f;: R? — R mit (z,y) — 22 +y?> =2 und fo: R? - R
mit (z,y) — e*+y—1, weiter sei f: R? — R? mit (x,y) — (fi(z,y), f2(z,y)).
Gesucht ist

e cine Nullstelle der Funktion f: R” — R", d.h. ein Vektor x € R™ mit
flx)=0€eRY

e bzw. ein Fixpunkt der Funktion g: R” — R"” mit x — f(x) + x, d.h.
ein Vektor x € R™ mit g(z) = .

5.2 Fixpunktiteration

Definition: Sei V' ein Vektorraum und g: V' — V eine Abbildung. Ein
Element z € V heifst Fizpunkt der Abbildung g, falls & = g().

Verwende Startwert 2 und eine Folge (), . mit 25t = g(2®) fiir alle

k € N. Die Frage ist dann, ob limy_,. z*) = # ist.

Um Konvergenz erkldren zu konnen, benotigen wir einen Banach-Raum

(V1) d.h.

e I/ ist ein normierter Vektorraum, dann bedeutet die Konvergenz von
(:c(’“))keN, dak lim_ . n ||3;(k) — i“ = 0 ist, d.h. die Folge ist eine Cauchy-
Folge:

Ve>0dneNyVm,k>n: ||$(k) —m(m)H <e€

e V/ ist abgeschlossen, d.h. fiir alle Folgen (x(k))keN ist lim,,_.o 2™ € V.

Ziel: Bedingungen an g und D (mit g: D C V — V), so dak die Fixpunk-
titeration (FPI) fiir belibige #(*) € D konvergiert, hoffentlich gegen einen
Fixpunkt.

Frage ist also: Wann klappt die Fixpunktiteration?
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Definition: Sei (V, ||-||) ein normierter Vektorraum, g: D C V — V eine
Abbildung. ¢ heiftt Lipschitz-stetig auf D mit L-Konstante L, wenn L € R
existiert mit

Va,yeD: |lgy) —g@)| < L-|ly— =

Gilt dartiberhinaus L < 1, so heilst g kontrahierend auf D und L heifst
Kontraktions-Konstante von g auf D.

Bemerkung: Eine Lipschitz-stetige Funktion ist auf D gleichméfig stetig.
Fiir beliebige € > 0 gilt mit § := £ fiir alle z,y € D:

E
lz =yl <d=llgl@) =gl < L-lle—yl < L-L- 7 =¢

Beispiele:

1. Sei D=V =R und ||-|| = ||, sel g: R — R definiert als g: x +— sinz.
Dann ist

l9(y) —g(x)|| = |sin(y) — sin(x)|

/x " cos(t) dt'

= llcos(&)(y — )| fiir ein § € [z, y]
max { |cos(§)] | € € [z,y]} - ly — ||
1 [ly — =

<
<

2. Sei nun D =V = R? und g: R? — R? definiert durch g: x — Ax fiir
ein A € R**2. Dann ist

lg(x) = 9|l = [| Az — Ay[| = [A(z — v)[| = [[All [z =y

Satz: Sei D € R" beschrankt, abgeschlossen und konvex und sei g €
CY(D,R™) mit L = max{||¢'(x)| | * € D} < 1. Dann ist g auf D kontrahie-
rend mit einer Kontraktions-Konstante L < 1

Bemerkungen:
e Scien
€1 g1 (xla ) xn)
T = g(z) =
Ty 9n ('Tla ) xn)
Dann ist
991 991
ox1 Oxn
! . .
g (-T) = : :
Ogn ... Ogn
ox1 Oxn



e Eine Menge D ist konvex, wenn mit x,y € D auch x +t- (y —z) € D
ist fiir alle ¢ € [0, 1], Beispiel: die rechte Menge ist konvex, die linke ist
es nicht:

Beweis: Benutze den Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen g: D C
R? — R? mit g(z) wie oben zusammengesetzt aus gi, . .., g,. Definiere fiir alle

i7=1...,q¢:
;1 [0,1] = Rmit ¢;: t+— g;(z+t(y —z))
Dann ist ¢;(1) — ¢;(0) = fol @;(t) dt. Dabei ist

) dg; dg;
p;(t) = _8;1(‘% —$1)+--~+—ax] (Yp — zp)
p

= gradg;(z +t(y —x))- (y — x)

Weiter gilt

p1(1) — ¢1(0) INEAGE
9(y) —g(z) = Do = :
@q(l) - goq(()) fol gog(t) dt
Jo grad gy (z + t(y — 2)) - (y — x) dt
fol grad.gq(a: + t(@/ —x)) - (y —x)dt
het o1 ng,t(yk — )
i:l' 01 g%(yk - -Tk)
= | =) e
~ [ derty-o)| -2

Mpur eine andere Schreibweise fiir die Matrix!
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Nun gilt:

lo(y) — o)l = H{ (ot tly =) - (- 2)

v

Ny —xlly

< |[f oo,

< (/ I o 1y = Dl ) - Lo =l

< (max{r|g’<x+t<y—x>>HM e [ 1dt) Ny —elly

< max{[lg'(z)lly | = € D}-lly —=lly

= Lyl

Da zudem L < 1 ist nach Voraussetzung ist g auf D kontrahierend.

5.3 Einfiihrung

Wir bendtigen einen linearen Vektorraum, der normiert und vollstdndig ist,
also einen Banachraum, Wir betrachten hier aber nur R". Gegeben seien
f:V =V mit z — f(x) und yo € R". Gesucht ist z € R™ mit f(x) = yo.
O.b.d.A. sei f(z) = 0, ersetze andernfalls einfach f(z) = f(z)—1yo. Beispiele:

1. Sei K5(0) gegeben, gesucht ist ein Schnittpunkt mit y(z) = 1 — €.
Genauer: V = R?, f: R? — R? gegeben mit (z,y) — (22 + 3> — 2,y —
1+ e*). Gesucht ist f(x) =

2. Sei ein LGS Az = b gegeben, dann ist = gesucht mit f(z) = Az —b = 0.
Za klarende Fragen sind also:

1. Existiert eine Losung?

2. Ist die Losung eindeutig?

3. Wie berechnet man die Losung?

Grundlegender Gedanke: Iteratives Denken, d.h. Startwert 2(*) € R", Berech-
nungsschleife () — 20+ _ konvergiert diese Folge?
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5.4 Fixpunktiteration
Bisher: f(x) = 0. Setze p(x) =z + f(z), d.h. x = p(z).

Definition: Sei p: R™ — R" gegeben.
1. Eine Gleichung der Gestalt © = ¢(x) heifit Fixpunktgleichung.

2. Jede Losung der Fixpunktgleichung heifst Fixpunkt von .

Fixpunktiteration: Sei (?) € R™ Startwert und benutze z(*+Y = p(z®).
Frage ist nun, ob lim;_.., @ = & gilt.

Satz: Sei  stetig, es gelte lim;_,o ¥ = & € R™. Dann ist # Fixpunkt von
®.

Beweis: Es gilt

# = lim 29 = lim 29 = lim cp(x(i)) = plim 2 = o(Z)

1—00 1—00 1—00 1—00

Definition: ¢ heifst stark kontrahierend, falls ein L < 1 existiert mit

lp(x) =Wl < L-lz =yl Vz#yeR

@ heifst schwach kontrahierend, falls

lp(z) =W <llz -yl Vr#yeR"

Bemerkung: Es gilt: Wenn ¢ stark kontrahierend ist, ist ¢ schwach kontra-
hierend.

Satz: Eine schwach kontrahierende Abbildung ¢ hat héchstens einen Fix-
punkt.

Beweis: Seien & # y Fixpunkte von ¢. Dann ist
12 = 3ll = le(@) — @) < |2 -9

Dies ist ein Widerspruch, also hat ¢ hiéchstens einen Fixpunkt.
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Satz: Sei p € C(R™,R"™) kontrahierend. Dann gilt:
1. ¢ hat genau einen Fixpunkt &
2. Fiir jedes (% € R™ konvergiert die Fixpunktiteration gegen 7.

3. Es gelten die Fehlerabschatzungen fiir alle ¢ € N:

=9 - &) < £« - 2|
. L
29 - & < - ]ja® — 20

Beweis:
2. Sei (™),cy die Folge der Fixpunkt-Iterierten. Nun betrachte
o650 =20 = Jlta) - ot
L-[|a® — 26D

<
< L?. } 20D — x(i_Q)” e
< L. Hm(ﬂl) _ x(j)H fir 0 < j <i
Sei nun n > m. Aus obiger Abschitzung fiir aufeinanderfolgende z(+1),
@ ist
[ — 2| = [ — 20D g gD Ly ) gl
< (|2 = 2D 4[| = oD ) - )|
< (LTt LA L) ) — )|
< 3L a4
=1
< ety gm)|
- 1-1L
< ﬁ L [ — 2O
Damit ist lim,,,— .o lim,— oo Hx(”) — z(m H = 0. Somit liegt eine Cauchy-
folge vor.

1. Folgt mit obigem Satz und dem eben Gezeigten, da eine kontrahierende
Funktion auch schwach kontrahierend hat und damit hochstens einen
Fixpunkt hat.
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3. Es gilt:

. n m : n m -, m Lm
Tim [|2® — 2| || im 2 — o >H [ - 2| < 2= [+ - 2|
Zudem ist

i [} — 3] = [llet?) — p(2)] < £+ - 3]

n—oo

Bemerkung: Die Abschétzung ||z — 2| < £

‘x(l) —x(O)H ist eine a-
priori-Abschdtzung. Sei nun € > 0 gegeben; fiir welche k € N gilt Hx(’“) — j” <
e? Es ist dann

Lk 1 0
[ =2 <
1-L
k —_—_—m
R PO
e—e-L

Eo> | e—e-L 1
702 U0 =20 ) gL

KOROLLAR: Seien die Voraussetzungen wie oben. Es gilt die a-posteroi-
Abschdtzung

L
—1-L

o) = )

Beweis: Siehe Beweis von obigem Satz, sei n > m, dann ist Hx(”) - x(m)H <

2 [+ — 20| nun ist

lim Hx(") — x(m)H <

n—oo

T —x(m)H

lim 2™ — x(m)H =

n—oo

5.4.1 Das Sekantenverfahren

Funktioniert wie das Sehnenverfahren, man achtet aber nicht auf das Vorzei-
chen.

5.4.2 Das Newton-Raphson-Verfahren

Sei (9 € R gegeben. Y wird berechnet als Schnitt der Tangente in
mit der 2-Achse. Analytische Darstellung: Sei ' gegeben mit f/(z() # 0.
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Gesucht ist  mit f(x) = 0. Es folgt mit Taylorentwicklung:
0=f(z9 + (z —2D) = f(&D) + (2 — 2D) f/ (V) + Rest
— o (29) =2t (@) — f(a)
_ D)
(@)

Dabei lassen wir im zweiten Schritt den Rest weg.

— z =¥

Bemerkungen:
1. Die Iteration ist durchfiihrbar solange f’(z") # 0.

f(z)
f(@)”

2. (%) ist eine Fixpunktiteration mit ¢(z) = x —
Beispiel: Sei f(z) = 2? — 2. Tteration:
()2 -2 @ 1
S .

22 2 2@
Ist 20 > 0, so konvergiert (¥ gegen /2, ist () < 0, so konvergiert z(®
gegen —v/2. Falls (%) = 0, Abbruch. Also die Wahl des Startwertes beeinflusst
das Ergebnis. Wihle z.B. 2(® = 2, dann ist

«M = 15

2 = 1.4166
2@ = 1.414215686
= 1.4142135651

L) 20 _

5.5 (5.4) Newton-Verfahren fiir System von nichtlinea-
ren Gleichungen

5.5.1 (5.4.1) Algorithmus

Wir betrachten f : U C R" — R™. Gesucht ist z € U mit f(z) = 0. Wir
schreiben

af of
1 h 9o 0t Bom

z= || f=|:] fl@)=]: :
Ofn Ofn

Sei ||z|| die Vektornorm und [|A|| die zugehorige Matrixnorm, d.h. ||A] =

sup ””A"ﬂ”. Sei (9 € U gegeben. Wir definieren
0£zeRn *
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In Wirklichkeit wird es nicht so berechnet (niemals inverse berechnen!). Ein
[terationsschritt besteht aus zwei Teilaufgaben:

1. Lose das lineare Gleichungssystem f'(z®)5 = f(z®), d.h. finde § € R".

2. Korrigiere 20+ = (0 — §.

5.5.2 (5.4.2) Konvergenzaussagen

Bemerkungen:

1. f(x) heift affin, falls f(x) = Az + b. Fiir beliebiges 2(® € R ist z(!)
eine Losung.

2. Es kann mehr als eine Losung von f(x) = 0 geben.

3. Ist z* eine Losung von f(z) = 0, so ist z* ein Fixpunkt von ¢ mit

¢(x) =z — f'(x)"' f(z).

Definition: Die Sphere mit Zentrum x € R™ und Radius r ist

Sr(x) ={y e R"| fly -z <7}

Bemerkung: Falls ||z|| = ||z||,, so ist S,(x) eine ,Kugel“. Falls ||z|| = ||z,
so ist S,.(z) ein ,Wiirfel®.

Definition: Ein Iterationsverfahren z(1) = ¢(2®)) heit quadratisch kon-
vergent in U C R"™ gegen z* € U, falls ein 0 < ¢ € R existiert mit

* *12
[¢(z) — z*|| < cllz — 7|

Definition: f € C''(U,R™) hat eine Lipschitz-stetige Ableitung, falls eine
Konstante L < oo existiert mit

1) = f' Wl < Lz = yll

Satz: f habe eine Lipschitz-stetige Ableitung in U = S, (2*) mit f(z*) =0
und f/(z*) sei regular. Dann gibt es ein 0 < v’ < r so, dass die Newton-
Iteration in S,/ (z*) wohldefiniert und quadratisch konvergent ist.

Bemerkung: Viel aussagekriftiger ist der Satz von NEWTON-KANTOROVITSCH.
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5.5.3 (5.4.3) Modifikationen

1. f'(z) approximieren durch Differentenquotienten:

Ofj(x1,...,xn) flxr, oy, xn) — oy, 2y, )

ox; y—; ly — x4

2. Man konnte die Jacobi-Matrix ,einfrieren”, d.h. z.B. nur einmal pro 10
Iterationen neu berechnen. Dann verliert man allerdings die quadratische
Konvergenz und bleibt bei der linearen.
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